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Vorwort 

Nach unfreiwilliger, durch den Krieg und seine verhängnisvollen 
Folgen hervorgerufener Pause von nahezu fünf Jahren erscheint nun 
endlich diese dritte und letzte Abteilung meiner Vorlesungen über 
Zahlenlehre. Sie beginnt mit der Einführung der komplexen Zahlen. 
Abweichend von der in den Lehrbüchern zumeist üblich gewordenen 
Methode, diese letzteren von vornherein als Zahlenpaare mit überaus 
willkürlich erscheinenden Reehnungsgesetzen zu definieren, wird im An- 
schluß an die Gleichung (wo a jede beliebige reelle Zahl 

vorstellt) zunächst das System der (rein) imaginären Zahlen als ein dem 
System der reellen Zahlen in seiner Struktur vollkommen kongruentes 
und durch die Brücke der Multiplikation mit jenem verbundenes ein- 
geführt, während sodann die Unmöglichkeit, die Addition innerhalb des so 
geschaffenen gemeinsamen Gebietes auszuführen, mit angemessener Modi- 
fikation der bisher bei der Ausgestaltung des Zahlenvorrats durchweg be- 
folgten Methode die Neuschöpfung der komplexen Zahlen nach sich zieht. 
Nach Festsetzung der hieraus entspringenden Rechnungsregeln, dem Nach- 
weise der Äquivalenz gewisser komplexer und reeller Zahlenmengen und 
der Ausdehnung des Grenzbegriffes auf komplexe Zahlen folgt als zweites 
Kapitel die entsprechende Vervollständigung der in der zweiten Ab- 
teilung auf reelle Zahlen beschränkten Reihenlehre, insbesondere eine 
für die Anwendung auf Reihen mit komplexen Gliedern zweckmäßige 
Umgestaltung der Kriterien zweiter Art, sowie die Verwertung der so- 
genannten Hölderschen und Cesäro sehen Mittelwerte zur Reduktion 
(„Summation^ uneigentlich divergenter Reihen. Das Schlußkapitel 
dieses (dritten) Abschnittes enthält die elementare Theorie der unend- 
lichen Produkte, insbesondere den exakten Nachweis für das Zusammen- 
fallen von absoluter und unbedingter Konvergenz und eine Anwendung 
der Lehre von den unendlichen Produkten auf die Verschärfung und 
Vervollständigung gewisser Konvergeimkriterien für unendliche Reihen. 

Den Inhalt des vierten und letzten Abschnittes dieses ganzen Ban- 
des bildet eine ausführliche Theorie der Kettenbrüche, vorwiegend der 
unendlichen, jedoch auch der endlichen, soweit dies für den Aufbau 
der Thebrie erforderlich schien, Br zerfallt in drei Kapitel, deren erstes 
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die Grundlagen der Theorie enthält, während die beiden anderen die 
besonderen Eigenschaften der Eettenbrüche aus reellen bzw. derjenigen 
aus komplexen Zahlen behandeln und zumal in bezug auf Konrergenz- 
Untersuchungen ein annähernd ToUständiges Bild unserer derzeitigen 
Eenntnisse darbieten dürften. Die Darstellung ist merklich elementarer 
gehalten als in den entsprechenden Partien des in seiner Axt aus- 
gezeichneten Perronschen Lehrbuches und könnte vielleicht geeignet 
sein, dem Studium dieses lehrreichen, nach meinem Dafürhalten bei 
weitem nicht nach Gebühr gewürdigten Stoffgebietes auch unter An- 
fängern neue Freunde zu gewinnen. 

Den Schluß dieser Abteilung bildet ein auf den ganzen ersten Band 
sich beziehender Anhang, der aus Literaturnachweisen, Anmerkungen 
und Ergänzungen, sowie einem ausführlichen alphabetischen Sachregister 
besteht 

In der Zwischenzeit seit dem Erscheinen der beiden ersten Ab- 
teilungen sind diese zum Gegenstände verschiedener Besprechungen 
gemacht worden, die neben Worten der Anerkennung naturgemäß auch 
mancherlei Einwendungen — berechtigte und unberechtigte — enthalten. 
Obschon sonst kein Freund antikritischer Erörterungen, so glaubte ich 
immerhin im Hinblick darauf, daß dieses Buch gewissermaßen das 
EristaUisationsprodukt eines mir ganz besonders am Herzen liegenden 
Teils meiner mehr als vierzigjährigen Lehrtätigkeit darstellt, auf einige 
dieser Einwendungen, zumal solche, die mir auf Flüchtigkeit oder 
Unverständnis zu beruhen scheinen, in dem obigen Anhänge etwas aus- 
führlicher eiogehen zu sollen. 

BeiderEorrekturhaben'mich die Herren Dr.Hartogs, Dr.v.Pidoll, 
Dr. Bosenthal, Fräulein Dr. Schöll und Herr Dr. Szäsz in liebens- 
würdigster Weise unterstützt. Es gereicht mir zur Freude, ihnen allen 
an dieser Stelle meinen aufrichtigen Dank für ihre Bemühungen aus- 
sprechen zu köimen, ganz besonders auch noch Herrn Hartogs für 
seine scharfsinnigen kritischen Bandbemerkungen, die mich zu mannig- 
fachen Verbesserungen während des Druckes veranlaßt haben, und Fräu- 
lein Schöll für die Vorarbeiten zum Sachregister. 


München, im April 1921. 
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Ibsclinitt in. 


Komplexe Zahlen, unendliche Eeihen nnd Produkte 
ans komplexen Zahlern 

Xapitel I. 

Komplexe Zahlen, Zahlenfolgen und Grenzwerte. 

§ 68. Die imaginären Zahlen. 

1. Die Erledigung des Badizierungsproblems, d. h. die AuflSsung 
der Gleichung a?” = a, welche uns den ersten Anlaß zur Einführui^ 
der Irrationalzahlen gegeben hatte, bietet im Falle eines geradzähligm 
Exponenten n noch eine weitere Schwierigkeit, welche selbst mit 
unserem nunmehr so wesentlich erweiterten und über den ursprünglich 
ins Auge gefaßten Zweck weit hinausreichenden Zahlenvorrate sich 
nicht bewältigen läßt. 

Bedeutet nämlich a irgendeine positive oder negative reeUe Zahl, 
also eine in jedem Falle p^ive Zahl, so besitzt offenbar schon die 
der einfachsten Annahme n = 2 entsprechende Gleichung 

(A) a!» = -ß» 

unter den Zahlen keine Lösung.^) IJm Abhilfe zu schaffen, 
führen wir, analog wie früher bei ähnlichen Gelegenheiten, eine passende 
Gattung nemr ein, d.h. wiederum Zeichen, welche dieselben 

Grundeigenschaften besitzen, wie wir sie in der Einleitung zu Ab- 
schnitt I Yon den als reäk Zahlen benannten gefordert haben. Diese 
Neuschopfung geschieht in der Weise, daß wir jeder reellen Zahl 
^bie neue, sogenannte magmre*) Zahl zuordnen, die wir 


1) Dagegen liat eine Gleichung ron der Form 

a?"* — j o| 

offenbar stets die leeUe Lösung: , , , 

2) Über das Unsntreffende dieser Bezeichnung s. $ 70, Kz. 1, S. 582. 

Pringihelm, Todeiimgexi 1,1 S4 
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vorläufig bezielmiigsweise mit cc, ft y, • * • bezeichnen wollen und deren 
definierende Grundeigenschaß in der Festsetzung bestehen soll: 

(la) -(«/?). 

Wir definieren also das Produkt der Zahlen cc und d. h. die Bedeutung 
der rem formcdm Zeichmverhindmg « • ß durch die lereits vorhandene 
reelle Zahl — (aß). Dabei dient der zwischen a und ß gesetzte Bmht 
(das „Operationszeichen'' der Multiplikation, das wir späterhin, geradeso 
wie im Falle Ton Produkten aus reellen Faktoren, häufig weglassen 
werden) zuiüchst lediglich dazu, die fragliche Zeichenverbindung von 
anderen nodi zu bildenden zu mderscheidein. Alle späteren Definitionen 
sollen dann so eingerichtet werden, daß jener Punkt die Bedeutung 
des früheren Multiplikationszeichens erlangt, wenn infolge irgend- 
welcher weiteren Operationen redde Zahlen an die Stelle von a und ß 
treten sollten. 

2. Die SuTmssion unserer neuen Zahlen a,ß,--- setzten wir in der 
Weise fest, daß: 

|<* = Ä wenn: a = /3 und umgekehrt, 

la^jS, je nachdem: a^ß und umgekehrt. 

Der absolute Betrag | a | von a und (— «) soll auch absoluter Betrag 
von a und (— a) heißen, in Zeichen: 

(2) |ä|=i(-ä)|= |«|. 

Ordnet man der ToUständigkeit und Gleichförmigkeit halber auch dem 
Zeiidien 0 das Zeichen Ü zu, so hätte man nach (la): 

Ö.Ö = -(0 0), d.h. =0-0, 

sodaß also kein Grund yorliegt, unter dem Zeichen 0 eine neue Zahl 
zu verstehen und daher 0 als gleichbedeutend mit 0 zu gelten hat. Ab- 
gesehen von diesem einen Falle 

(3) 5 = 0 

kann aber, wegmx: a>a— — a^, niemals eine imaginäre Zahl einer reellen 
gleich sein. Im übrigen bilden die nunmehr durch das Zeichen 0 
vervollständigten, imaginären Zahlen eine geordnete einfach unendliche 
Mannigfaltigkeit, deren Individuen umkehrbar eindent^ denjenigen der 
reellen Zahlenmenge entsprechen und die geradezu als ein vollständig 
koi^ruentes Abbild dieser letzteren erscheini 

Da diese neu eingeführten (imagiimren) Zahlen mit den bereits 
vorhandenen (reellen) zu einer einzigen Menge vereinigt werden sollen, 
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so müssen wir, um die aUgemeinen, an den Begriff von uns 

gestellten Forderungen vollständig zu erfüllen, noch zeigen, daß bzw. 
wie diese zusammengesetzte Menge zu einer geordneten gemacht werden 
kann.^) Dies mag (mit Bücksicht auf eine späterhin noch vorzunehmende 
weitere Bereicherung unseres Zahlenvorrats) in der Weise geschehen, 
daß wir die imaginären Zahlen in der bereits festgesetzten Anordnung 
(also insbesondere einschließlich der Null) zwischen die negativen und 
positiven reellen einschieben. Bedeutet also s eine beliebig Meine, w eine 
beliebig große positive reelle Zahl, so hat man: 

— ©< — £<(— £öj<(— e)<0<6<o<a<o. 

Durch die Einführung der imaginären Zahlen wird offenbar, falls 
wir statt u • a, analog wie im Falle reeller Faktoren, cc^ schreiben, die 
Gleichung (A) lösbar, und zwar besitzt sie jetzt 0wei Losungen, näm- 
lich x = a und x = a), da ja auf Grund von GL (la) nicht nur: 

0^ . CU = — 

sondern auch: 

(-«) • C- «} = - ((- tt) ■ (- «)) a\ 

3. Da. das Gebiet der imaginären Zahlen, wie oben bemerkt, ein 
vollständig kongruentes Abbild desjenigen der reellen Zahlen darstellt, 
so läßt sich innerhalb dieses Zahlengebietes eine der Addition reeller 
Zahlen völlig konforme und daher gleichfalls als Addition (imaginärer 
Zahlen) zu bezeichnende Operation durchfuhren. Man braucht hierzu 
nur als Summe zweier imaginärer Zahlen a und jß die zur reellen Smnme 
cc + ß zugeordnete imaginäre Zahl zu definieren, in Zeichen: 

( 11 ) a + ß — CC + ß 

und hieraus allgemein: 

(4) + + + 

Daraus folgt aber, daß die Summe beliebig vieler imaginärer Zahlen 

“ij * * * % in letzter Linie nur von der reeRew Summe (cfj + « 2 + O 

abhängt, und da diese bei Vornahme beliebiger Kommutationen und 
Assoziationen stets ungeändert bleibt, so erkennt man unmittelbar, daß 
auch die Addition imaginärer Zählen unbeschränkt kommutativ md asso- 
ziativ ist. 

Weiter ergibt sich durch dieselbe Schlußweise, daß ün Gebiete 
der imaginären Zahlen die Addition auch eindetdig umkehrbar, also die 

1) YgL im übrigen § 69 S. 625 Fußnote 2). 

U* 
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SuhlraMion eindmtig ausführbar ist Denn, bedeutet § eine vorläufig un- 
bekannte imaginäre Zabl^ welche der Gleichung genügen soll: 

(5) « + f=^, 

und wird deren Losung analog unseren früheren Bezeichnungen als 

(6) 1=^-^ 


angeschrieben, so geht zunächst GL (5) durch Benützung der Definitions- 

gleichnng in __ - 

a + | = /J 


Sber, and man findet daher: 

nnd sömit als einzige Losting von GL (5)^): 


^ = ß-a, 

d. h. schließlich als Definition für die SzAtrcdciUm zweier imaginärer Zahlen. 
(III) ß-a = f^. 

Setzt man hier speziell /} = 0, ao folgt zunächst: 

(7) 0 — a = (— a). 

Statt 0 — « schreiben wir dann (nach Analogie von 0 — a = — a) nnr: 
— tt, sodaß die letzte Gleichung die Form annimmt: 

( 8 ) 

Man hat ferner: 


ß + {-a) - ß + {~cc) = ß — a, 
also mit Benützung von (III): 

(9) ß -a^ß + {- a\ 

d. h. man kann, analog wie bei reelle n Zahlen, die Sub^aMm von cc er- 
setzen durch die Addition von (— a) (wofür man nach Gl. (8) auch — a 
schreiben kann). 

Schließlich folgt noch aus GL (9), wenn man ß = a setzt und die 
beiden Seiten der Gleichung vertauscht: 

(10) l + (=r;ö = 0, 




/J-r- 


1) Aus; 

folgt also eteti: 
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d. h. zu jeder ZaU a existiert eine „entgegengesäzte‘* Zahl (— a) (oder 
nach 61. (8) auch: — a) mit dem gleichen absoluten Betrage ' a j, welche 
zu a addiert die Summe Null liefert. 

4. Die MuMiplikatim sweier imaginärer Zahlen ist durch die grund- 
legende Festsetzung (la) bereits definiert. Da die rechte Seite Ton 
61. (la) bei Vertauschung Ton « und ß ungeändert bleibt, so folgt, daß: 

( 11 ) tt-ß = ß‘«, 

ein solches Produkt also kommutativ ist. Ferner zeigt die rechte Seite 
Ton Gl. (la); daß das Produkt a- ß im Gebiete der imaginären Zählen 
auch emdeuiig umkehrlar ist, d. h. 

(12) aus: a ^ß = • ß folgt: a = 

Yorausgesetzt; daß ß von Null yerschieden ist. 

Um eine passende Definition für das Produkt einer reellen und 
einer imaginären Zahl zu gewinnen, gehen Y?ir von der Forderung aus, 
daß dasselbe zunächst in dem zur Grundlage der Definition dienenden 
besonderen Falle assoziativ sein soll. Danach ergibt sich: 

(13) (a^ß)-ß = a-(ß-^=cc-(-ßß) = -(ccß)-ß=^^-ß 


und daher, um mit (12) in Einklang zu bleiben: 
(Ib) a-ß = aß. 


Die so definierte Multiplikation ist dann auch schon iommuiativ, 
denn man findet analog: 


ß-(ß‘a) = (ß-^-a = — ß-ß-cc= — ß- (aß) = ß -aß, 


also wieder: 
und daher: 


ß • tt = aß 


(14) a-ß=ß-a. 

Da übrigens auch: 

a- ß = ß • u = aß, 

so erkennt man, daß hier noch analog wie bei der Multiplikation posi- 
tiver und negativer Zahlen eine besondere Art von Kommutafionsgesets 
besteht, welches sich mit dem gewöhnlichen in die Formel zusammen- 
fassen Ulßt^): 

(15) 


«I IjJ-«. 


1) Enfaprecbend den Beziehungen: 

“ ■ (-?) 1 ^ f (-«) • ^ 

U •(-«). 
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Auf Ghmd der Definitionsgleichungen (la) und (Ib) läßt sich das 
Produkt IdiMg vider reeller und imaginärer Faktoren rekursorisch 
definieren und mit dem Nachweis Tersehen, daß es utihesdvränld asso- 
giaHv*xm.i TtommuMiv isi 

Deßniert man zunächst das Produkt dreier Zahlen a, i, c, tou 
denen mindestens eine inuigituir sein soll; in vollkommener Über- 
einstimmung mit der entsprechenden Definition ffir natfirliche Zahlen 
(§ 4, Nr. 6, S. 29) durch die Formel: 

(16) o • 5 • c = (a • 6) • c, 

BO läßt sich zeigen; daß dasselbe assosiatk ist. Dabei hat man vor- 
läufig zu unterscheiden; ob dieses Produkt einen, 0wei oder drei imagi- 
näre Faktoren enthält und, in den beiden letztgenannten Fällen, an 
wdcher Stelle dieselben auftreten. Bedeuten dann a, ß, y wieder redie 
Zahlen, so sind alle sich ergebenden Möglichkeiten in den folgenden, 
ausschließlich auf der Benützung der Definitionsgleichungen (la) und 
(Ib) beruhenden Beziehungen enthalten: 



(ä • |S) • y = aß • y 1 

1 

1 

= a- (ßy) 

(17) 1 

(cc-ß)-y= aß • y 

= aßy 1 

~a- ßy -a-(ß-y) 

1 

(aß) • y 1 


= « • ßy = a-{ß • y) 


(^.~ß).y = (-^ß) . y 


= « • ßy =a-(ß-y) 

(18) 

(« ' ß) •y= aß • y 

j=-C/Jy : 

= «• ßy =a’(ß-'j^ 


(« • ^ • y = aß • y 


= a-(-ßy)=a-(ß-y) 


(19) (ä • ^) . y = (- a/J) • y = (- aßy) = («•(-- ßy)) = « • (- ßy) 

= a-(ß-y). 


Die Vergleichung des Meten Gliedes jeder Zeile bzw. des Metm 
Gliedes der Gleichui^gen (19) mit dem entsprechenden erden zeigt, daß 
bei der oben festgesei^n Bedeutung der Zeichen a, b, c ohne jede Ein- 
schränkung die Beziehung gilt: 


( 20 ) 


a-b-e 


1 


— {a-b)‘C 
= a-(J-c), 


das fragliche Produkt ist also (moziaUv. 

Wegen a • J = 5 • a imd 6 • J findet man hieraus zunächst noch 


a-h*c = ]b>a-c=^a^e‘hf 

d, h. das Produkt a ^ 6 • c bleibt ungeändert^ wenn man den etstBfi und 
zweiten oder den zioeiien und dritten Faktor rertauscht. Wendet man 
die zweite dieser Vertauschungen auf 6 • a • c, die erste auf a * c • so- 
dann nochmals die zweite an^ so ergibt sich schließlich: 
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( 21 ) 


a-h’C 


— h-a‘C = h‘C-a 
= a-c*?>s»c-a*6 


— c • i • o, 


also alle möglicliea (nämlich 6) Permntationen. Das Produkt a-h -c 
ist abo iM>eseiwäMU hmmvtaiw und auf Orund des tmmittelbar zuTor 
gefundenen Ergebnisses (s. Q-l. (20)) dann auch unbeschränkt assomativ. 

Wird jetzt das Produkt von beliebig vielen, etwa (v + 1) reellen 
und imaginären Faktoren durch die Formel definiert'. 


(22) Ol • o» • • • o, • (»1 • Oj • • . o,) • o,^„ 

so ergibt sich leicht durch Tollsiändige Induktion — luunlich ganz 
analog, wie in § 3, Nr. 6, S. 21, das entsprechende Resultat für die 
Summe beliebig vieler natürlicher Zahlen abgeleitet wurde — , daß das Pro- 
dtdit beliebig vieler reeller und imaginärer Faktoren unbeschränht asso~ 
ziath tmd hmmutativ ist. Man hat nur, unter der Voraussetzung, daß 
für ein Produkt von v oder weniger Faktoren die fr^lichen Eigen- 
schaften schon erwiesen sind, zu setzen: 


Oi.Oi---o, = (o,^.o,^...o,p-(a,^^^...a,^ 

(wo hf, \ eine beliebige Permutation der Zahlen 1, 2, • • • w be- 
deutet und <v) und sodann auf die nunmehr aus GL (22) her- 
vorgehende Beziehung: 


Ol • Oj • • • o^ • — (Oj^ • • • * * • \) ■ 

das für den Fall dreier Faktoren bereits festgestellte Resultat an- 
zuwenden, wonach man den letzten Faktor mit dem einen oder 
anderen der beiden Elammezprodnkte assoziieren und ihm sodann auf 
Ghmnd der gemachten Voraussetzung einen ganz beliebigen Platz inner- 
halb der betreffenden Eiammer anweisen, auch jede beliebige Assozia- 
tion darin vornehmen kann. 

Ans der Gültigkeit des fraglichen Satzes für v = 3 folgt dann 
seine AUgemeingfiltigkeit für jedes beliebige v. 

Hiernach ist ^so das Produkt beliebig vieler redler und imagi- 
närer Zahlen eine von der Reihenfolge der Faktoren und der Anord- 
nung der sukzessiTO vorgenommenen Assoziationen unabhängige, ein- 
deutig definierte redle oder imaginäre ZahL 
Insbesondere sei no(di hervorgshoben, daß: 

(23) 

und daher, wenn man wieder ein Produkt von v gleichen Faktoren « 
als v** Potenei « schreibt: 
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Tiud allgemein: 

(24) ^ = a*^, «*'*+' = = - a^+*, 2*'*+® = - («*''+ ®). 

Sohließlich bemerke man nocb, daß mit Bücksicbt anf das be- 
sondere dnrcb. die Gleichungen (15) dargestellte Eommuiationsgesetz 
der Aus&U eines Produktes ans reellen und imaginären Zahlen bis zu 
einem gewissen Ghsde (rgL die Beziehungen (17) und (18)) nicht da- 
Ton abhSngt, vMtß Faktoren, sondern wimde davon imaginär sind, 
nämUeh: Ersetzt man beliebig viele imaginäre Faktoren durch die zu- 
geordneten reeUen Zahlen, so bleibt das Produkt ungeändert, wenn man 
nur dmsomde redUe Faktoren durch die zugeordneten imagimren 
ersetzt. 

5. Es bleibt noch zu zeigen, daß die durch die Grundformeln (la) 
und (Ib) definierte Multiplikation auch dislrSmtiv isi^ und zwar kommen in 
dieser BOinsicht zunächst die folgenden drei Produktformen in Betracht: 

i« + ß)-r,. (ä + ’ß)-r, (ä+ß)-y. 

Mit Benützung der Additionsformel (II) ergibt sich: 

(« + /J)-J'=(«+/J)*J'= «y+ßr = ayH- ßy =a-y+ß-y 

(25) (tt+^-y— a+ß ’y=: ay + ßy = ay+ ßy =sa-y+ß.y 

(«+^*y= «+ß 'y =—(«+ß)-y=—ay+(—ßy)=ccy+ß-y, 

womit das distributive Verhalten aller drei Produkte, erwiesen ist. Aus 
der ersten dieser Formeln folgt speziell, wenn v eine natürliche Zahl 
^ 2 bedeutet und a~v — l, ß==l gesetzt wird: 

v^y = (v — l)‘y + y 

und durch for^esetzte Anwendung dieser Formel schließlich: 

( 26 ) v'.y=sy + y-i-... + y 

vmal, 

d. L wie das Produkt einer noHirliche» Zahl v in eine redle Zahl, so 
kann au<di dasjenige von v in eine imaginäre Zahl durch eine Summe 
von V gleichen Summanden ersetzt werden. 

6. Bei der Definition der Division als UmMvrmg der Multiplika- 
tion hat man die hmden Definitionsgleichnngen (la) und (Ih) zu be- 
rücksichtigen, deren zweite wegen der Yerschiedenartigkeit der beiden 
Faktoren wiederum noch eine eteiefadte Umkehrung zuMt. Bezeidmet 
man wieder mit x eine vorBlo^ unbekannte Zahl, so handelt es sich 
also um die Bestimmung von x aus je einer der drei Gleichungen: 

a^x=>ß, a-x=ß, 
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oder aucli, wenn man beachtet, daß auf ßrund der Definitionsgleichimgen 
(la), (Ib) der ersten dieser Gleichungen nur eine redle Zahl den 
beiden anderen nur eine imaginäre Zahl | genügen kann, um die Be- 
stimmung von I bzw. I aus einer der folgenden Gleichungen: 

(27) = K-l = ß, £f| = ^, (wo I a ! > 0), 

deren Losungen wir nacli Analogie der bisher benützten Schreibweise 
beziehentlich mit _ _ 

( 28 ) l-i, i=|, I-l 

bezeichnen wollen. Durch Anwendung ^fon (la), (Ib) gehen nun die 
Gleichungen (27) in die folgenden über: 

= ß) ~ 


aus denen als in jedem Falle einzige Losung sich ergibt: 

{=i, i=_i, {=e 

a ce a 

und somit schließlich: 

w H’ 

-0- 

Aus der zweiten dieser Gleichungen folgt speziell: 

(30) 




§ 69. Die komplexen Zahlen. 

1. Wir haben fOr die imtigmären Zahlen folgende Becbnungs- 
operationen definiert: 

1. MidUplikaMon zweier imagiaärer Zahlen, 

2. Midti^ikaUon einer reellen nnd einer imaginären Zahl, 

3. JüädiHon zweier imagii^rer Zahlen 
nnd deren VmMarungm. 

Dagegen ist von der AdäMon einer reettm nnd einer imaginären 
Zahl bisher nicht die Rede gewesen. Der Ghnmd hiervon ist leicht 
ersichtlich. Während nämlich die genannten Operationen mit voll- 
ständiger Beibehaltui^ der Rii den Fall ansBchliefilich reeller Elemente 
geltenden charakteristischen Eigenschaften sich so definieren ließen, 
daß sie innerhalb des kombinierten Gebietes der reellen nnd imagiifioren 
ZftbUn stets ausführbar sind, so erscheint etwas Analoges bezfigUch 
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der MdiMon einer redlen Zahl« und einer maginärm ß TöUig ans- 
geschlossen^ sofern man unter der AddUion zweier Zahlen eine OperA' 
tion rerstehi, die innerhalb des vorhandenen Zahlengehietes nicht nur 
emdeuMg ausßßirtar, sondern auch eindeutig umhSiriar ist, dergestalt, 
daß idso ans: 


a + h = Cf a + V — e 

allemal folgt: 

h = V, 

wie dies bei der Addition zweier reeUer oder emiar imaginärer Zahlmi 
tatsächlich der Fall ist. Wenn wir nämlich an der Forderung der em- 
dmtigen ümk^hnrhät der Addition amdrwMvA festJudtei^ so kann, 
abgesehen von den SonderMlen ß= 0, « = 0, toederi « + ß = y (d. h. 
redf), noch: cc + ß = y (imaginär) sein, da. ja bereits 


tc + (y-tt) = y, iy~ß) + ß = y 


und weder ß = y — tt, nodi a — (y — ß) ist. 

Wollen wir also Überhaupt Zeichenverbindungen von der Form 
« + ^ als igZahlen*^ znlassen (was doch zunächst durchaus dem logischen 
Bedürfnisse nach VoUMtiäigTceit entspmche und sich überdies späterhin 
als anßerordentlioh nützlich erweisen wird), so müssen wir versuchen, 
sie geradezu als eine ganz neue Kategorie von Zodden einzuführen, also 
jene Zeichenverbindungen durch geeignete Festsetzungen mit Eigen* 
schäften auszustatten, welche es ermöglichen, sie unter sich und mit 
den her&ts vorhandenen reellen und imaginären Ztdileh in eine bestimmte 
Beihmfdge zu bringen und durch passende Erweiterung der bisherigen 
Beehnmgmgän zu verknüpfen. 

Diese neu einzuführenden Zahlen von der Form a-\-ß werden als 
iom^^exe > Zahlen bezeichnet; a heißt der redle, ß der imaginäre Bestand- 
teU oder der komplexen Zahl « + ß.‘‘) Das Zeichen + spielt hieiv 
bei zunächst wieder ledig^ch die Bolle eines Unterscheidur^seeichens, 
es dient dazu, die Vereinigung der beiden Zahlen a + ß m einer hm- 


fkxen ZcM gegenüber anderen Yerbindnngen ^wie ^ kennt- 

lich zu macl^en. Wir wollen aber (analog wie früher bezüglich des Multi- 
plikationszeichens, s. § 68, Nr. 1, S. 516) daran festhalten, daß überall da, 
m es der ZusamnetÄai^ etiläßt, jenes Zeichen die frühere Bedeutung 
des Huszeidhens behalten solL Diesttr 'Fall tritt tab&chlidh ein, wenn 
einer der Bestandteile von a + ß Ntdl ist. Auf Grund der eben ge- 


ll Uaa beseidhuet snweQen auch die komjiileieen ZaUen idhleohthin aU 
MSopmAra Z ah len und nennt da nn die Ton uns bidier all imagiiiär bezeiebneten: 
rein imaginär. 
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machten Festsetznng nnd der Beziehung 0 = 0 (Gl. (3) 
Paragraphen) ei^bt sich alsdann; 



des Torigen 


I a + 0 = « + 0 = a 

lo + ^=ö + ^=ö+? = ^, 


d. h. unsere bisherigen reeBen und Zahlen erscheinen nun- 

mehr als spezielle Fälle der Tmaj^exen}') 

Da man in dem Ausdrucke a + ß sowohl fOr u alle mSglichen 
reellen, als auch für "ß alle möglichen imagii^en Zahlen setzen kann, 
insbesondere also zu jedem einzelnen a noch unendlich viele, lediglich 
in bezt^ auf den Bestandteil ß verschiedene komplex« Zahlen existieren 
und umgekehrt, so bilden die komplexen Zahlen (auf Grund einer un- 
mittelbar einleuchtenden Bezeichnungsweise) eine nwdfach unenälicite 
MamagfdÜigMi. Nichtsdestoweniger lassen sie sich auch nach Art 
einer einfach unendlichen Folge ordnen, A b. es lassen sich Festsetzungen 
treffen, vermöge deren mit eindeutiger Bestimmtheit entschieden wer- 
den kann, ob zwei komplexe Zahlen « + ß, a' + ß' ila gleich zu be- 
trachten sind, bzw. welche von beiden die „fernere“ oder „größere“ 
heißen soll, d. h. der anderen vorangehi oder nachfdlgt?) 

Diese Festsetzungen werden so zu wählen sein, daß dadurch die 
für die reellen und imagicütren Zahlen bereits bestehende Ordnung 
nicht gestört wird. Hiernach wird man zunächst mit Bücksicht darauf, 
daß a + ß und «' + ß’ für |J = /3' = 0 in die reellen Zahlen u und a' 
übergehen, allgemein definieren: 



tt + ß < a' + ß', wenn: a< a' 
(also; u + ß> a' + ß', wenn: « > a')- 


1) Diel gilt offenbar auch von der NvU, d. h. man hat: 

O + ö-O-l-O-O. 

2) Durch die folgende Betrachtung soll nur die Möglichkeü einer solchen 
Ordnung der komplexen Z^en dargetan werden. Wir werden indessen, abgesehen 
von dem auf die Gleiehheit zweier komplexer Zahlen bezfigliohen Ergebnisse, von 
dem obigen Ordnungsprinzip keinen weiteren Gebrauch machen. 

Im übrigen erkennt man leicht, daß das im Texte angegebene Ordnnngs- 
prinzip der fOr reelle Zahlen aufgestellten Gmndfordemng entspricht, daß ans 

« + ?<«' + ?, «' + ?<«" -l-r 

folgt: _ _ 

nnd zwar auch danti noch, wenn in einer der Torausietznngen das Gleiehheits- 
aeiehen steht. 

Dagegen hat man wiederum: 


wenn: 
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Für den durch diese Definition nicht erledigten Fall: a = a' 
wird man im Hinblick auf die spezielle Möglichkeit a = = 0 un- 

mittelbar dazu geführt, zu definieren: 

, J a + ß<ci + ß',w6Tm:'ß<^,d..h..ß<ß' 

I (also: a + ß>a + ß', wenn: ß > ß', d.h.. ß> ß'). 

In dem einzig noch übrig bleibenden Falle, nämlich: 

(3a) a = ß = (also auch: ß = ß^) 

bleibt dann keine andere Möglichkeit, als daß man setzt: 

(3 b) a + = cc' + ß\ 

und zwar, wie ein Blick auf die Definitionen (2) und (2') zeigt, in 
dem Sinne, daß die Beziehungen (3a) und (3b) auch unikelirhar sind, 
sodaß also der folgende (sehr häufig angewendete Satz) gilt: 

Eine Gleichung zwischen zwei Komplexen Zahlen, etwa: 
(3b) a + ß = ci+J, 

läßt sich „durch Trennung der reellen und imaginären Bestandteil 
durch zwei Gleichungen zwischen reellen Zahlen ersetzen, nämlich: 
(3a) a==cf^, 

(die letztere als Folgerung aus: ß = ß^). 

Insbesondere folgt also aus einer Beziehung von der Form: 

(4 b) a + jS == 0, 

daß: 

(4a) « = 0, iS = 0. 

Da wir zur Darstellung von Ungleichheiten zwischen nichtreellen 
Zahlen von den Zeichen < und > im Sinne der oben durch die Be- 
ziehungen (2) und (2^) gegebenen Definitionen aus Zweckmäßig- 
keitsgründen keinen Gebrauch machen werden, so erscheint es not- 
wendig zur Bezeichnung der Ungleichheit zweier komplexer Zahlen (die 
sich dann selbstverständlich auch auf redle reduzieren können) ein 
neues Zeichen einzuführen. 'Wir schreiben hiernach: 

(5) a + /3 4= ^ 

in dem Sinne: a-h ß ist nicht glei(^ ti + ß!. 

2. Es handelt sich jetzt noch darum, die Addition und die MtiUi- 
^ikaHon in der Weise auf hmplexe Zahlen auszudehnen, daß die für 
reelle und imaginäre Zahlen bereits geltenden £egeln als spezielle Fälle 
erhalten bleiben. Die hierzu erforderlichen Definitionen ergeben sich 
mit zwingender Notwendigkeit, wenn man daran festhält, daß man 
unter der Addition zweier hdieliger Zahlen eine Jcomtmctaüve und asso- 
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eiative Yerbindni^ yersteht imd daß für die MulUplßcation za den 
beiden genannten Eigenscbaften noch diejenige der Distributivität bin- 
znzntreten bat. 

Dnrcb Anwendung des Jconmutativen Prinzips ergibt sich znnäcbst: 

(6) ß + tt=>a + ß 

und sodann: _ _ 

» + ß + <^ + ß'^a + <^ + ß + ß'. 

Hieraus folgt durch Ässoziaiion, mit Benützung der Additions- 
regel für imaginäre Zahlen (Nr. 3 des vorigen Paragraphen, Formel (II)), 
als Definition für die Summe zweier "komplexer Zahlen: 

(I) (« + ^ + («^ + /^O ~ ^ 

und durch sukzessive Anwendung dieser Formel: 

(7) («1 + ßi) -f («* + ßs) + = («1 -f a, -1 h «,) 

+ ßi+ ßi~i ß„’ 

Da hiernach die Summe hdiebig vieler komplexer Zahlen “i + ßi> 
+ ß^, • • • a^ + ß^ voi letzter Linie nur von den beiden reellen Summen 

(«i -f Kj + • — h csj und (/?! + /3j -i H ßj abhängt, so ergibt sich 

wiederum ohne weiteres, daß auch die Addition lelidiig videt kom- 
plexer ZaMen tmbes<diränU kommutativ und assoeiativ ist. 

Aus der Definition (I) ergibt sich ferner, daß die Addition zweier 
komplexer Zahlen auch eine emdeviige JJmkehrmg besitzt, mit anderen 
Worten, daß auch die SuUrcMion im Gebiete der komplexen Zahlen 
eindeutig ausßhrlar ist.*) Versteht man unter | -t- eine vorläufig 
unbekannte komplexe Zahl, welche der Forderung genügen soll: 

(8) (l + ^ + (a' + ?')=^« + 3 

und bezeichnet nach früheren Anal^ien die Lösung dieser Gleichung 
als Differenz von a + ^ und cf + ß', die hierzu dienliche Operation 
als Std)trdktion, in Zeichen: 

(9) l + + 

BO findet man zunächst durch Anwendung der Additionsformel (1) auf 

ii + tf) + v+J =« + ß 

1) Es bedarf wohl kaum der Bemerkong, daß diese Farmel für 

bzw. a« 0 in die fdr reelle bzw. imaginSre Zahlen bereits geltenden Additians- 
fonneln übergeht. 

2) Noch anders ansgesprochen: Aus 

(« -t-;?) + (o- -b?) = (« -i-p) + («" -f F) 


folgt stets: 
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tmd bierans mit etnäeuHger Bestimmtheit 

1 + 0' = «, V + ?=ß> 
also 5 = a — 12 = /S — / 3 ', 

und daher als DefinitionsgleidinDg für die BiMrdktion: 

(II) (a + l8) - (a» + ^) = (« - <*') + J-1- 

Setzt man hier speziell jS = 0, a' = 0, so folgt: 

(10) «-^' = «+F?) = « + (-?0') 

sodaß also auch eine Zeichenverbindung Toa der Form a — nun- 
mehr eine bestimmte komplexe Zahl vorstellt. Man pflegt zwei kom- 
plexe Zahlen von der Form a + ß und a — ß als konjugiert zu be- 
zeichnen,*) Für Summe und Differenz solcher konjugierter Zahlen 
ergeben sich die Beziehungen: 

[(« + ^7 + (« — ^) = 2« (also redl) 

(11) I (« + ^) - («- ß ) = («_+ ^) -(« + (-ß)) 

[ =2/3 (also imaginär). 

3. Benützt man für die Definition der Multiplikation znnächst das 
oben geforderte distributive Verhalten; so findet man zunächst: 

(a + ß)-{c^ + ^) = cc-c^+ß’ß' + a-ß' + c^ -ß 

und daher mit Anwendong der für die Multiplikation und Addition imagi- 
närer Zahlen geltenden Eegeln) (Formel (la), (Ib), (II) des Torigen Para- 
graphen) als Definition für die Miätiplikation zweier komplexer Zahlen: 

(III) (a + ß){(^ + ß') = (««*' - ßß') + aß' + o'/S. 

Daß ein solches Produkt hmmutaUv ist; geht ohne weiteres dar- 
aus herroT; daß die rechte Seite Ton (^1. (Ul) ungeändert bleibt, wenn 
man gleichzeii^g u mit oc', ß mit ß' vertauscht. Daß es bei dem Hin- 
zutreten eines weiteren Faktors auch assosiativ ist, ergibt sich durch 
direkte Ausrechnung auf Grund der Formel (111). Und es bietet 
keinerlei Schwierigkeit, die unbeschränkte Erhaltung dieser Eigen- 
schaften bei Produkten helidng vieler Faktoren gailz analog wie in 
früher behandelten Fällen ähnlicher Art durch vollständige Üiduktion 
zu bestätigen. 


1) S. GL (8) des vorigen Patagrapben. 

2) Da es ja freiiteben mnfi, auch ^»0 zu setzen, so ist also jede reelle Zahl 
«ich eeZbet honjugieri. 
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Bednziert sich einer der beiden Faktoren des Produktes (III) auf 
eine natürliche Zahl, ^twa a + ß = v (also a = v, ß = 0), so resultiert 
wieder aus dem distributiven Charakter der Mnltiplikationsformel, daß 
das b^reffende Produkt durch die Summe von v gleichen Summanden 
a' + ß' ersetzt werden kann. Auch erkennt man nnmittelbar, daß 
die Definitionsgleichung (III) alle bisherigen Multiplikationsregeln als 
spezielle Pille entl^t, also keinerlei Widerspruch mit sieh bringt. 

Durch Anwendung der Formel (Ul) auf zwei Tton^ierk Zahlen 
ct + ß, a — ß ergibt sich als Er^nznng zu den Beziehungen (11) die 
folgende: 

(12) (« + ^)*(« — ^ = (« + ^ (ot + (— ^ = a*+ /S* 

ein solches Produkt ist also stets redl und jposiiiv. Dieses Ergebnis 
bleibt offenbar bestehen, wenn man einen der beiden Faktoren von 
vornherein noch mit eiuer beliebigen positiven Zahl multipliziert, und 
mit Berücksichtigung dieses Zusatzes ist dasselbe auch miMvrbar, d. h. 
es gilt der Satz: 

Isi das Produkt (« + jS) • (a' + ^ reeli und positiv, so kam 
sieh u' + ß' von a — ß mr um einen positiven Faktor^) unter- 
scheiden. 

Die Voraussetzung besagt nämlich nach Formel (III), daß 

(13) aa' — ßß'>0, uß'+a'ß=0. 

Ist a von Null verschieden und setzt man a' = 1«, so geht die 
zweite Bedingung in die folgende über: 

(14) ttß' + Xttß = 0, «dso: ß’ = - Xß. 

Die erste Bedingung nimmt somit die Form an: 

(15) l.(«*+/}*)>0, d.h.l>0, 
und man findet^ wie behauptet: 

(16) a' + ^ = l« + PIi^ = l-(a-^) (wo 1>0). 

In dem besonderen Falle a = 0 hat man mach (13): 


(18a) ßß'<0, a'ß = 0. 

Daraus folgt aber, daß ß und ß' beide von Noll verschieden und mit 
entgegengesetztem Vorzeichen behaftet sind und daß «' = 0, somit 


schließlich: 


ß' = — X’ß (wo wieder X > 0). 


Die vorstehende Betrachtung führt auch zur Beantwortung der 
Frage, unter welchen Bedingungen <Ue Beziehung 

(172 (« + ^)-(«' + ^) = 0 

1) Dieser Faktor wird« 1, d. b. a'+p ist dann Icofijugieri an ce+ß, wenn zt| 
der genannten Vöransietzung noob die folgende hinzukonunt: 
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möglich ist. An die Stelle der Owgleichang in (13) tritt dann die 
G-leich'ung: 

(18) ««'-^^'=0 

(während die zweite der Bedingungen (13) nugeändart bleibt) und dem- 
entsprechend treten, unter der Voraussetzung a|> 0, auch an die Stelle 
der üingleichungen (15) die QleicTiungm: 

X (a® -1- /3®) = 0, d. h X = 0. 

Danach wird «'= 1« = 0 und mit Benützung der Gleichung (13) auch 
/S'=0, also schließlich: 

(19) «'4-^ = 0. 

Im Falle a = 0 hat man zunächst (s. GL (13) und (18)): 

. «'^ = 0, /3/S' = 0, 

d. h. entweder, falls ||3|>0, gerade so wie zuvor a'=0, ß' — d) oder 
aber ß = 0, also : 

( 20 ) « 4 -^ = 0 . 

Somit ergibt sich, daß ein ProdiM von der Form (a 4- ß) («' 4- ß0> 
gerade so wie ein FrodiM zweier reeller Zahlen, nur dam Null sein 
hann, wenn mindestens einer der FeMoren Null ist. Durch vollständige 
Induktion erkennt man ohne weiteres, daß dieses Besultat auch für 
Produkte beliebig vieler komplexer Faktoren gültig bleibt. 

Schließlich läßt sich wiederum noch zeigen, daß jedes von NuU 
verschiedene Produkt (a -f- ß) («'4- ß') auch eindeutig umkehrbar''), mit 
anderen Worten, daß auch die Division (abgesehen von der Division 
durch NuU) im Gebiete der komplexen Zahlen stets emdeuMg atisfuhr- 
bar ist. 

Dem versteht man wieder unter | -f- eine vorläufig unbekannte 
komplexe Zahl, welche der Forderung genügen soll: 

(21) (l4-^}(a'+^) = a4-Ä 

und bedient man sich für die Lösung dieser Gleichung, also für das 
Resultat der Division oder den Quotienten von a + ß durch cd + ^, 
der Schreibweise: 

SO ergibt sich wegen: 

(S + ^) («' + f) = («'I - ß'v) +^+"^^71, 

1) Danach folgt ans 

(«4.p)(«'+F) = («4-P)(«"+/3^ 

«'4-^ = «"4-r 


daß: 
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durch Trennung des Beeilen und Ima^ären: 
rooN U’^-ß'i3 = a 


Nimmt man znnächst a', beide als Ton Null rerscliieden ajo^ so 
folgt durch Multiplikation der ersten Gleichung mit cc', der ZT^eiten mit 
und Addition: 

. _aa'+ßß' 

Sodann durch Multiplikation der ersten Gleichung mit ß^, der zweiten 
mit a' und Subtraktion: 

und daher: 


oi+ß ^ ( ^'ß-^^ß' y 

a' + p + ß'*“^ \a'* + /?'*/ 


Diese Schlußweise bleibt zwar zulässig, wenn cc' = 0 oder jJ'=aO. 
In diesen Fällen treten jedoch an die Stellen der Gleichungen (23) die 
einfacheren: 

. , j-ß'tl = Ct Izw. «'! = « 

l ß'i = ß = A 

sodaß sich kürzer unmittelbar ergibt: 


und daher: 


V = bzTV. 


V’ ^~~u' 




Wie ans dem Gesagten herrorgeht^ können diese Beziehungen auch 
durcB die Spezialisierung a' = 0 bzw. ß' = 0 aus der ITauptfomel (IV) 
gewonnen werden, sodaß diese letztere also schließlich in jedem Falle 
(selbstrerständlich mit Ausschluß Ton «'+/?' = 0) die Definition der 
Division bzw. des Quotienten zweier komplexer Zahlen liefert. 

Setzt man in (IV): u + ß — 1, so folgt noch: 


Der als regimrdker Wert Ton «' + ß' bezeichnete Ausdruck — ^-= 

— . «'+/*' 
s^t aUo' (abgesehen Ton dem Falle c^+ß'<=0) eine bestimmte kom- 
plexe Zahl Tor, (Da diese letztere mit ce' + 13' multipliziert das Produkt 1, 
also ein reeBes positives Produkt liefert, so kann sie sich nach dem oben 
bewiesenen Satze Ton «' — /}'• nur um einen positiven Faktor unter- 
scheiden: nach GL (IVb) ist dieser Faktor: 

Prlngihelm, ToxlMnngexi AÜ 
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Wie die Torsteheuden Beiracktiuigen zeigen, sind die vier Spezies 
im Gebiete der komplexen Zahlen nonmehr stets (mit Ausnahme der 
Division durch ändeutig cmfüMm und (mit Ausnahme der 

Multiplikation mit KiM) auch emäedig imMirbar. Auch besitzt jede 
der betreffenden Bechnungsoperationen dieselben charakteristischen 
Sigenschaften wie die entsprechende mit reellen Zahlen. Insbesondere 
VflTin ein Produkl^ das komplexe Faktoren enthält, niemals NuU sein, 
wenn nicht mindestens ein Faktor NtM ist. 


§ 70. Beae Bezeichnungen für die imaginären hzw. komplexen 
Zahlen. — Die Quadratwurzel ans einer komplexen Zahl. 

1. Ehe wir durch EinfShrnng anderer Bezeichnungen für die 
magimrm xmd somit auch für die Ttompleam Zahlen das Bechnen mit 
solchen Zahlen fast’) vollständig auf dasjenige mit reellen Zahlen, zurück- 
führen, also gewissermaßen „mechanisieren", erscheint es tms zweck- 
mäßig, nochmals diejenigen Gesichtspunkte übersichtlich znsammen- 
zufassen, welche uns bei der Definition jener neuen Zahlen und der 
mit ihnen auszuführenden Bechnungsoperationen geleitet haben. 

TJm die durch irgendwelche reelle Zahlen nicht zu befiriedigende 
Gleicht!]^ 

a; . SB = — (« . «) (wo « reell, positiv oder negativ) 

lösbar zu machen, ordneten wir jeder positiven oder negativen redlen 
Zahl eine sogenannte magirme «, ß, • • • zu, mit der defi- 

nierenden OrundeigenSidMft: 

(la) ä‘ß = -(aß). 

Das von uns gewählte Auskunftsmittel der Schöpfung einer neuen 
Kategorie von Zahlen, fzlls der vorhandene Zahlenvorrat zur Lösung 
einer bestimmten „Umkehrungs "-Aufgabe nicht ausreicht, entspricht ge- 
nau demjenigen Yerfahren, d^ wir bei der Umkehrung der Multiplika- 
tion, Addition und der Potenz mit positivem Zahlenwert eingeschlagen 
haben. Yon diesem Gesichtspunkte ans paßt also die Bezeichnung 
„imaginär“ auf die jetzt eingeführten Zahlen nicht besser und nicht 
schlechter als auf die gebrochenen, negativen und irrationalen, ja 
schließlich sogar auf die natürlidien Zahlen, da diese dodi auch ledig- 
lich Schöpfungen der menschlichen „Imagination" sind. Aber selbst 
wenn man den letzteren als Anzahlen realer Dinge, auch den positiven 

l)'d. b. abgesehen von einer einzigen Modifikation, die sich anf die Behand- 
lung des (als Ersatz fOr l) noch einznfBhrenden Zahlzeichens i bezieht. 
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Brüchen als Anzahlen ron aliquoten Teilen realer Dinge besondere 
Bechte eimannien 'will, ja selbst 'wenn man, einer nach unserem Dafür- 
halten wenig empfehlenswerten Gepflogenheit folgend, die negaüven 
ganzen Zahlen als JbieoMen von Dingen einführt, die zu den durch die 
natürlichen (bzw. in diesem Zusammenhänge positiven) Zahlen gezählten 
in einer gewissen gegensätelichen Beziehung stehen (wie Verlust zu Ge- 
winn, Schulden zu Yermdgen, Ealtegrade zu Wärmegraden), so macÄi 
man sie schließlich recht eigentlich zu „imaginären“ Gebilden, wenn 
man ron einer Muläpltkaiicn solcher Zahlen spricht und hierfür, wie 
man wohl zu sagen pflegt, kraft eigener Machtrollkommenheit des 
menschlichen Geistes bestimmte Kegeln aufstellt. Andererseits können 
unsere maginären bzw. "hcm^^een Zahlen sehr wohl zur Darstellung 
Ton Beziehungen zwischen reale^ Ob^Teten, insbesondere von geometris(^ien 
Beziehtmgen dienen^), sodaß also auch von diesem Gesichtspunkte ans ein 
primipieUer Gegensatz zu den als re^ bezeichneten Zahlen nicht besteht. 

Eine Notwendigkeit, das bei der Einführung der eigenthchen 
Brüche, der negativen und der irrationalen Zahlen konsequent beob- 
achtete Verfahren in gewisser Weise zu modifizieren, zeigt sich jd- 
doch, sobald es sich darum handelt, die Definition der vier Spezies 
auf die neu eingeführten Zahlen und ihre Verbindungen mit den be- 
reits vorhandenen zu übertragen. Jenes Verfahren bestand darin, daß 
wir jedesmal znifiichst eine cittgememere Eategoiie neuer Zahlzeichen 
(nämlich die eigentlichen und uneigentlichen Brüche, allgemeinen Dif- 
ferenzensymbole, konvergenten Zahlenfolgen) einführten, welche waßer 
den neu zu schaffenden Zahlen auch die bereits vorha/ndenen enthielt: 
die Übertragung der für diese letzteren schon bestehenden Kechnungs- 
regeln in die neuen Bezeichnungen lieferte dann die Definition, und 
zwaf, zur Vermeidung von Widersprüchen, die eineig mS^iche Defini- 
tion der betreffenden Operationen für das erweiterte Zahlengebiet. Es 
läge nahe, diese Methode in der Weise nachzubilden, daß man statt 
der (rein) imaginären von vornherein die homj^en Zahlen einführt, 
da diese letzteren ja die reelle» als Teilmenge enthalten. Indessen 
bilden die reälen Zahlen einen so ^iMlen Typus der Tcomjßeveen (§ 69, 
S. 525, GL (1) : « CK -f 0), daß die für sie bestehenden Bechnungsregeln 
keinen ausreichenden Anhalt für deren Übertragung auf beliebige kom- 
plexe Zahlen liefern. Aus diesem Grunde schien es zweckmäßiger, zuifiLchst 
die fraglichen Gesetze für deren anderen Spezialtypucf, die maginären 
Zahlen anfzustellen, zumal das Bedürfiuis zu ihrer Einführung ans einem 
UmkehrproblemnIdhstliegendernndeinfschsterArtunmittelbarherTorgeht. 


1) Näherei hiexflbez in Bd. II dieier Yozlenngen. 
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Ans der ToUkommenen Analogie der Struktur dieses neuen Zablen- 
gebietes mit derjenigen des redlen erwuchs dann unmittelbar die Mög- 
lichkeit, eine als Addition der imaginären Zahlen zu bezeichnende 
Operation in der Weise zu definieren, daß eie mit der Addition der 
reälen Zahlen alle charakteristischen Eigenschaften gemein hat. Bas 
gleiche ergab sich für die MiüUplikation aus der definierenden Grund- 
eigenschaft (£a) lediglich mit Hinzunahme der Festsetzung, daß das 
Produkt dreier Faktoren zuimchst in einem zur Grundlage der Defini- 
tion dienenden besonderen Falle (§ 68, GL (13), S. 519) assoinativ sein 
und daß im übr^en die Definition genau nach dem für natfirliche 
Zahlen geltenden Yorbilde erfolgen sollte (a. a. 0. GL (16)). 

Die Unmöglichkeit, auch die Addition einer redUn und einer imagi- 
nären Zahl mit Hilfe des vorhandenen Zahlenvorrates zu definieren, 
gab Veranlassung, Zahlenverbindungen von der Form « -f /3 als neue 
— jjumphxe“ — Zahlen einzufähren, welche auf Grund der (zwecks 
Vermeidung von Widersprüchen geradezu selbstverständlichen) Fest- 
setzung, daß das Zeichen -f- überall da, wo der Zusammenhang es ge- 
stattet, die frühere Bedeutung behalten soll, die reeVm und imaginären 
Zahlen als Teilmenge enthielten. Der naturgemäße Weg, zu einer 
widerspruchsfreien Definition der wiederum als Addition imd Mudtiplir 
kation zu bezeichnenden Verbindungen der komplexen Zahlen zu ge- 
langen, bestand dann darin, daß wir ein gewisses Mindestmaß charak- 
teristischer Eigenschaften, die sich bei der ursprünglichen Definition 
der betreffenden Operationen für die natürlichen Zahlen als Folge- 
rungen ergeben hatten, nunmehr zu grundlegenden Forderungen der 
Definition machten, und zwar die folgenden: Es sollen die ausdrücklich 
als Summanden eingeführten Bestandteile einer komplexen Zahl in be- 
zug auf die Addition einer weiteren komplexen Zahl sich kommutativ 
und assoeiativ, in bezug auf die MuU^Wcation sich distributiv ver- 
halten. 

2. Auf Grund der Multiplikationsformel (Ib) des § 68 (S. 519) hat man : 

( 1 ) ß-T = ßTi^ß^ 

sodaß sidi also umgekehrt jede imaginäre Zahl ß auch ersetzen läßt 
durch das „Produkt“ der zugeordneten reellen Zahl ß in die spezielle 
imaginäre Zahl 1, die sogenannte imaginäre Finkmt, d. L die der reellen 
Zahl 1 eugeordnetOf also der Gleichung 

(2) T*l= — 1 (oder auch: I* = — 1) 

genügende imi^inare ZahL Dabei sei aber ausdrücklich daran erinnert, 
daß der Ausdruck „Produkt“ hier lediglich die rein formale Zeichen- 
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Terbindung ß*i bezeiclmet und daß diese letztere erst eine bestimmte 
Bedeutung gewinnt^ wenn die Menge der imaginären Zahlen bereits 
geschaffen ist und sodann durch die oben zitierte Formel (Ib) das Pro- 
diikt einer reellen Zahl ß in eine imaginäre y als die in jener Menge 
allemal vorhandene imaginäre Zahl ßy definiert wird. 

Führt man nach dem Vorgänge von Gauß für die zuvor von uns 
mit 1 bezeichnete Zahl die schon von Euler gelegentlich benützte Be- 
zeichnung i ein, sodaß also i definiert ist durch die Beziehung^): 

(3) i* 1, 

80 nehmen jetzt die hmplemi Zahlen allgemein die Form a + ßi oder 
auch a — ßi^ an, wo a, ß reelle Zahlen (einschließlich der KuU) 
bedeuten. Die von uns aufgestellten Hegeln (I) — (lY) des vorigen 
Paragraphen für die Ausführung der vier Spezies lauten in dieser 
neuen Schreibweise: 

(I) (a + ßi) + (a' + ß'i) = {a + «') + (ß + ß')i 

(II) (a + ßi) - («' + ß’i} = (a- a') + {ß-ß')i 

(III) (tt + ßi) ■ («' + ß'i) = (««' ~ßß') + (aß' -ha'ßji 

^speziell: (a + |Si) (ce — /Ji) = a* + ß^j 

M 4 . : 

J'* a'^ + ß'* ■ oc'*+ß'' 

1 _ €e'-^ß'i 1 

a'+ß'i tt''‘+ß'** < V’ 

Bemerkt man .noch, daß die letzte Formel auch zustandekommt, 
wenu man zunächst setzt: 

a+ßi _ (a + ßi) (a' — ß'i) 
a'+ß'i (af+ß~i)(a'-ß'ty 

d. h. indem man Zähler und Nenner des vorliegenden Bruches mit der 
konjitgierien Zahl des Nenners multipliziert, so lassen sich die in den 
Formeln (I) — (IV) enthaltenen Regeln für die Ausführong der vier 
Spezies mit komplexen Zahlen in folgender Weise zusammenfassen: 
Mm rechnä mit komplexen ZeMen (a + ßi), («'+ /3'i), • • • geradeso 
wie mit reetten AggregoAen von der Form (« + ßk), («' + ß'X), • • ■ mH 
dem eimigen Unterschied, daß mm scMießlüA i* =* — 1 md bei leeiieren 

1) Es ist also % eine der beiden Losungen der Gleichung : 
deren andere dann mit — t zu bezeichnen ist, sodaß also auch: 

2) S. § 69, Gl. (10), B. 528. Danach ist also «+(^13)», und« -1-^1, a-/?» 

heißen honjttgieri. 


( 4 ) 
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MuÜipl^cationen i* s= — i, t* = + 1, aUgmein (p = 0, 1, 

2 , 8; V => 1 , 2 , 3, • ■ •) sttzm hat. 

Es h&tte ni(^ts im Wege gestanden, die Einführung der kom- 
plexen Zahlen in der Weise zu bewerkstelligen, daß man ohne weiteres 
ZeichenTerhindungen von der Form u + ßi als neue Zahlen zu^ßt, 
ihnen die Eechnungsregel (I) — (IV) einfach vorsehreM und sodann 
den ohne besondere Schwierigkeit zu führenden Beweis dafür riach- 
liefert, daß die auf Glrnnd jener Hegeln Torgenommenen Operationen 
die charakteristisohen Eigenschaften der vier Spezies mit reellen Zahlen 
besitzen und daß daher die Anwendung der betreffenden Operations- 
zeichen bzw. die Bezeichnung jener Operationen als Addition, Sub- 
traktion, Multiplikation und Dmsion komplexer Zahlen nachträglich 
gerechtfertigt erscheint.^) Bei dem ron uns durchweg festgehaltenen 
Entwicklungsgänge schien es uns indessen nicht angemessen, ex abn^io 
anscjieinend rSllig willkürlich konstruierte Zeicheurerbindungen gewisser- 
maßen „auf Vorrat'^ als neue Zahlen einznführen, weshalb wir ror- 
zogen, die Schöpfung der komplexen Zahlen und der für sie geltenden 
Hechnungsregeln auf dem etwas umsiandlidheren, in den beiden vorigen 
Paragraphen eingeschlagenen Wege ausführlicher zu motivieren und das 
Maß der dabei vMkü/rlich Erscheinenden Festsetzungen nach Möglich- 
keit einzuschräuken. 

3. Aus der distributiven Bildungsweise des Produktes zweier kom- 
plexer Zahlen folgt auch die Gültigkeit des binomischen Satzes (§ 14) 
‘für die »Ü Potenz von « + ßi, wenn man darunter wieder das Pro- 
dukt von » gleichen Faktoren « + ßi versteht, also zui^hst: 

(« -l- ßt)'* = a" -|- (»), «" ^ /Ji •+■ (w)j «" * -f- • • • -j- /J"i* 

oder wenn man die Fälle n s= 2 v und n = 2 v 1 treimt und die 

Potenzen von i angemessen reduziert: 

■(« -H «*•'- (2v), «*•'-* ß* + (2v\ «»»-y—H- (- 

+ ((2v)i • tt**~^ß — (2v)j • «**’“'* -f- 

(a ß{f*+^ = «*"+^ - (2v -I- 1), «*’-' ß'+ (2v+ 1)* «*'“* /J*- . . . 
-f ((2v -P l)i «*’'/}- (2v -1- 1), c*"-*/?* +•••+(- 

1) Die in viele Lehrbücher übergegangene Methode, statt der komplexen 
Zahlen zunächst „ Zahlenpaare euusufühien, bietet, falls dies nicht ausdrücklich 
zum Zvrecke der Untersuchung allgemeinerer Möglichkeiten geschieht, nach 
unserem Dafürhalten nicht den geringsten Yorteil, dient vielmehr nur dazu, das 
im Text soeben erwähnte Verfahren zu verdunkeln und demselben in noch 
höherem Maße als notwendig den Stempel der WiWßdrliehkeit aufzudrücken. 
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Auch bleiben offenbar die in § 13 anfgestellten BecbiTingsregeln 
für Potenzen mit ganzzaMigen Exponenten in Gdtnng, wenn als Basen 
an die Stelle der reellen Zahlen komplexe treten. 

Bedeutet ferner i? (a + ßi, a' + ß'i, • • •) einen aus einer beliebten 
Anzahl komplexer Zahlen (unter den§n selbstrerständlich auch beliebig 
Tiele reelle oder rein imagiiwe rorkommen können) zusammengesetzten 
rationalen Ausdruck, so läfit sich derselbe durch Anwendung der 
Regeln (I) — (IV) stets auf die Form einer einzigen komplexen Zahl 
bringen, etwa: 

(6) B{u + ßi, u' + ß’i , . . .) = A + B*, 

wo A, B reelle, aus den reellen Zahlen cc, ß, a’, ß', •" rational zu- 
sammengesetzte Zahlen bedeuten. Dabei kann man sich die zu dieser 
timformung erforderlichen Operationen so yorgenommen denken, daß 
inan zunächst alle etwa vorkommenden Nmmr durch Anwendung der 
Formel (4) reäl macht und die Potenzen von i, welche infolge der 
hierzu erforderlichen und der sonstigen Torgeschriebenen Multiplika- 
tionen in den ZäMem auitreten, mit ihren ToUen Exponenten an- 
schreibt. Werden diese dann schließlich auf ihre einfachsten Werte 
± 1 und ± i reduziert, so gehen offenbar alle geradm Potenzen von 
i in den reellen Teil A ein, während die mgeraden den gesamten 
im^iimren Teil Bi liefern. Ersetzt man nun in dem Ausdruck B jede 
(der Zahlen ßi, -f ß'i, - • • durch ihre konjugierte a — ßi, 
:a' — ß'i‘-‘ (wobei also jede recZZe Zahl sich selbst^ jede imaginäre 
I der entgegengesetzten konjugiert ist), kürzer ausgesprochen, ersetzt 
man durchweg i durch — i und beachtet^ daß: 

(- 1)’ = i", (-«)”+■ (-!)’•< 

80 fo^, daß der reelle Teil hierdurch keinedei Veränderung erleidet, 
während der imaginäre in den entgegengesetzten Wert übergeht, 
d. h. man findet: 

(7) B(«-/J», a'-|J'i,---) = A-Bt. 

4. Es erscheint für spätere Anwendungen nützlich, noch zu zeigen, 
daß auch die „Quaäraiumred“ aus einer komplexen Zahl « -4* /}« als 
komplexe Zahl darstellbar ist, genauer gesagt, daß die Glleichung 

(8) aß—a + ßi 

im Gebiete der komplexen Zahlen zwei Lösungen besitzt, deren jede 
mit Hilfe von Quadratwurzeln aus positiTen reellen Zahlen sich als 
komplexe Zahl darstellen ^t. 

In dem besonderen Falle fi^O, a>0 findet man ohne weiteres, 
daß die Gleichung x^=a außer der Lösung s: j/« auch die Lösung 
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x= — y« besitzt, wenn man unter y« die früher definierte positive 
Quadratwurzel ans der positiven Zahl « versteht. 

Ist dagegen ß — 0, « < 0, so geht die Gleichung (8) durch die 
Substitution ® ij» und Multiplikation mit (— 1) in die folgende über 

sodaß sich wiederum i? = ± V\A daher schließlich a; = ± y\tt\ • i 
ergibt. Wir brauchen uns daher des weiteren nur mit dem Falle 
I /3 1 > 0 zu beschäftigen (während zugleich | a | > 0 sein kann). Setzt 

» = 1 + 1?*, also: «*= S®— 1 ?®+ 2|i?i, 

so zerfällt die Gleichung (8) durch Trennung des Beeilen und Ima- 
ginären in die folgenden zwei: 

(9) I*— ij*=a 2|i? = j}, 

wobei jetzt | nnd i? reelle Zahlen bedeuten. TJm sie zu bestimmen, 
bilden wir, indem wir die beiden letzten Gleichungen ins Quadrat er- 
heben und addieren: 

|*+2|*i?*+i?*=«»+jJ‘ 

und finden hieraus: 

6»+i?*=V'i?T^, 

wo die Quadratwurzel, wegen |* + 1 ?* > 0, durchaus nur im positiven 
Sinne zu verstehen isi Durch Kombination mit der ersten Gleichung (9) 
fo%t weiter: 

= + — «) 

und daher: 

(10) | = 7 = ± |/| (/«* + ß*— tf). 

Es ergeben sich also sowohl für als für tj je zwei, nnd zwar, wegen 
y«* + /3* > [«1, stets veeZfo Werte, aus denen sich offenbar im ganzen 
vier verschiedene Verbindungen von der Form | + ^i büden lassen. 
Allein, nicht jede derselben wäre eine Lösung unserer Gleichung (8). 
Ans der zweiten der Gleichungen (9): 2|i? = /I ergibt sich tiäitiTiftb, 
daß zu jedem Werte von § nur ein bestimmter Wert i? gehören kann. 
Um denselben zu fixieren, mögen mit 1,, die beiden vorhandenen 
Werte von | bezeichnet werden, und zwar sei: 

W + ß* H^) (alle Quadratwurzeln verstanden), 

also || = — li. Wird der zu gehörige Wert von i? mit % bezeichnet, 
so kann gesetzt werden: 
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(llb) % = •']/ 2 ( 1 / 0 ^+ ß* — «)» 

TO tf einen der beiden Werte + 1 oder — 1 haben muß, der ans der 
Beziehung 



zu bestimmen ist. Daraus ergibt sieh aber: 



d. h. tf = + 1, wenn ß >0, dagegen 6 — ~1, wenn ß<0 (mit anderen 
Worten, der Faktor e ist gleichbedeutend mit der Hinzufügusg des 
Vormehms Ton ß). Somit findet man schließlich, wenn mau die 
beiden Lösungen der Gleichung (8) unter die Bezeichnung Y^T+ßi zu- 
sammenfaßt: 

(13) == ± (|/i + «) + iji • - «) • 

Dabei pflegt man den Wurzelwert- mit positivem reellen Teil oder, 
wenn der reelle Teil NuU sein sollte (d. h. im Falle /5 = 0, « < 0), 
den positiT imaginären Wert nach dem Vorgang von Oauchy als den 
Hauptwert zu bezeichnen. 

Mit Hilfe dieses Ergebnisses läßt sich noch zeigen, daß die all- 
gemeinere Gleichung 

(U) x'^^a + ßi (A«2,3,....) 

2^ komplexe Lösungen besitzl^ deren reelle und imagiimre Teile sieh 
durch wiederholte Quadratwurzelausziehungen aus redlen Zahlen dar- 
stellen lassen. Denn bringt man GL (14) zui^chst auf die Form 

.(14a) ix'^-y = u + ßi 

und bezeichnet wieder mit li+%* die eine, also mit — li — iji* die 
andere Lösung der Gleichung st?=a + ßi, so zer&Ut die Gleichung 
(14a) in die beiden folgenden: 

(14b) + 

1) In dem besonderen Falle a«0 hat man: 

mnd daher speziell fOr /}»!: 
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deren jede wieder in analoger Weise je zwei Werte für liefert. 

Man erhält anf diese Weise vier Gleichungen für und so fort- 
fahrend acht Gleichungen für schließlich 2^“^ Gleichungen fär 

3 ? und somit 2^ Werte für x, und zwar immer unter ausschließlicher 
Anwendung von Quadratwurzeln aus positiven reellen Zahlen. 

Dagegen Bßt sich ]/« + ßi (wo | a| > 0, | /J | > 0), d.h. eine Lösung 
der Gleichung x* — a + ßif abgesehen von dem betrachteten Falle 
V = 2\ bei ganzzahligen v^S nicM in ähnlicher Weise berechnen. 
Versucht man z. 6. den Fall v — 3 in ähnlicher Weise wie oben den 
Fall V = 2 zu behandeln, so findet man zunächst ans 

(15) (|4-iji)* = « + /Ji 

durch Trennung des Reellen und Imaginären die beiden Gleichungen: 

(16) I® — 3Si?* = «, B^^rj — rf — ß. 

Erhebt man dieselben ins Quadrat, so folgt: 

I* — 4- = a*, 9 |*ij* — + = ß* 

und hieraus durch Addition: 

+ BIW + W + = «* + /?*, 

d.h. 

(17) V + 

(die Wurzel reell und positiv verstanden). Durch Einsetzen des aus 
GL (17) resultierenden Wertes ftlr ij* in die erste der Gleichungen (16) 
ergibt sich, wenn man noch Y«* /3* = y setzt, zur Bestimmung von 

I die Gleichung: 

4|® — Syl — « = 0 

oder auch: 

(18) (2|)» - 3y . (21) - 2« = 0 (wo y = V^TF). 

Diese kubische Gleichung hat in der Tat drei r&dik Lösungen |, 
wie sich mit den Hilfsmitteln der Funktionenlehre leicht zeigen läßt 
Auch ergibt sich zu jedem dieser | ein und nur ein zugehöriger reeller 
Wert fax ij. Man findet nämlich aus Gl. ( 17) zunächst: ij* = y — 
und ans der zweiten der Gleichungen (16) durch Einsetzen dieses Wertes: 

Daraus würde dann folgen, daß die Gleichung (| -f yi)* = a + ßi 
drei Lösungen besitzt, daß also das zuifilchst rein formale Symbol 
ya + ßi .wirklich eine Bedeuhmg hat, nämlich drei verschiedene kom- 
plexe Zahlen vorstellt. 
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Allein es ist niclit mogUcli, jene drei Lösungen der öleichnng(18) 
j,reell-algebraiscli% d. L lediglich durch Wnrzelausdrücke in redler 
Form darzustellen, Yielmehr sind hierzu sog, „analytische*' Hilfsmittel 
(Reihenentwicklungen) erforderlich. Den Beweis für dieses Yerhalten 
kubischer Gleichungen von der Form der Gleichung (18) (des sog. casus ir~ 
reducibüis) liefert die Algebra. Si&r soll nur gezeigt werden, daß der 
Versuch, | aus der Gleichung (18) durch ein direktes Auflösungsrerfahren*) 
zu bestimmen, auf einen dredus vüiosm führt. Bedeutet eine ganz 
beliebige Zahl, so hat man identisch: 

(2i)»=((§+r)+(i-i'))* 

=(n-r)*+(i-i')’+3.2|.(i+r)(i-i') 

und kann daher GL (18) in die folgende Form setzen: 

(g+io®+(§-i')*-2«+3.2i((i+r)(i-r)-y)=o, 
und diese Gleichung wird offenbar befüedigt, wenn: 

(20) (I + rr + (I - 10* = 2«, (I + 10 (I - 10 = y. 

Erhebt man die erste dieser Gleichungen ins Quadrat, die zweite 
in den Kubus und multipliziert sie mit 4, so folgt durch Subtraktion: 

(I + 10« - 2(1 + 10* (S - l'f + (I - 10' = 4 («* - yO = - 4^* 

und daher: ^ ^ 

also durch Kombination mit der ersten der Gleichungen (20): 

{i+vy=«±ßh (i-r)*=«T^i. 

Hieraus würde wieder nur folgen: 

l + I — S'=V«T/5i, 

sofern diese ^ymbök überhaupt einen Sinn haben, d. h. bestimmte kom- 
plexe Zahlen Torstellen. Ist dies aber der Fall (was, wie bemerkt, auf 
diesem und überhaupt auf „rein algebraischem" Wege nicht zu ersehen 
ist), so läßt sich aus der zweiten der Gleichungen (20) und den beiden 
letzten Gleichungen erschließen, daß S-f-l' und | — S' kon^ugi&ie Zahlen 
sind*)) &1 bo § dann wirklich redl ausföllt. 

5. Aus der zuyor erwiesenen Möglichkeit, die Gleichung 3 ^ = cc+ßi 
wirklich aufzulösen, d. h. durch zwei bestimmte (nur durch das Vor- 

1) Dasselbe bestellt in der Anwendung degenigeu Methode anf den vor- 
liegenden spesäellen Pall, welche in der Algebra als Auflösung mittels der Caräa- 
mschm Formel beseiohnet wird. 

9) VgL § 69, S. 629, Fußnote 1). 
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Zeichen T^schiedene) komplexe Zahlen zn befriedigen, laßt sich das 
entsprechende Ergebnis für jede beliebige quadratische Gleichung 

(21) ax* + 2hx + c = 0 

herleiten, unter a, h, e Midnge 'komplexe Zahlen (insbesondere fl + 0) 
rerstanden. Man hat nämlich identisch: 

ar* + 2hx + c = (fl*«* + 2abx + flc) 

= i((oa: + 6)*-(b*-ac)) 

oder auch, wenn man unter |/b* — ae irgendeinen bestimmten Wert, 
etwa den Hauptwert dieser Quadratwurzel Tersteht: 

(22) o«* + 26® + c = i (fl® + b — >^6*— ac) (fl® + 6 + }/6*— flc) 

=a{x 

sodaß also die Gleichung (21) die beiden Losungen besitzt: 

, oo^ - — 6 + V6*— a« j —5 — yt»— ac i\ 

(.23) ®i = und: ®,= ) 

Der Ausdruck (6* — ac) heißt die IHshimimnte der quadratischen 
Gleichung. Ist 6* — oc = 0, so fallen jene beiden sonst verschiedenen 
Lösungen in eine einzige (sog. Doppelwurzel) zusammen. 

Sind fl, 6, c reell und ist 6* — ac> 0, so sind die beiden Lösungen 
offenbar reeU, dt^egen hynjugiert komplex, wenn b* — ac< 0. 


— b + y&* — ttc j — b— — ac ^ 


§ 71. Die bisher betrachteten komplexen Zahlen als allgemeinste 
Zahlen unserer gewöhnlichen Arithmetik. — Zqnivalenz der 
Zahlenmengen | + nnd ®, wo: 0<|<1, nnd: 

0 <®^ 1 . 

1. Den Anlaß, unseren Zahlentorrat allmählich immer mehr zu 
erweitern, gab die Unmöglichkeit, die aus der Addition und Multipli- 
kation (einschließlich der Potenz mit ganzzahligem Exponenten) hervor^ 
gehenden Umkehrungsaufgaben mit den vorhandenen Zahlen, zu be- 


1) Han bat also; 




a®'-HSöai-f-csa (»— »,) (»— x,) 
, n e 
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'(Tältigen, also gewisse Glleiclimigen sehr einiacher Art aa&nlSsen.*) Es 
liegt daher die Yermatixag nahe, daß ähnliche Anfgaheu nnd zumal 
solche von zusammengesetzterer Beschaffenheit uns zu weiteren Zahleu- 
schöpfimgen nötigen könnten, ja es wäre sogar denkbar, daß die Not- 
wendigkeit solcher Neuschöpfungen niemals ein Ende nähme. GlQck* 
licherweise ist nicht einmal das erstere der FaE Es wird sich näm- 
lich — allerdings erst sehr yiel später (im zweiten Bande dieser Vor- 
lesungen) — zeigen, daß unsere komplexen Zahlen ausreichen, um jede 
beliebige „algebraische“ Gleichung, d. h. jede ron der Form: 

^ • "i" öj® 4* ®o ~ 0 

(wo M eine natürliche Zahl, komplexe Zahlen) 

mit Lösungen zu versehen. Ja, das gleiche gilt sogar, von gewissen 
ganz besonderen Ausnahmefällen abgesehen, in bezug auf Gleichungen 
noch komplizierterer Art („transzendente“ Gleichungen), und selbst 
jene Ausnahmefälle können uns nicht zu einer neuen Erweiterung 
unseres Zahlengebietes veranlassen, weil dieses letztere in einem so- 
gleich noch genauer anzugebenden Sinne überhaupt keine solche mehr 
zuläßt, vielmehr mit der Schöpfung unserer bisherigen komplexen Zahlen 
vollständig abgeschlossen erscheint Um diese Aussage zu präzisieren, 
ist vor allem notwendig, daß wir ein iesUmmtes Maß derjenigen Eigen- 
schaften, welche den reälm Zahlen zukommen, von allen denjenigen 
Zahlen ausdrücklich fordern, welche wir zum Gegenstände „mserer“ 
Zahlenlehre oder, wie man zu sagen pflegt^ der ,/i^memen^ oder 
wöhMdien" Arühmeiik machen wollen. Es sind dies die folgenden: 

1. Die vier Sjmies (außer der Division durch Nuü) sollen im Ge- 
biete der von uns zugelassenen Zählmi stets eindeutig amfvhrhar, 
die ÄddiUon tmd MvttigWtatUm TtonmutaHv und aseoeü^, die letz- 
tere auch distributiv sein. 

2. Ein Produkt soll daun und nur dann NitU sein, wenn mindestens 
einer der Faktoren gleich Nud ist. 


1) Dies gilt bezüglich der Eisfühznng der gelrodimm, negativen, irrationalen 
und imaginären Zahlen: die Temulassung znt Einfahiung dei.J»>»j>Zea!en Zahlen, 
ergab sich dann schon unmittelbar ans der Eorderung, die Addition innerhalb 
des aus den reeüen wnd imaptndren Zahlen bestehenden Zahlengebietes ausführbar 
zu machen. Im übrigen hätten wir diesen Schritt auch, ähnlich wie die Einfüh- 
rung der imaginären Zählen, mit der Unmöglichkeit motivieren kOnnen, die 

Gleichung: . 

«» =(«•) = «*» 

durch reelle oder imaginlre Zählen zu befriedigen. Man findet: 




Vgl. 8 . 589, Fußnote. 
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Alsdana läßt sicli zeigen, daß unsere bisherigen komplexen Zahlen, 
welche nötigenfalls zum Unterschiede von anderen Bildungen ausdrück- 
lich als gewohvJMie oder gemeine komplexe Zahlen bezeichnet werden, 
die emgigen sind, welche der Gesamtheit der obigen Forderungen ge- 
nügen. Die hierzu dienlichen Untersuchungen erfordern indessen ge- 
wisse algebraische Hilfsmittel, die wir weder als bekannt roraussetzen, 
noch auch, als zu weit abführend, hier entwickeln wollen. Wir wollen 
uns vielmehr damit begnügen, an dem nächstUegenden Einzelfalle das 
Eintreten der oben angedeuteten Eventualitäten, und zwar das Ver- 
sagen der Forderung 2., falls die Forderungen 1. erfüllt sind, deutlich 
zu machen. 

2. Wir ordnen jeder reellen Zahl a außer der bisherigen imagi- 
nären Zahl ai noch eine zweite, davon qualitativ verschiedene zu, 
der wir auf Grund ganz analoger Betrachtungen wie diejenigen, die 
uns zu der Schreibweise ai geführt haben, die Form ag geben können, 
wenn j die neue „imagmäre EMieU“, d. h. die der reellen Zahl 1 zu- 
geordnete neue imaginäre Zahl bedeutet. Sodann bilden wir komplexe 
Zahlen von der Form: 

(1) a = «o-f oqi-h«,;, 

unter Og,. cq, «j reelle Zahlen verstanden. Dabei ist dann und nur 
dann: 

«g-h «1»+ a^—0, 

wenn: 

«0=0, «1 = 0, c^=0. 

Zunächst findet man nämlich «1 = 0 (da anderenfalls: 

d. h. eine gewöhnliche komplexe Zahl) und sodann, wie früher, «i = 0, 

«, = 0. Des weiteren folgt daraus, daß : 

«g-h «it -f = a'-F a[i + a'j 
dann und nur dann, wenn: 

«g — «g, OCi = «„ = «J. 

Soll nun die Multiplikation im Gebiete der Zahlen a ausführbar sein, 
so muß eine Beziehung von der Form bestehen: 

( 2 ) = 

wo Sg, < 1 , s, bestimmte reelle Zahlen bedeuten. Sind dieselben sämt- 
lich = 0, so hätte man: j'j = 0, sodaß also die Zahl j selbst (welche 
ja von JTulZ verschieden sein muß, da sich anderenfrlls die Zahlen a 
auf gewöhnliche komplexe reduzieren würden) der Forderung 2. nicht 
genügen würde. 
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Sind «j, « 1 , «2 mindestens zum Teil von NuU Terschieden, so 
bringe man 61. (2) auf die Form: 

( 3 ) f— Sij ~ («0 + = 0 , 

was gestattet ist, da ja Addition und Subtraktion anf Grund der 
Forderung 1. nach den gewobulichen Begelu ausgeführt werden dürfen. 
Nun hat man aber nach 61. (22) des TOrigen Paragraphen (S. 542): 

(4) a;*— e,® — (eo+ « 1 ») 

Diese Beziehung wurde a. a. 0. zwar zunächst unter der dort 
selbstrerständlichen Yoranssetzung abgeleitet, daß x irgendeine gewöhn- 
liche komplexe Zahl bedeutet. Sie ist aber, wie man durch direkte Aus- 
rechnung leicht rerißzieren kann, eine ToUkommene Identität in dem Sinne, 
daß sie gültig bleibt für jedes beliebige x, welches eine Anwendung 
der gewöhnlichen Multiplikationsregeln auf die rechte Seite gestattet. 
Da diese Bedingung aber anf 6rund der Yoranssetzung 1. erfüllt ist, 
wenn x=j gesetzt wird, so, findet man mit Berücksichtigung von 
61. (3); 

(5) (i-|+]/^+ < 0 + cii) = 0, 

also ein ProduMf welches gleich NtM ist, ohne daß ein Faktor diese 
Eigenschaft besitzt: letzteres wäre ja nur der Fall, wenn: 

also j eine gewöhnliche Icgmpleijce Zahl,, was der 
Yoranssetzung widerspricht. 

Die Zahlen von der Form 0 ?^+ + aj genügen also unter Vor- 

aussetzung der Forderung 1. ni<M der Forderung 2*^) 

3. Es soll hier noch die äußerst merkwürdige Tatsache fest- 
gestellt werden, daß die Menge der gewöhnlichen "komplexen Zahlen 

1) Will man nicht gerade diesen, sondern irgendeinen anderen Widerspruch 
deduzieren, so kann man etwas kürzer folgendermaßen verfahren. Analog mit 
Gl. (S) muß anch eine fieziehnng von der Form bestehen: 

y “ ^0 “b ^ 

also, wenn man mit i multipliziert: 

— i = do t — dj-h d^ij 
= (do d,-d,) + ^0+ did.) ♦+ d|i, 
woraus durch Vergleichung der Eoefözienten von j\ 

dH-1 

resnltieren würde, im Widerspruch mit der Voraussetzung, wonach d, sein 
sollte. 



546 ■Ä.biohnittllL Eap.L Komplexe Zahlen, Zahlenfolgen tind Grenzwerte. Nt. 3. 

X — ^ + ni des „gweidmensiomlen“ Berekhes: 0<|<1, 0<ij<l 
nur diesähe Mächtigkeit (vgl. § 25, Nr. 2, S. 150) besitzt wie die Menge 
der re^en Zahlen des Intervcdh („emäim&isionalen“ Berdehes): 

Um dies zu erkennen, denke man sich alle Zahlen |, i] und x, 
die > 0 und ^ 1 sind, als unendliche dyadische Brüche dargestellt, 
also insbesondere die auchi als endlidie dyadische Brüche darstellbaren 
(d. h. diejenigen, welche in der gewöhnlichen Bruobfonn nur eine 
Potenz Ton 2 zum Nenner haben), als imendliche mit der Periode 1 
(Tgl. § 20, Nr. 2, S. 120). Dabei wollen wir uns einer der Dezimal- 
bruch-Bezeichnnng nachgebildeten Schreibweise bedienen, sodaß also 
ein Zeichen Ton der Form: 

0, «x«, • • • 

die Bedeutung Ton: 



haben soll, wo die nur eine der beiden Zahlen 0 und 1 verstellen, 
mit der ausdrücklichen Festsetzung, daß die Beziehung 1 für 
unendHoh viele v stattzujGbiden hat und daher keiner der fraglichen 
Brüche jemals abbricht. 

Hat man sodann für irgendein ,X = ^ + rji, wo sowohl | > 0, 
als 1 ] > 0: 

1 = 0 , ßißi •••/?, 

v = 0) nra'-’rr > 

so ordne man dieser hmpUxen Zahl X die reelle Zahl: 

« = Oj PiYißtYa -"ßyYy 

zu, ferner, falls | = 0 oder ij = 0 sein sollte, die komplexe Zahl X sich 
also auf eine rein imaginäre oder reeäe Zahl reduziert, 

jeder Zahl: X — iji die Zahl: a? = 0, OyiO^j • • • Oy, 

jeder Zahl: X ^ | die Zahl: a: = 0, ßiOß^O • • • /J,0 , 

schließlich nodi 

der Zahl: X = 0 die Zahl: a: = 0. 

Auf Grund dieser Zuordnung entspricht jedem X = | -f- ein 
und nur ein bestimmtes x, und zwar entsprechen verschiedenen X auch 
durchw^ verschiedene x. Dabei zeigt sich aber, daß bei_ diesem 
Yeififdiren zwar dde X, aber keineswegs dUe mö^dien x zum 
Yorsdiein kommen: es fihlm diejenigen von Null verschiedenen 
« = 0, , bei welchen von einer '1)e8timmten Stelle 
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v^n>l ab durchweg bzw. 08^=0 ist^), da ja -weder die 

noch die von irgendeinem bestimmten v ab beständig NuU 
sein können. Hiernach erweist sich also die Menge der Zahlen X oder, 
wie wir kürzer sagen wollen, die Menge (Z) zunächst als äquivcUmi 
einer Teilmenge der Menge (x). 

Hiermit wäre sogar noch mehr bewiesen, als behauptet wurde: 
man braucht gar nicht einmal die gm^e reelle Menge (x) in An- 
spruch zu nehmen, um jedem Elemente der komplexen Menge (X) 
ein reelles Element x zuzuordnen. Und man dürfte geneigt sein, 
hieraus ohne weiteres zu schließen, daß die MächtigJceit von (Z) jeden- 
falls nicht großer sein könne als diejenige von {x). 

Andererseits ist ja aber die Menge {x) identisch, also auch äqui- 
valent mit der in (Z) enthaltenen Teilmenge (|), woraus auf Grund 
der eben benützten Schlußweise folgen würde, daß die Mächtigheit von 
Z auch nicht Meiner sein könnte als diejenige von (a?). Und es läge 
dann weiterhin nahe, nach dem Torbilde eines für endliche Mengen 
gültigen und sogar noch für Grenzwerte abzahlbarer Zahlmengen als 
zulässig erwiesenen^) Schlußverfahrens zu folgern, daß die Mächtigkeiten 
von (Z) und (|) einander gleich sein müßten. 

Nichtsdestoweniger entbehrt jede dieser Schlußfolgerungen für 
unseren jetzigen Standpunkt der notigen Gnmdlage. Denn erstens 
wurde bisher nur der Begriff der Gleichheit^) zweier Mächtigkeiten all- 
gemein definiert (§ 25, Nr. 2, S. 150), und es zeigt sich andererseits, daß 
der Versuch, auch die Begriffe j^gfößer^ und y^leiner^^ widerspruchslos zu 
definieren, auf erhebliche Schwierigkeiten stoßt, solange das hier in 
Frage stehende Ergebnis (nämlich die Äquivalenz zweier Mengen, die 
in einer gegenseitigen Beziehung stehen wie die hier mit (Z) und (i) 
bezeichneten) nicht bereits ohne Benützung der Begriffe y^rößer^'^ und 
^Jcleiner^^ lediglich auf Grund der Definition der Gleichheit zweier 
kBLchtigkeiten erwiesen ist. Zweitens wäre es, selbst wenn es gelänge, 
eine ausreichende Definition für die Begriffe „größer^^ und yßdeiner^^ 
auf anderem Wege zu gewinnen, noch nicht erlaubt, aus dem Um- 
stande, daß die Mächtigkeit von (Z) weder größer noch Meiner sein 
sollte als diejenige von (x), ohne weiteres die Gleichheit der beiden 


1) Fär n»l suid die Zahlen x dieser Gattung als zugeordnete zu den 

Zahlen tmd Z— S vorhanden. 

2) VgL § 28, Gl. (25), S. 172 und § 87, GL (21b), S. 288. 

8) Nni in einem besonderen Falle, nämlich hei der Gegenüberstellung der 
Menge der Irrationalzahlen als einer n%M dbzähTbaren und einer beliehigen ab- 
gahJbaren Menge, wurde mit gan? ausdrücklicher Motivierung die Mächtigkeit 
der ersteren als die höhere bezeichnet (§ 25, Nr. 7, S. 159), 

SyiiLgi heim, Vorleiungezi 1,8. 3 $ 
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j&iäciitigkeiteii zu folgern. Yielmehr bestände ja dann nocb die M5g- 
licbkeit; daB die letzteren überhaupt nicM vergleichbar sein könnten^): 
tatsächlich erscheint bei dem heutigen Stande der Mengenlehre das 
Yorhandensein einer solchen Möglichkeit nur mit Zuhilfenahme eines 
Axiom, des sogenannten ÄuswaM-Axiom endgültig ausgeschlossen. 

Kach alledem würde es sich also zur Erledigui^ der vorliegenden 
Frage um den direkten Beweis eines Satzes handeln, der folgender- 
maßen zu lauten hätte: „Ist eine Mei^e A äquivalent einer Teil- 
menge 1 der Menge B, die letztere äquivalent einer Teilmenge a von 
A, so sind Ä und B äquivalent." 

In der Tat kann der Beweis dieses für die Begründung der Mengen- 
lehre überaus wichtigen Satzes (des sog. ,ylguwälenzsatees^^ in voll- 
kommen befiriedigender Weise geführt werden, d. h. indem gerade- 
zu festgestellt wird, daß unter den gemachten Yoraussetzungen eine 
eindeutig umkehrbare gegenseitige Zuordnung der Elemente von A 
und B stets möglich ist. Wenn wir indessen davon absehen, diesen 
(selbstverständlich in jeder zusammenhängenden Darstellung der Grund- 
züge der Mengenlehre leicht aufzufindenden) Beweis an dieser Stelle zu 
reproduzieren, so geschieht dies, weil wir keine weitere Gelegenheit 
haben werden, von jenem allgemeinen Satze Gebrauch zu machen, 
dagegen in der Lage sind, den besonderen Fall, um den es sich hier 
handelt, durch eine unerhebliche Modifikation des zuvor eingeschlagenen 
Weges vollständig zu erledigen — anschaulicher so^r als durch bloße 
Berufung auf den obigen Äquivalenzsatz, welche ja nur die Existene 
einer Zuordnung der fraglichen Art außer Zweifel setzen würde, wäh- 
rend durch das hier anzugebende Yerfähren, wie ja schon dessen erste 
noch nicht ganz vollkommene Form vermuten laßl^ eine solche Zuord- 
nung wirklich hergestellt wird. Im übrigen sollte jener erste Yersuch 
gerade dadurch, daß er noch ni(^t zur vollkommenen Erreichung 
des gewünschten Zieles führte, dazu dienen, dem Leser die Notwendig- 
keit der daran vorzunehmenden Abänderui^ deutlich zu machen und 
zugleich ihn darauf hinzuweisen, welche Yorsicht bei der Übertn^ung 
sonst gewohnter Schlußweisen auf unendliche Mengen beobachtet wer- 
den muß. 

4. Der Grund, warum die am Anfänge der vorigen Nummer vor- 
genommene Zuordnung der komplexen Zahlen X = i + ^i zu den 
reellen Zahlen x kein völlig befriedigendes Resultat ergäb, liegt in 
dem Umstande, daß die Beziehung zwischen den reellen Zahlen und 

1} Ein analoger Pall tritt z. B. bei den sog. infinitären Beziehungen ein (vgl. 
§ 87, ^T. 6, S. 887). Isttoeder: noch: so folgt ja darans hemes- 

wega, dafi: \ oder anoh nur sein müfite. 
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den Systembrüclien irgendeiner Basis, insbesondere also den Her 
benützten djadischen Brüchen, keine vollkommen eindentige isi^ daß 
vielmehr gewissen reellen Zahlen zwei verschiedene dyadische Brüche 
entspredien, ein endlich oder, wie wir in dem vorliegenden Zu- 
sammenhänge zweckmäßiger sagen wollen, ein u/nendMeh6r mit der 
Periode 0 und ein ebensolcher mit der Periode 1. Ans der Notwendig- 
keit, eme dieser beiden Daratellnngsformen anszoschließen — wobei 
wir uns für die Ausschließnng der Brüche mit der Periode 0 ent- 
scHedeu — , ergab sich der Übelstand, daß den Zahlen der Menge (x) 

von der Form: 0, «% • • • (*'>!) innerhalb der 

nun einmal gewählten Darstellungsform vorhandenmi Wertepaare {%, tj) 
entsprachen, da ja die zur Herstellung eines solchen Wertepaares er- 
forderliche Zerlegung jenes djadischen Bruches x in ewei solche einen 
Bruch mit der Periode 0 liefern muß. TJm diese Möglichkeit aus- 
zuschalten, kommt es offenbar lediglich darauf an, die NiM daran zu 
verhindem, bei dem betreffenden Zerlegungsverfahren eine Periode zu 
bilden, und dieses Ziel kann mit Sicherheit erreicht werden, wenn man 
jede vmeet/n auftretende Nud bzw. jede vorhandene Folge von mehreren 
Niiden mit der unmittelbar darauffolgenden Bims zu einem untrenn- 
baren Ziffernkom^hx vereinigt xmd sodann diesen Ziffernhmplexen die- 
selbe BoUe zuteüt, welche bisher die einadnen Ziffern spielten. 

Die Ausführung dieses einfachen Grundgedankens führt nun zu 
der folgenden Abänderung des ursprünglich eingeschlagenen Verfahrens. 
Es sei; 

1 = 0, ßißi • • • jS, • • •, tmd zwar: 0 < | ^ 1. 

Unter den ß^ kommt unendlich oft der Wert ß^ = l vor, und 
zwar seien: 

«»i, OTj, • • • 

die Nummern aller derjenigen Stellen, für welche ß^^ — 1 (i= 1,2, 3 ). 

Es mögen sodann 

’ ’ ’ (ßv.z'lf (ß«i+,) 

diejenigen 2jiff€mTc<mplexe bzw- Eifusdziffern 1 bedeuten, welche zum 
Yors^hein kommen, wenn man mit ß die etwa vormgdimdm, hinter 
dem Komma befindlichen Tdude» vereinigt, und allgemein mit ß 
diejenigen Nidlm, welche etwa zwischen und vorhanden sind.^) 

1) Es bedeutet also dasselbe wie ßi , wenn ~ 1, wenn ahio der 

dyadische Bruch uxunittelbar hinter dem Komma mit 1 beginnt; und 
identisöh mit zwischen ß^^ und NM steht, mit anderen 

Worten, wenn: = + 


86 * 
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Alsdann, läßt sioi. der obige dyadiscbe Bmcb in der Form anschreiben; 

l = , 

und in analoger Bedeutung werde gesetzt: 

»? = 0, (r„^) , wo: 0 < 1 ? < 1. 

Die aus diesen Wertepaaren 1, t] gebildeten Iconipleooen Zahlen 
X' = I + iji umfassen dann die gesamte früher mit (X) bezeichnete 
Menge mit Ausschluß der reeUen und der rein irmgina/ren. Jeder dieser 
Tcomplexen Zahlen ordnen wir nun die redle Zahl: 

® = 

zu.*) Jedem X' entspricht dann ein bestimmtes x, und zwar ver- 
schiedenen X' stets auch verschiedene x. UmgelcehH entspricht jedem x, 
das hinter dem Eomma mit 1 beginnt, also jedem x Ton der Form: 

^ = 

^wo jetzt: -g <«< 1 und die analoge Bedeutung besitzen, wie 
zuTor die ein bestimmtes X' = | + das definiert ist durch 

die Beziehungen: 

I = 0, fßf ) fa ) • • • (« ) 

= » 

und zwar verschiedenen x stets auch wieder verschiedene X', Hiernach 
ist zunächst die Gesamtheit der &üher mit (X) bezeichneten Menge 
mit jMSsehluß der reellen und rein imaginären Zählen den reellen 
Zahlen x des Ihterralls ^<x<l umkehrbar eindeutig zugeordnet. 

Um das Entsprechende auch noch für jene Torißufig noch aus- 
geschlossenen Zählen X zu bewerkstelligen, setzen wir: 

im Falle X = | (wo: 0<|<1): x = ~^ ^also: 0<a:<i^ 
im Falle X = iji(wo: 0. < ij< 1): x = ^also: ■j< ® 

oder auch, in dyadischer Schreibweise: * 

^ X = I = 0, /3j/3 | • •• : a; = 0, OOß^ß^ • • • /J, *) 

für X^iji, wo 11 = 0, • • • y, : a; == 0, Oly^y, • • «y^ 

1) Der Gnmd, warom wir bei der Definition von x eue 1 nnmitt e lb«« : 
dem Komma einschieben, wird durch das Folgende ersichflicb werden, 

S) ICt dem Zusatze: 


«=0 ffir Z»0. 
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Damit ist aber jetzt die gesamte Menge (2) eindentig umkehrbar der 
Menge (x) zugeordnei^ also die Äguiv(üetf 0 der beiden Mengen bemesen.^) 
Wir werden übrigens bei späterer Gelegenheit noch zeigen, wie 
man statt der Darstellnng der reellen Zahlen durch Systmhräehe auch 
diejenige der Irrationalzahlen durch sog. regelmäßige unendliche Ketten- 
hrüche für den gleichen Zweck benützen kann. 


§ 72. Absoluter Betrag und Einheitsfaktor komplexer Zahlen. 

1. Auf Grund der im vorigen Paragraphen gemachten Auseinander- 
setzungen werden wir uns in diesen Vorlesungen ausschließlich mit 
„gewöhnlichen^' komplexen Zahlen beschäftigen xmd demgemäß unter 
komplexen Zahlen schlechthin immer nur solche verstehen. Als Zeichen 
für solche komplexe Zahlen (die sieh natürlich eventuell auch auf 
redle reduzieren können) werden wir im allgemeinen Meine la^nis(^e, 
als Zeichen für weseMch reäle Zahlen Meine griechische Buchstaben 
verwenden, mit dem Vorbehalt, für natiklichs Zahlen als Indizes oder 
Exponenten nach Bedarf gewisse lateinische Buchstaben, wie m, n, p usw., 
zu benützen. 

Den reeltea Teil einer komplexen Zahl a bezeichnet man nach dem 
Vorgänge von Weier str aß mit also: 

(1) Sft (a) = cc, wenn a = a-\- ßi. 

Für den imaginären Teü bedarf man keiner besonderen Bezeich- 
nung, da 4= jJ — ai und daher: 

» a(|)=« 


1) Betrachtet man statt der komplexen Zahl | + 7 ]t das Zahlenpaar (|, tj) 

als eine „zweidimensionale** Zahl und bezeichnet dementsprechend einen Eomplez 
von n reellen Zahlen (1^, S„) als „n-dimensionale** Zahl, so laßt sich ganz 

analog wie im Text zeigen, daß auch die n~dimensionale Zahlenmenge ^ 

wo: 0 ^ 1 == 1, 2, • • • n) nur genau dieselbe Mächtigkeit besitzt wie die reelle 

Zahlenmenge (a) des Interralls 

Feiner sei noch ergänzend bemerkt, daß mit Hilfe eines sehr einfachen 
fnnktionen- bzw. mengentheoretischen sog. Abhüdungsprinzips das im Text ge- 
gebene Äquivalenzreinltat anch anf die gesamte Menge der komplexen Zahlen 
eineiieitB und diejenige der reellen Zahlen andererseits ansgedehnt werden kann. 
(Für die roHoncden komplexen Zahlen, d.h. die Zahlen l+r\i mit rationalem | 
und 1 ], folgt die Äq,uiTalenz mit der Menge der raiionalm reellen Zahlen ohne 
weiteres aus dem Umstand^, daß die fragliche Zahlenmenge nach § S9, Nr. 2, S. 251, 
als eine ztoeifaeh abzahlbare anch schlechthin abzahlbar ist.) 

2) Immerhin wird gelegentlich für .den Koeffizienten von i anch die besondere 
Bezeichnung S (^) gebraucht, sodaß also in dem vorliegenden Falle 


wike. 
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Die reellen Zahlen a, ß fassen wir erforderlichenfalls unter der 
Bezeichnung Komponerden der komplexen Zahl a = a + ßi zusammen.^) 

Unter dem ähsöMm Betrage od er ^söh Uwert von a = a + ßi 
versteht man den posäwen Wert von ■)/«* + ß*, in Zeichen: 

(3) I o I s= I « + I = y«* + /J*. 

ItfftTi erkennt unmittelbar, daß diese Definition mit den früher ge- 
gebenen fibereinstimmt, falls a sich auf eine reelle oder rein imaginäre 
Zahl reduziert, also ß — 0 oder cc = 0 ist. Aus der Definition folgt 
außerdem, daß die vier Zahlen: ± a und die beiden dazu konjtigierten, 
also ±(a + ß{) und ± (« — /?*) den i^mlichen absoluten Betrag 
haben. 

Setzt man a (unter der Voraussetzung |(i|>0) in die Form: 


a = a 








-g— +— £ 

so ist der zweite Faktor offenbar eine komplexe Zahl mit dem ab- 
soluten Betrage 1, welche wir den EinheitsfaUor von a nennen und 
mit bezeichnen wellen.*) Jede komplexe Zahl läßt sich also stets 
in die Form setzen: 

(4) a = loj.e,, 


wo I a| eine tvesenRieh posüme, eine komplexe Zahl mü dem cibsMxn 
Betrage 1 ist. Es ist leicht ersichtlich, daß eine derartige Zerlegung 
stets nur auf eine einz^e Weise möglich ist. Denn, hätte man gleich- 
zeitig: 

a = Q (y + 8i), vo p > 0, | y -)- J» | = 1 

und: 

a = wo <>'> 0, I y'+d'i | = 1, 

so würde daraus zunächst folgen: 


py-+ (f8i — q'y’ + (f'8'if 

also: 


1) Man bezeidmet oe, ß mit Bttcksicbt anf geometriaobe Beziehnngen häufig 
auch als die Koordinaten von a. 

2) Die Zahl wird mit Rücksicht auf die zuvor bezeitB erwähnten geo- 
metrischen Beziehungen auch als BicTutmgskoeffizient von a bezeichnet. Ich habe 
mich in ftüheren Arbeiten der Bezeichnung (Biaräkteristik von a bedient, doch 
scheint mir die im Text gebrauchte Bezeichnung wesentlich prSgnanter, überdies 
schon wegen mehrfächer anderweitiger Tezwendung des Ausdrucks CMrakteristik 
auch zweckmäßiger. 
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und wenn man diese beiden Gleicbnneen ins Quadrat erbebt mid addiert 
— mit BerQcksicbtignr^ von y* + d* = y'* + d'* = 1; 

p*— p'*, also:p = p' 
und daher schließlich auch: 


y di = y* -f" d^i. 

2. Wir entwickeln zunächst einige einfache, hänßg anzuwendende 
Sätze, die sich auf den absoluten Betrag der Summe und Differenz, 
des Produktes und Quotienten zweier komplexer Zahlen beziehen. 
Satz I. 


(5a) 

(5b) 


Der Ahsöketwert der Summe oder Differene zweSat Teom^lexer 
Zdfden ist im aUgememen Meiner cdä die Summe der Äisohtt^ 
teerte, nur in einem besonderen Fälle gleich dieser Summe. Mm 
hat dso im cdlgemeinen: 

la±ö'|< lo| + lo'l 

und, bei |ö| >0, |a'i.>0^), nur dann: 


1 


a + o' I = I a ( + I o' 1, wenn: o'= ilo 
o — o'l = |a| + lo'l, wenn: »'*= — Xa 


I wo: X reed und > 0.*) 


Beweis. Ist: 

(6) o=a + /Ji, o' = a' + ^'i, also: a + ö' = (« + «')-f- (^ + ^')i, 
so folgt zuimchst: 

|o + a'|*-(« + «')* + (^ + /J')* 

= a + /J* + a'* + jj'* + 2(aa' + /SjS'). 

Andererseits hat man: 

(I a 1 + I a' D* ^ (/«* + /}* + /«'* + /?'*)* 

= «* + /J* + a'* + /?'* + 2 y(«* + /?*) («'* + /?' *) 

und daher: 

1 o + a' 1* - (1 a| + 1 «' D* = 2 (« «' + jJ/S'-/«V*+/jV*+«y*+a'*/S’) 

(7) = 2 (««' + jJ/S'- 4««' + pß')' + («/S' - ß)*\ 

Daraus folgt, wegen (a/3' — «'/})’ >0, daß durchw^: 

(8a) |(»+a'|*-(la| + lo'l)*<0, 

außer toenn: 

(9) aß* — — 0 tmd zugleich; aa* + ßß* > 0, 


1) Ist: a — 0 bzw. oder auch: so reduzieren sich die Grlei- 

chungen (5 b) auf bloße Identitäten. 

ß) Ist a'»Xa bzw. — Xa (wo X>>0), so haben a und oSenbax gleichen 
bzw. entgegengeeeteten JSinh^fdktar — Tice versa. 
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(da ja die Quadratwurzel pos^iv, d. h. V («a' + /3/J')* = \ tttt' + ßß’ \ 
zu hehmen ist), in welcbeui Falle dann: 

(8b) |a + o'!*-(!ol + la'l)* = 0 

wird. 

Mit Berücksichtigung Ton (8 ä), (8 b) und (9) findet man somit, 
daß in der Tat im allgemeinen: 

|o + a'l < |aj + I o'l 
uhd nur in dem einen Falle: 


I a + ö' I I a I + I o' I, wenn: aß’ — a' ß — 0, ««' + ßß' >0. 


Nimmt man zuinichst an, daß « und ß von NuU versMeden sind, 
so ist die erste dieser Nebenbedingungen gleichbedeutend mit der 
folgenden: , 

^ = ^=>1, also: a' — Xa, ß'^^Xß, 


wo X eine im übrigen beliebige reelle Zahl bedeute^ die auf Glrund 
der zweiten Nebenbedingung nur der Beschränkung unterliegt: 
ia* + Ai3»>0, d.h. A>0. 


Man findet also, wie behauptet, in diesem Falle: 

a' + jj'i = A (tf + ßt), wo A > 0. 

Ist a SS 0, so folgt aus der zweiten Bedingung: 

ßß' > 0, also: ß' Bl Xß, wo wieder A > 0, 

und sodann aus der ersten Bedingui^: u' = 0. Man hat also in diesem 
Falle* 

a = a' = A*|Jt = Aa (A>0). 


Ist endlich ß = 0, so hat man analog: 

aa' > 0, also: «' = Ao:, wo A > 0, 
ferner ß' = 0 und schließlich: 

a = tt, a' = X‘a — Xa (A > 0). 

Da ferner: 

|i»-o'| = |a+ (-o')l, l-o'| = |a'l, 
80 folgt aus dem bisherigen Ergebnis, daß auch: 

ja — ja| + |a'| 

und daß Herbei das GleuMeifszeiohm nur gilt; wenn: 
— a' = Aa, also: a' (wo X > 0)*^) 


1) Da die beiden Beziehnngen: 

\a±a^\^\a\ + \a'\ 

in eine IdenütiM; 'Übergeben, wenn bo kann man tagen, daß sie auch 

gelten, wenn: , . ^ ^ 

® ’ a'^Xa nndi Aa=o. 



Nr. 8. § 73. Absoliiter Betrag und EinheitsfaJttor komplexer Zahlen. 555 

Zusatz. Darch wiederholte Anweudimg des eben bewiesenen 
Satzes findet man: 

(10) I »0 + «1 -i ‘ + 1 ^ 1®0 I + t I + I ®n 1* 

Dabei gilt das GfejcÄÄezfezeichen nnr dann, wenn dwehweg: 

(11) fl, = wo > 0 (v = 1, 2, • • • «). 

Der Beweis wird am einfachsten durch vollständige Induktion ge- 
führt. Ans Satz I folgt ja nnmittelbar, daß: 

I H + ®„_i + «„ 1 ^ ! »0 + «1 -1 ®„-i I + I »« !; 

und es gilt daher -die Beziehung (10), falls die entsprechende Beziehung 
für la^ + »1 H — • + besteht, was ja in der Tat für » == 2 er- 
wiesen ist. 

Was den besonderen Fall der Gleichheit betrifft, so erkennt man 
unmittelbar, daß die Bedingung (11) eine dafür hiwreichMde ist. Denn 
aus derselben folgt: 

I »0 + + " * + ®« I — I (1 + ^ !■ ^»)®o I 

= (l-f AiH l®oP) 

= l“ol + l^®oi H f* 1^,,«®! 

== I ®a I + I ®i I !■ I 1- 

Daß jene Bedingung auch notvmdig ist, ergibt sich folgender- 
maßen. Angenommen, sie sei für irgendein a^, als welches man wegen 
des kommutativen Yerhaltens der Addition ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit % wählen kann, nuM erfüllt, so hat man: 

I ÖQ -f- 0 ^ I < I Oj I -H I « 1 1 (mit Ausschluß der Gleichheit). 
Andererseits: 

Id^-l + + 

und daher: 

I »0 ■f" ®i ®« I = I ®o "f" ®i I + 1 ®* "l" ' ■ ! 

< l®ol + l®ii + l®s I H f" i®*l- 

3. Der vorige Satz gab eine obere Schranke für | a ± a' |. Zur Ge- 
winnung einer mteren Schranke hat man auf Grund des Satzes I: 

(12) I o I = I (o + a') — a' I ^ 1 a + a' 1 + 1 

1) Die Bichtigkeit der liierbei bendtzten BezieliTmg; 

|ia| e=»il*|a|, wenn 

welche einen Bpesiellen Fall des weiter unten bewiesenen Satzes lY. bildet, folgt 
nnmittelbar ans der Definition des absolnten Betrages, wegen : 
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wobei nach (5b) das GJeichlieitszdiiheo. nur gilt, wenn: 

o' = — X' (o + »0 für Z' > 0, 
d.b. 

(13) a’ = - = -la fSr 0 < i < 1, 

flbrigens auch noch für 1, d. h. fflr o + o' »= 0*), da in diesem 

Falle die Beziehung (12) in |a|=:|a'| übergeht. Macht man die in 
dem eben betraditeten Falle der Gleichheit offenbar bestehende Be- 
dingung I a' I < I a I auch in dem allgemeinen Falle zur Yoranssetznng, 
so ergibt sich aus (12): 

(14a) I a + o' 1 ^ 1 ® I “ 1 i 

(wobei das GleichMtszeichea nur gilt, wenn a'=— lo nnd 0<A<1), 
also eine nicht-negatiTe untere Schranke für | a + a' |. 

Ersetzt mau hier wieder a' durch — a', so wird auch 

(14b) I a — o' I > I o I — I a' I 

mit der Bedingung: a ' » Xa (wo 0 < Z < 1) für den Fall der ffleiehheii. 

Yertauscht man in (14a), (14b) a und a', wobei dann |a'|^l®l 
angenommen werden maß, so kann die Bedingung für den Fall der 
GleiehheU, die zunächst lauten würde: 0 = 7 X'a' (wo 0 < 1' ^ 1), in 
die folgende nmgeformt werden: a' » 7 Aa (wo X > 1). 

Da überdies unter der Yoranssetzung |a'|^|a| statt |a'| — |a{ 
auch ||a| — |a'|J geschrieben werden kann und dieser Absolutwert in 
dem zuvor betraditetmi Falle 1 0 1 > | a' | mit | a | — | a' | zusammen- 
föllt, so kann man dem vorstehenden Besamtergebnis die folgende 
Fassung geben: 

Satz n. 

Der absolute Betrag der Smrne oder Differem meier Tcom- 
jßexer Zahlen isf itn aBgememen großer als der Jisalutu^ert der 
Differem der cdtsdhcten Beträge und nur in einem besonderen 
FdBe glewdi diesem letsteren. Man hat cdso im .dHgememen: 

(158) |a±o'|^||o|-la'|| 

und bei | a | > 0, | a' | > 0 nur dann:h) 



+ o'| = [|o|— |a' 


wenn 

, wo X redl t 0 kl >0. 
wenn a' = Xa 


1) Dieser Fall a + » 0 entspricht dem in Satz I. dnrch die Yoranssetznng 

ansgeschloBsenen Falle aaO* 

8) Bei aasO bzw, a^ — 0 treten an die Stelle der Gleiohnngen (15b) 'wieder 
bloße Identitäten. 
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Schliefilißli lassen sicH dann die Satze L und H za Hem folgende, 
alle Möglichkeiten berücksichtigenden Satze znsammenfassen: 

Satz III. 


Ist « = + 1 oder = — 1, so hat mm stets: 

( 16 ) |l«|-i«'||^|ö + sa'l^l«l + !<»'l» 

md eumr gilt 5ei |a|>0, la'|>0 das GUichheitseeicken 
rechts nur im FaUe a' = sXa, UnJis im FaUea’^ — sXa, 
wo X reell und >0. Ist mindestens eine der Zahlen a, a' gleich 
Ffull, so gelten leide GleichheitsgeiGien, indem sieh die <Aige 
Dopj^thegiehvmg auf eine Uoße Identität redmiert. 

4. Satz ly. 

Der cibsokete Betrag eines BroduiMes lew. Quotienten gweier 
Jcomjßexer Zotten ist gleich dem Brodukte lew. QuoHenten der 
absoluten Beträge, 

Beweis. Ist wieder: 


also: 
so folgt: 


a = a -j- /J», a' = «' + ß'i 

aa'^(aa'~-ßß') + (ccß'+ a'ß) i, 

I oa' I* = (««' — ßß')* + (aß' + a'ßf 

^(aa')'+(ßß')*+(aß'i‘ + (a'ßy 


= o 


i«'r, 


also, wie hehanptet: 

(17) |ao'| = |(.|-|«'|-‘) 


1) Mit Benützong dieser Beziehung läßt sich der Beweis von Satz I merk- 
lich kürzer, als zuvor, in folgender Weise führen. Man hat danach, wenn man 
von dem unmittelbar zu erledigenden falle a ss o abiieht, zunächst: 


Setzt man: 
so wird: 


|o+a'|= a(l+^)| = |o|. 


1 +- 


l+ = 


a' - , . 
-=1+***. 


Andererseits hat man: 


und daher: 


|i+^|-(i+|^|)-s(a-VTO?)<o, 
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Wendet man dieses Resultat auf die Beziehung: 

f ® 

a~a 

an, BO ergibt sich: 

!a| = i«'l-lp 

also, wie behauptet: 


(18) 




Zusatz L Durch wiederholte Anwendung des Froduktsatzes er- 
gibt sich, daß allgemein: 

(19) Kö»---a„l = l%l*l«2|---l®J 

und daher insbesondere, wenn man jeden der w-Fattoren durch a 
ersetzt: 

(20a). = 

Da sodann: 

i- ^ ^ ^ 


la""l = 


so folgt schließlich, daß auch 
(20 b) 


a-«| = |ar» 


in Worten: Der chsdluU Betrag emer Potens mit gamecMigen Ex- 
ponmtm ist gleich der entsprechenden Potme des dbsohden Belages. 

Zusatz n. Setzt man a und a' in die Form: 

o = !a|-e„, o' = |o'|-e„,, 


mßer wem: = 0 und zagleich Jl^O, in welchem Falle: 

‘+7r-(‘+iTi)-» 




wird. Somit ist: 


wo das G^leiohheits^eiohen nur im Falle gilt, und durch Einsetsen 

dieser Beziehung in die erste Gleichung findet man: 

also mit Benützung TOn (17): 

wo wiederum das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn: 

= und 0. 
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so folgt mit Benützimg des Satzes lY: 

aa' = |aa'|.(e^ej, J = 

tuid daher wegen der Eindeutigkeit jeder Zer] 
nnd Einheitsfaktor (S. 552) 

( 21 ) 


egnng in absolnten Betrag 


*aa'~ Ma'» “ e 


d. h. der Einheiisfdlstor eines ProdvUes Isto. Quotienten gweiar hm- 
plexar Zaditen ist gleich dem Produlde leie, QmUent&n der Mreffendm 
JEMeiUfoddoren. 


§ 73. Komplexe Zahlenfolgen nnd Grenzwerte. — Bio Be- 
ziehnng oo. — Hänfongszahlen. — Komplexe Boppelfolgen. 

1. Eine nnendUche Folge komplexer Zahlen Oi, ■ ■ ■ * * *} kürzer 

geschrieben (aj, soll Tcomergent heißen, wenn zu jedem e > 0 eine 
natürliche Zahl » existiert, derart daß: 

(I) für o = l,2,3...... 

Diese Definition stimmt wörtlich mit der entsprechenden für 
reelle rationale Zahlen (§ 22, (D, S. 125) überein. Es bedarf daher 
wohl kaum der Bemerkung, daß sie, analog wie jene, nach Bedarf 
auch durch jede der folgenden ersetzt werden kann: 

W |ö,+^-a„l<« P = 1,2,3,...* 

(DI) ffir v>»,p = l,2,3,.-... 

Auch ergibt sich axu der 'Übereinstimmung dieser Definitionen mit 
den entsprechenden für reette Folgen, daß auch die dort (§ 22, § 27) 
bewiesenen Sätze über die Kowvergem jeder TeUfdge, sowie jeder durch 
rationale Operationen aus mehreren konTeigeutea Folgen susamtnen- 
gesehten Folge erhalten bleiben. 

Im übrigen ist die Konvergenz der Folge (a,), Wenn gesetzt wird: 

( 1 ) 

auch vollständig ägmvadent mit der Konvergenz der beiden redlen 
Folgen (tty) und (ß^. Atu 

folgt nämlich: 

sodaß gleichzeit^ hiit der Beziehung (I) stets auch die beiden 
folgenden bestehen: 

( 8 ) \ßn+f-ßn\^‘» 

welche aussagen, daß die beiden Folgen («,), (/},) Jumergieren. 
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Umgekelirt würde sicli aus den beiden Ungleichungen (3) die 
Beziehung ergeben^): 

(4) 

welche ja wiederum die Eourei^eiiz der Folge (aj nach sich zieht. 
Hiernach, gilt der Satz: 

Die notwendijge und hinreichende Bedingung fwr die 
Konoergenz der Fdge («,+ /3,i) iesteht in der Kowoergenz der 
leiden Folgen (a^) und (ß^. 

Da I i I -■! 1 1 ^ I - »„ l> so folgt, daß gleichzeitig mit 

der Folge (a^) die ans den absoluten Beträgen gebildete Folge (|a^|) 
Tconvergieii. Die Konvergenz dieser letzteren Folge bildet also eine not- 
wendige (aber offenbar nicht hinreichende) Bedingung fär diejenige 
von (o,). 

2. Wir sagen wiederum analog wie bei reellen Folgen (§ 26, Nr. 1, 
S. 160), die Folge (a^) besitze für v — > oo den Grrenzwert a, in Zeichen: 

(5) lima,= a, 

$»->00 

wenn eine Zahl a yon folgender Beschaffenheit existiert: Zu jedem 
e > 0 soll eine natürliche Zahl n rorhanden sein, derart daß 

(6) I a — I ^ « für V > w. 

Aqch hier ergibt sich wiederum ohne weiteres aus der Über* 
einstimmung der Definitionen die Gültigkeit der für reeUe Folgen 
bewiesenen Gbrenzwertbeziehongen (§ 28, Nr. 3, S. 169/70, GL (12) — (15)). 

Setzt man a = a + ßi, so folgen aus dieser Bedingung durch 
die nämliche Schlußweise, welche zur HersteUnng der Ungleichungen (3) 
aus der Yoraussetzimg (I) diente, die beiden Beziehungen: 

W I« — 1/3 — /3^|<s (fürv>«), 

welche offenbar mit den folgenden beiden äquivalent sind: 

(8) lim = «, lim = ß. 

$»^00 $»->flO 

1) Obschon piinsdpiell belanglos, sei der YoUständigkeit halber erwähnt, 
daß man aus den Yoraussetzungen (8) sogar schließen kann, daß: 

Aus (3) folgt nämlich: 

1 *^***- 


und hieraus durch Addition: 
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ümgekekrt folgt aber aus (8) bzw. (7) — wieder durch die in 
Nr. 1 angewendete Scblußweite — die Beziehung: 

(9) |a — a, |< 2« für »>«, 
also scbließlich: 

(10) lim a = « + 

Da die Kmvergem der Folgen (/JJ die notwendige und Tdn- 
reichende Bedingung für die Existenz der Grenzwerte lim a , lim 

r->ao r->« 

büdet (§ 28, Nr. 1, S. 167/8), andererseits aber mit der Konvergenz, Aet 
Folge (aj vollständig äquivalent ist, so lassen sieb die vorstehenden 
Ergebnisse folgendermaßen zusammenfassen: 

Die notwendige md hinreichende Bedingung für die 
Existenz eines bestimmten Grenzwertes limo^, wo = 

V->oo 

besteht in der Komergenz der Folge (aj bzw. in der damit 
äguwdenien Kmergenz der Folgen (aj, (ß^. Zugleich hat 


( 11 ) 


lim {a^+ ß^i) =* lim 0 :^+ i • lim 

t-yoo 


Wegen 1 1 ® 1 — | 1 1 ^1 o— o, | ergibt sich, daß im Falle a = lim 

V-^eo ^ 

auch I a I = lim | \ wird, d. h. es besteht allemal die Beziehung: 

V-4*C0 

(12) I Kmo l = lim|aj, 


weim der linhs stehende Girenzwert im engeren Sinne existierb Die 
Existenz des rechte stehenden ist also hie]:izu notwendig, aber o'ffenbar 
im allgemeinen nidit hinreichend. Setzt man nämlich (s. § 72, 61. 4, 
S.552): 


SO erkennt daß; abgesehen Ton dem Falle lima^==0; fSr die 

Existenz von lim a außer derjenigen von lim | | auch noch die Existenz 

Ton lim tay erforderlich ist 


3 . Jede nicht-hmvergente Folge komplexer Zahlen (a,) bezeichnen 
wir wieder als divergent. Dabei wollen wir zunächst den Fall ms 
Auge fassen, daß die Folge der absoluten Beträge eögenäwh divergiere 
(s. § 26 am Ende, S. 164), daß also: 

(13) limlaj = +c». 
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Man sagt in diesem Falle, die komplexe Folge (aj divergiere nach 
Unendlich tmd drückt dies durch, die Schreibweise aus: 

(14) lima^=cx). 

r->« 

Mau bemerke, daß dieses Zeickea cx (ohne Vorzeichen) eine wesent- 
lich andere Bedentnng hat wie bisher, wo wir es ledi^ch als Ab- 
kürznng för + oo gebrauchten^), geradeso, wie wir'' ja bei positiren 
ZaUen das Vorzeichen + wegzulassen (bzw. als seWskerständlidt zu er- 
gänzen) pflegen, falls es sich nicht um die direkte Herrorhebung des 
Gegensatzes gegen negaim ZaMen handelt. Und wir konnten dies ohne 
Bedenken tun, da ja andere Begriffe als die mit -1- op und — oo 
bezeichneten bisher überhaupt nidbt definiert waren und sicher kein 
Leser jemals auf den Gedanken gekommen sein dürfte, ein solches 
00 ohne Vorzeichen als Abkürzung für — Oo aufzufassen. Dagegen 
gewinnt ja durch Einführung der Schreibweise (14) für die durch 
61. (13) präziser bezeichnete Aussage das Zeichen oo eine neue, wesent. 
lieh weitere, man konnte sagen weniger hestimmte Bedeutung, und 
wir hätten ToUständiger Eorrektheit zuliebe in GL (14) schon aus- 
drücklich V — »■ -f oo statt v—*-oo schreiben müssen. Wenn wir 
hiervon abgesehen haben und auch in Zukunft davon absehen wollen, 
so geschieht dies, weil in dem vorliegenden Zusammenhänge v un- 
verkennbar ab Zeichen für positive ganze Zahlen anftritt und daher 
die Bezeichnung v — »■ oo überhaupt gar nichts anderes bedeuten 
hmn wie i; — ► -f- oo (anders ausgesprochen, da ja hier v und \ v\ zu- 
sammen&llen und daher die Schreibweise lim v = oo, d. h. nach 
(13), (14) soviel als: lim | » | = -f- oo, schon dasselbe besagt wie 

lim = -{- (jo). 

Obsehon der Inhalt der Beziehung (14) durch Gl. (13) vollständig 
gegeben ist, so mögen zu genauerer Orientierung noch die fönenden 
Bemerkungen dienen. Beduzieren sich die auf reäle Zahlen, so Ttamn 
natürlich GL (14) die spezielle Bedeutung von 

lim == -1- 00 oder: lim = — oo 

T->ao 

besitzen, während im allgemeinen ihr Inhalt denjenigen der folgenden 
drei Beziehungen um&ssen kann: 


1) VgL § 16 , Nr. *, GL (18), 8. 164. 
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§ 78. Die Beziehung lima^acx). 

(15) lim la,, j = + oo; lim = — oo, lima^= + oo^) 

y-^to 

(z. B. == (— 1/ • v). Sind die wesentlich Icomplex, so erstreckt sich 
die Unbestimmtheit des Unendlichwerdens, die ja bei redlen auf das 
Vorzeichen (den Faktor + 1 oder — 1) beschränkt ist, auf den (kom- 
plexen) Einhdtsfaktor^ über dessen Verhalten bei unbegrenzt wachsen- 
dem V die Definitionsgleichnng (13) keinerlei Vorschriften enthält. Auch 
sei bemerkt, daß die Beziehung (14), wenn gesetzt wird cc^== + 

noch nicht einmal das Bestehen einer der beiden Beziehungen: 

lim = oo, lim oo 

v->oo >'->-oo 

im Sinne von GL (14) erfordert. Setzt man z. B.: 

a, = 1 + z + V • 

also: 

“^.+.-1- /s„+,=i+(-ir-(S(‘+i), 

so folgt zwar: 

lim — oo, Im ß^ = — oo 

y-^-oo v->oc 

lim a, = + oo, lim /}^ = 4- oo, 

y-^co y-^oo 

nichtsdestoweniger ist weder (im Sinne von 61. (14)) lim ~ oo, noch 

y->oo 

lim ß^= oo, da Jede der Folgen (csj, {ß^ unendlich oft die Zahl 1 

y->oo 

enthält. Dagegen hat man: 

< + /3|^ = 2 + 2/t(2f. + 2. (-!)'*) 

<+i + ^*^+i = 2 + (2ft + l)(2,t + l + 2.(-l)'‘) 

und daher: 

lim I ö; I = + oo, also: lim — oo. 

y->M v-^« 

Es muß auffallen, daß die der Beziehung (14) zugrunde liegende 
Schreibweise in direktem WidersprtKh mit gewissen bisherigen Fest- 


1) Mau bemerke, daß die Bedinguug lim { a^| =>4* unter der Voraussetzung 

(14) stets erfüllt und ihre ausdrückliche Erwähnung in dem obigen Zusammen- 
hänge keineswegs überflüssig ist. Denn hätte man mr^. 

lim 00, lim «^ = + 00, 

BO kennten die noch beliebig riele endliche Limites (Häufhngszablen) besitzen. 
Andererseits muß unter der Voraussetzung (14) stets mindestens «ine der beiden 
letzten Beziehungen bestehen. 

Pringthtim, VorlesuBgen 1,8. 


37 
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setzongen steht. Insbesondere haben, wir früher bei der Betrachtung 
realer Zahlenfolgen unter die Bezeichnung ffExisteni eines Orenewertes 
im toeiteren Svnm^ (§ 26, Nr. 4 am Ende, S. 165) aussdbließlich die 
Fälle des ünendlichwerdens mit bestimmtem Yorsmchm^) anfgenommen, 
nicht aber diejenigen, welche nnr durch die Bedingungen (16) charak- 
terisiert sind.. 

Die Yeranlassung zu dieser einigermaßen befremdlichen Inkonse- 
qnenz liegt in gewissen Zweckmäßigkeitsgründen, deren Tragweite zu- 
meist erst in der FmMionetiMire zum Ausdrnck kommt. Zn rorläufiger 
Erläuterung sei indessen folgendes bemerkt. Ist (cj eine komplexe 
Folge mit einem Ton NiM verschiedenen Grenzwerte, etwa: 


limc, 

V-Veo 


so konvergiert auch die Folge und zwar hat man: 

limi=i 

und umgekehrt. 

Diese vollkommene Reziprozität zvnschen den Folgen (c^), 

einerseits und den zugehSrigen Grenzwerten c, i andererseits erleidet 
eine Ausnahme, wenn: 

(16) lim c, == 0. 

r-^-oe 

Dm diese Lücke auszufüllen (was sich zur kürzeren und über- 
sichtlicheren Formulierung gewisser Ergebnisse der Funktionenlehre als 
zweckmäßig erweist), ordnet man der Folge eine neue „meigent- 
liehe** ZcM als Grenzwert zu, die wir etwa für den Augenblick mit m 
bezeichnen woUmi, also: 

(17) lim o. 

Da sodann (s. GL (12)): 

und daher: 

lim — =s-l- 00 , 
so hat man nach GL (13), (14) andererseits: 

(18) 


lim I I =* I lim c, | = 0 


hm ^“00 (ohne Yorzeiohen), 


1) Die etOipreelmäe Fordenng für komplexe fa^') würde also in der Kxistens 
von lim e bestehen. 
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sodaß also dieses Zeichen oo die Bolle der oben Tor^ofig mit a be- 
zeichneten „uneigmüicken“ Zähl spielt, welche in diesem Zusammenhänge 
(anbnüpfend an geometrische Vorstellungen) auch schlechthin als die 
„Stelle VnendMdt^ bezeichnet zu werden pflegt. 

Schließlich mag dann noch die Einbeziehung der durch 61. (14) 
bzw. (18) dargestellten ETentualität in den Begriff der Chenzwert- 
existem erforderlichenfalls durch den Ausdruck „Existene dnes Gren0~ 
wertes im weitesten Smne^* charakterisiert werden. 

Auch erscheint es gelegentlich zweckmäßig, die Bezeichnung „eigbntr 
lieh divergent“ auf solche komplexe Zahlenfolgen auszudehnen, bei denen 
mmdestens die Folge der reeden oder diejenige der von dem Faktor i 
befreiten imagimären, Bestandteile eigentlüdi divergiert. 

4. Der Begriff des Gremwerts ist auch bei Tcomplexen Folgen einer 
analogen Verallgemeinerung fähig, wie bei reellen. Doch wollen wir, da 
wir ja von der in § 69, Nr. 1, S. 525, erwiesenen Möglichkeit, die kom- 
plexen Zahlen als einfache Mannigfaltigkeit zu ordnen, wie a. a. 0. schon 
beinerkt, keinen weiteren Gebrauch zu machen gedenken, davon absehen, 
die Begriffe des unteren und oberen lAmes auf komplexe Zahlenfolgen zu 
übertragen xmd beschrinken uns in dieser Hinsicht auf den Begriff der 
Häufungssähl. Wir wollen also zeigen, daß jeder beliebigen komplexen 
Folge (ö^), von der zunächst nur angenommen werden soll., daß die 
I I unter einer endlidien Schranke bleiben, mindestem eine jSäufimgs- 
mM zukommt, d. h. es gibt mindestem eine bestimmte Zahl a von der 
Beschaffenheit, daß fOr unendlich viele Glieder der Folge der ab- 
solute Betrag | | bdi^ng Uein wird. Bei dieser Fassui^ erscheint 
a auch dann als HmfmgsecM, wenn unencßich viele Glieder oder so- 
gar auch ade von einem bestimmten ab gleich a sind, da ja für alle 
diese geradezu | ~ | = 0 wird. Ist allgemein = «, -1- ß^i, so 

besitzt die reelle Folge («J mindestens eine Hänfimgszahl «*), und 
es läßt sich daher aus der Folge («^) eine Folge (a^ in der Weise 
herausheben, daß: 

lim a 5= cc. 

Die unendliche Folge (ß^ besitzt dann mindestens eine B^ufungs- 
zahl ß, und es besteht duiach für eine aus der Folge passend 
herausgehobene Folge (ß^ die Beziehung: 

(20) limjJ =^, 

1) Möglicherweue nur in dem zutoi betiaoliteten Sinne^ daß durchweg a 
(etwa fdr was im übrigen für die weitere Schlnßweise ohne Belang ist 

87 ^ 
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wälireiid anderereeits fiir die entsprechend ans der Folge ((s^) heraus- 
gehobene Folge («^ ) die Beziehung erhalten bleibt: 

(21) lim cc = a. 

»-»•00 

Hiernach ergibt sich: 

Um (a -1- ß i) = u + ßi 


oder, wenn a -f- /3i = a gesetzt wird: 


(22) lim = a, 

sodaß in der Tat \a — a^ \ für alle hinläTigUeh großen v beUebig klein 
wird, also a eine Sßiufnngszahl der Folge (o^) ist. 

Besitzt eine Folge (aj, deren | | unter einer endlichen Schranke 

bleiben, nur eine emsige EmfimgsmM a, so ist sie offenbar Jcomergent 
und a ihr Qrenmert. 


Bleiben die { | nickt unter einer endUchen Schranke, so hat man 
zum mindesten: 

(23) Um ]a^[ = -l- oo, 

V ->00 


und kann daher aus der 
heben, daß: 

also nach Gil. (14): 

(24) 


Folge (|o,j) eine Folge ([o,„^|) so heraus- 
lm|a |=-f 00, 

V->» ^ 

Um a = 00 . 

»-»00 


In diesem Falle bezeichnet man die „wneigenüicke*‘ ZaM oder 
8t^ 00 aU HöMfvmgseaM oder -sieZZe der Folge (aj, welche im übrigen 
noch beUebig viele enMehe Häufiingszahlen besitzen kaim. Das letztere 
ist offenbar dann und nw dann nvM der FaU, wenn nicht nur die Be- 
ziehung (23), sondern die folgende besteht: 

(25) Jim I (zj = -f oo, 

r->oo 

also: 

(26) lima^ = oo. 

V ->00 

5. Auch der Begriff der DgppdfcHge, insbesondere der konvergenten 
Dc/g^fölge und des l)<^pdlmes bzw. der üerierten Limite laßt sich 
nach dem Yorbilde des in Nr. 1 und 2 über einfache komplexe Zahlen- 
folgen und deren Grenzwerte Gesagten und im Anschluß an die ent- 
sprechenden Auseinandersetzungen übm: re^ Doppelfolgen (§ 40, S. 258 ff.) 
ohne Schwierigkeit auf komplexe Zahlen übertragen. 
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Versteht man unter eine Doppelfolge komplexer Zahlen, so 
mag zunächst deren Konvergenz mit Benützung der Fassung (I), S. 255 
(wenn man daselbst [i^n + q, setzt), durch die Beziehung 

definiert werden: 


(27) 

Ist dabei: 

(28) 


r«+ff) 

V+e) 



<6 für: 


(e = 0,l,2, 

l<y = 0, 1,2, 


,w. 






so ergibt sich mit Hilfe der in Nr. 1 dieses Paragraphen ange'wendeten 
Sehlnßweise, daß die durch die Bedingung (27) definierte Kwivergme 
der hmphxm Doppelfolge vdlständig äguivalmt ist mit der- 

jenigen der beiden redlm Doppalfolgen und 

Definiert man ferner die Existenz eines bestimmten Doppdlimes a 
der a^\ in Zeichen: 

(29) lim o = a -f ßi, 

nach Analogie der Formel (2 b), S. 254, durch eine Beziehung von der 
Form: 

( 80 ) 


SO findet man hieraus: 


(31) = ec, lim ß^^^= ß, 

und umgekehrt ziehen die beiden letzten Beziehungen wieder die 
Beziehung (29) nach sich. Da andererseits für die Tkdstmz der beiden 
Grenzwerte (31) die Konvergenz der beiden Doppelfolgen (ßj^^) 
notioendig und hinreichend ist, so findet man, mit Benützung des zuvor 
über die Konvergmz der Doppelfolge Gesagten, schließlich: 

Die notwendige vnd hinreichende Bedingung für die 
JExistenz eines endlichen DoppeHimes lim -f ß^^ i) besieht 

in der Konvergenz der Doppdfolge + ß^^ i), wdche zusammen- 

fWt mit der Komergenz der leiden redlen Doppdfolgen 
^ sodann: 



In ganz analoger Weise lassen sich auch die üerierten Limites 
der Doppelfolge + ß^^ tj auf diejenigen der redlen Doppelfolgen 

zurückftthren. "Von den auf diese Weise sich ergebenden Be- 
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Ziehungen wollen wir nur den folgenden, aus § 43, Satz (la), S. 284, 
unmittelbar herrorgehehden Satz, als für die Anwendungen wichtigsten, 
hervorheben: 

Wenn der Doppellimes lim iMd die einzelnen Zeilen- 

hzw. EolonnenUmites (im engeren Sinne) existieren) die ein 0 dnm 
Zeilen also honvergieren, so bestehen die JBesiehmgen: 


(33) 


lim lim 

1^-VOO ^ 

lim lim 


= lim 


Zugleicli isl^ Trie dorch Spezialisienmg des Satzes (Hb) yoe § 43, 
S. 290, sieb ergibt (Tgl. hierzu S. 279, letzter Absatz), für die 
Existenz eines enMidim lim a hmrdchmd, daß die Eonyergenz der 

fl, v->00 I* 

Zeilen bzw. Koloimen eine gleichmäßige ist (s. § 42, Nr. 3, S. 275) 
und daß der betreffende iterierte Limes im engeren Sinne existiert. 


§ 74. Grenzwertsätze für komplexe Zahlen. 

1. Die Beziehung (s. § 73, GL (11), S. 561): 

(1) lim («^ + ß^i) = lim i lim 

r->» v-^to 

gestattet offenbar, gewisse früher für reeife Zahlen bewiesene Grenz- 
wertsätze ohne weiteres auf Tcom^lexe Zahlen zu übertragen. 

Versteht man jetzt unter (a^, (5J, • • • , (jfcj irgendwelche kon- 
rergenie Folgen hmplexer Zahlen, unter B (a^, 5^ • • •, Ä;^) einen ans 
zusammengesetzten hegremten raivmalen AusdruSi 
§ 22, Nr. 8, S. 133), so findet man unter der Voraussetzung, daß keiner 
der etwa auftretenden Nenner den Ghrenzwert 0 besitzt, übereinstimmend 
mit Formel (15), § 28, Nr. 3, S.170: 

(2) B( lim a,, lim 6^, • • •, Um Jo^ = Um N (»,, 5, , • • •, \), 

worauf schon in § 73, Nr. 1 hiugewiesen wurde und wie sich über- 
dies mit Benützung von GL (1) unmittelbar ergibt, wenn man be- 
achtet, daß auf Grund der für komplexe Zahlen geltenden Bechnungs- 
regeln als reeUer und (vom Faktor i befreiter) imaginärer Teil eines 
aus komplexen Zahlen zusammengesetzten rationalen Ausdruckes zwei 
aus reeUen Zahlen gebildete Ausdrücke derselben Art erscheinen. 
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Des weiteren erkennt mau, daß der als Hatg^tsaiis bezeichnete 
G-renzwertsatz Ton § 37, Nr. 3, III (S. 229/30, 61. (13)) für Tcomjßexe 
zunächst in der folgenden Form gilt: 


Sind die reeU md monoton^ limJlf^ = ±oo, so hat 
mm stets: 


( 3 ) 


lim —= lim „ 

».>«0 v ^ a > •“» 


■M. 


v—1 


sobald der rechts stehende Limes im engeren Sinne amtiert, 


und ebenso der für resultierende speziellere („Cauchysche") 

Grenzwertsatz (a. a. 0. GL (14)): 

Es ist: 

(4) limy=lim 

^->•00 ^ 

sobald der rechts stehende Orenswert im engeren Sinne 
existiert. 


Die beiden Sätze behalten aber, wie wiederum die Zerlegung in 
reelles und imaginäres zeigt, auch noch im Falle: 


Gültigkeit, falls mindestens der reelle oder der (vom Faktor i befreite) 
imaginäre Teil den Grenzwert + <x oder — oo besitzt, also die Folge 

^ — 1 bzw. (a^ — a,_i) eigentlich dwergiert (§ 73, Nr. 3, 
S. 665).""' 

Auch kann man dem Cauchyschen Satze, wenn man a,^ durch 

«0 + % H k ersetzt und im Nenner w + 1 statt v schreibt, analog 

mit § 45, Nr. 1, GL (4), S. 305, die Form geben: 


( 6 ) 


Es ist: 


lim 

>->-00 


«0 + «t + h«, 

y + 1 


lim 

y-yoo 


mit anderen Worten: das arithmetische Mittd mar imbegrenst 
fortsetsbcuren Felge beliebiger komplexer Zcäüen besUst den 
Orenewert lim fc^ dieser leteiere endlich oder in dem so- 

dm naher beeeHchneten Sinne unendlich emßllt. 


Dabei sei wiederum noch ausdrücklich darauf aufinerksam gemacht, 
daß diese Sätze nidit mhehrbar sind, d. L daß die Existenz des Enks 
stehenden (Grenzwertes keinen Schluß auf diqenige des rechts stehenden 
gestattet (rgL § 87, Nr. 3 am Schlüsse, S. 280 und § 46, Nr. 1 am 
Schlüsse, S. 305). 



570 Abschnitt m. Kap.I. Komplexe Zahlen, Zahlenfolgen nnd Grenzwerte. Nr. 1. 

Beaclitet man ferner, daß heim Beweis der in § 37, Nr. 4 (S. 231, 
Q-1. (17), (18)) enthaltenen Verallgemeinemng des dortigen Sauptsatees 
(öl. (13)) beständig nur mit <ü>sdluten Beträten operiert wird und daß 
alle dort gemachten Schlüsse unveränderte Geltung behalten, wenn 
man die dort mit Ä bezeichneten redlm Zahlen durch beliebige 

Itomplexe ersetzt (während die daselbst mit B bezeichnete Zahl^) Teell 
und positiv bleibt), so gewinnt man für den hier in Gl. (3) enthaltenen 
Satz die folgende Yerallgememerung: 

Ist für hompleice a^, 

t 


JJLUl. J— — .aXXJJL -T X r 

V-VOB — 1 

lomn der rechts stehende Gren0tt>ert endlich ausfällt. 


(V 




lim 

'r->oo 


I I = + 00 md für jedes n: ^ 


so hat man: 


Um JL == Um _! IZJ 


Da die zweite der Bedingungen (7) offenbar erfüllt ist, wenn 

I I 

F ^ I ~ I engeren Sinne existiert, und da das letztere 

nach dem „Hauptsätze'' sicher der Fall ist, wenn die | & | mit v monoton 

— 6 _i I 

ins Unendliche wachsen und lim , ' "i j v — *-r im engeren Sinne eii- 

stiert, BO ergibt sich als Spezialfall des soeben ausgesprochenen Satzes 
der folgende: 


( 9 ) 


Sind (a^, (pj) Tcomplexe Zäfdenfolgen wnd wadisen die | \ 
mit V monoton ins Onmdlidte, so hat mm: 

Cb 

lim ^ = lim 

V->00 V->00 


"'y-l 


wenn der rechts Gehende Qrenewert und mßerdem 
^ im enteren Sinne existiert*) 


lim 








1) Auf S. 28S, Zeile 1, 
■B + t 

8) Anders ausgesprochen: 


sieht infolge eines Druckfehlers; statt: 


lim 

n->-« 




8) Der Vollständigkeit halber sei noch erwähnt, daß auch die Gültigkeit der 
Grenzwertsätze von § 69, Nr. 8, 8. 482, und § 68, Nr. 2, 8. 461, für komplexe a, 
durch Trennung des reellen und imaginären uxunittelbar erkannt wird. 
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2. Mit Benützung dieses letzten Ergebnisses wollen wir nocb. den 
folgenden Satz beweisen, welcher eine bemerkens werte VeraUgemeinemiig 
des C au chy sehen Grenzwertsatzes in der Fassung von Gl. (6) bildet: 

Sind Uj 6 Bwei hdielige Jcomplexe Zählen, wdche nur der 
BeschränTcung unterworfen sind; ist ferner («^) 

eine Ttompleoce Zahlenfolge und: 

Im [au^ + l j = u (d. h. mdlich). 


( 10 ) 

( 11 ) 


so hat man: 


lim = lim 

n->oo n->ao 


)+^lH U Sj 

n+t ”“a+5* 

Beweis: Setzt man: 

^=1 (wo also: 3fl(c) > O) 


und daher: 


JL.-1 _i 

a + 6 c’ 


80 nimmt die Voraussetzung (10) nach Division mit a + 6 die Form an: 

l\«o+«i + - • • +««> 


( 12 ) 




n-\-l 




w 

Ti' 


(13) 

also: 


Setzt man ferner: 

**0 "l" % ■)■ • • • + 


p+1 


miuf) ( t ; = 0 , 1 , 2 , ••■•), 


so wird: 


«„ = (» + 1) - n 2>/?(m„_i), 


(14) f»,+ (l-i) 


1\ + +% (c+ n) 


w+1 


Wir multiplizieren Zähler und Nenner des letzten Ausdrucks mit 


dem Faktor 


(c + 1) (c+tt— -2) »» • (c + 1) 
nT 


und bedienen uns für die weitere 


Durchführung einer abgekürzten Bezeichnung, welche genau derjenigen 
für die BimmMhoeffizienlm bei ganzem positiven Exponenten n nach- 


1) Damit ist implizite gesagt, daß |a|>0, |a + &|>0. 

2) XnsbeBondeie genügt also schon die (für resultierende) Voraus- 


lim lu 

um daraus zu schließen, daß: 


v + t 




,, M, +«! + ...+ « 

lim K^salim = 






*'+1 
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gebildet ist (TgL § 14, Nr. 4, S. 88, 89, GL (5), (7)), d. h. wir setzen, wenn 
c eine beliebige komplexe Zahl bedeutet: 


(15) 


— Ä+1) 

(c)o - 1- 


(Ä= 1,2,3,...) 


Alsdann ergibt sidi zunächst mit Hilfe der angegebenen Multiplikation; 


- p. (c+«)„aK(«,)— (c+«— 

e ~ (c+«-l)„ 

Nnn findet man aber auf Grund der Definition (15): 

W, + («).-. =('-T±i+l)W.-. 

(17) £4^ e(e-l)...(c-fe+2) 

k ‘ l.2...(l!— 1) 

= (c + l)j (k = 1, 2, 3, . • .), 

d. h. die (c^) genügen bei beliebiger Wahl von c genau derselben Ee- 
knrsionsformel wie im Falle c = n,won eine natürliche Zahl (rgl. § 14, 
S. 90, GL (12)). Da hiernach insbesondere: 

(18) (c + » - 1), + (c + M - l)^_j = (c + »),, 

so läßt sich der Nenner (c + n — 1)^ des Ausdrucks auf der rechten 
Seite Ton GL (16) durch: (c + n)^ — (c + n — !)„_, ersetzen, sodaß 
GL (12) mit Berücksichtigung Ton GL (14), (16) die Form annimmt: 


(19) 


lim 


(c+«)„— (c+n— l)„_i a+b‘ 


Um schließlich auf diesen Ausdruck den letzten Satz der Torigen 
Nummer anwenden zu können, hat man nur nachzuweisen, daß 
I (c + n)^ I mit n mmdm ms UnenäMchs wächst und daß 


lim 


%m engeren 


(c + n)„ — (e+w— 1)„_^ 
{c+n)„|-l(c+n— l)„_i 


Man hat nun: 

j jl) I _ (c+w)(c+n — l)...(c+l) 

Ist sodann c = y + 4», wo also: SU (c) = y > 0, so folgt: 
|c + n( 



C + l 


c+n— 1 


c + n 


1 


n— 1 


n 


>Ö2>1, 

sodaß also in der Tat | (c+^O« I niit'n beständig zunimmt Da überdies: 

I (c + »)J ^(l + t) + 1) • • • (^ + n) > ^ + y ^7’ 

so findet man: ^ 
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Feiner eipbt eich mit BenStzimg der Bekoxsionsformel (18): 
|(e+w)»-(g+«-l)H-i| _ 1(0+»-^)« I 

1 («+»)« 1^1 (c+«-l)„_i j I (c + n)„ |-| («+ »-!)„_ 1 1 
und; Tenn man zui^list Zähler nnd Nenner des letzten Ansdracke mit 
n! mnltipliziert; 


l(e+«)„— («+»*— D„_il _ 

_ |c+n— 1 

•|C+W— 

|(c+«)«|-|(«+n-l),_i| 

1 ^ 1 

— |c+n— l|.jc+n— S|...lc4-l|.« 


_ 1«! 


|c+n 

— n 

~[cl *- 



C+« 1’—»* 


|c+n|+» 


also; 


*y»+y'+** 


( 21 ) 


|(e+n),-(e+n-l),_i| _|e| 


sodaß also die fraglichen Bedingungen erfüllt sini 

Die Anwendiing des betreffenden Ghrenzwertsatzes auf die linke 
Seite ron Gl (19) gibt somit: 


( 22 ) 


lim 

n4-oo 


(«+«1 


lim S)K(»,)“ 


ö-f* ^ 


woraus dann durch Einsetzen in die Yoranssetzung (10) weiter folgt: 


V 5u a« k 


n-><» 


also sdiließlich, wie behauptet: 
(23) 


limtt.=— n:’ 
* »+& 


Kapitel IL 

UEendliche BeüieiL mit komplexen Oliedem 

§ 75. Eonrergenz und Dirergenz. — Absolute nnd unbedingte 
Eoniergenz. — Summen unendUch Tleler absolut konTOrgenter 
Beihen mit komplexen Gliedern. — Multiplikation komplexer 

fieihen. 

1. Bedeutet (a,) eine unbegrenzt fortsetzbare Folge komplexer 
Zahlen nnd setzt man: 

(1) Oo + «i + -'- + », = s, (*' = 0,1,2, ), 
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so heißt wiederum die mmößidie B^he: 


®o "i" "i" " ■ ■ "i" "f" 

konvergent und s ilire Stimme, in Zeichen: 


( 2 ) 




wenn die Folge der konvergiert und den bestimmten Grenmert s be- 
sitzt, weim also: 

(ga) lims„ = s j d.L lim = 

^ “ \ ^ J 


In jedem anderen Falle heißt die obige Reihe divergent. 

Auf Grund der obigen Definition ergibt sich zunächst als not- 
wendige und hmreichmde Bedingung für die Konvergenz der Reihe nach 
§ 73, Nr. 1, (II), S. 559, eine Beziehimg von der Form: 


(3) für (> = 1>2,3 

anders geschrieben: 


(3 a) 



< s 


is — 1; 2, 3, 


) 




Da die Eonvergenzbedingung (3) genau dieselbe Form hat wie für 
Reihen mit reellen Gliedern (§ 44, Nr. 2, TJngl. (5), S. 294), da ferner 
die Übertragbarkeit des Cauchyschen Grenzwertsatzes auf komplexe 
Zahlen bereits festgestellt wurde (§ 74, Nr. 1, S. 569), so gelten auch 
diejenigen Folgerungen und Umformungen, welche in § 45 an jene 
Eonvergenzbedingung geknüpft wurden, insbesondere die folgende (a. a, 0. 
Gl. (6), (7), S. 307): 

00 

Für die Konvergenz der Eeihe ^ gegen die Summe s 

0 

iä notwendig und hinreichend die gUichzeiHge Existenz der 
leiden Beziehungen: 




Hm 

n*>oe 

lim 

n->oo 


^0 + 

n 


0 , 


wobei (nach §74, Gl. (6)) wiederum noch die Beziehung: limna^ = 0 

n->co 



Die zweite der Bedingungen (4) läßt sich auf Grund der in § 74, 
Nr. 1 erfolgten Übertragung der erforderlichen Grenzwertsätze auf kom~ 
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plexe Zahlea (s. S. 569, Ol. (3) and 570, Ol. (8)), entsprechend OL (16), 
S. 310, andi durch die folgende erseteen: 


(4a) hm 




■0, wo: Jf^>Jlfj,_j>0,limJlf^=+<», 


oder auch, entsprechend GL (15), S. 309, dnrdi die noch etwas all- 
gemeinere: 

,. 6«Oo + 6,Oi+‘-+M, 

(4 b) hm r = 0, 

»->00 *'» 


wobei die beliebige komplexe Zahlen bedenten, die nur den Be- 
dingungen zu genügen haben: 


lim 1 6^ 1 = + 00 , 
«->00 


hm 

«->« 





Andererseits läßt sich aber nach den in § 73, Kr. 1 gemachten Be- 
merkungen die EonTergenzbedingting (3) anch durch solche ersetzen, 
in denen nur redle Zahlen rorkommen. 

Ist wiederum: 

<»,»=*«, + ßfi 

und setzt man: 


( 6 ) 


«0 + 0^ + 

+ A + 


+ I 


also: s s= +r % 

n n * fl f 


so ist für die Existenz eines bestimmten lim notwendig und hin- 

reüdiend diejenige Ton hm 0^ und hm und man hat sodaim (S. 561, 

01 .( 11 )): 


( 6 ) 


hm = hm 0^ -f i • hm r^. 
«->00 «->06 «->06 


Somit ergibt sich: 

ec 

Für die Zonvergme der Seidw ^^(“,+ A*) ^ notwendig 

0 ap «0 

und hinreichend diesige der beiden Bühen 

und zwar hat man: ** * 

(7) 2 + A*) “ ^ «»+ » • 2 A- 

0 0 0 

Me Reihe + A*) “* divergent, wenn mindestens eine 
der bmden Reihen ^A ^vergmt. Sie soll ngentlich diTergent 
heißen, wenn mindestens eine jener beiden Reihen mgenändi (d.h. nach 
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+ 00 oder nach — oo) dirergiert^); endlich unbestimmt oder imierhcdb 
endlicher Grenzen oszüUerend, wenn häne der beiden Eeihen 
einen unendlic^ien Hanpilimes besitzt, anders ansgesprochen, wenn 
lim 1 I emMidi ausfallt. 

«-►oo 

2. Die Znrückführung der Konvergenz von auf diejenige der 
beiden reellen Reilien bietet den Vorteil, daß sie die Über- 

tragung der für Reiben mit reellen Gliedern geltenden Hauptsätze auf 
solche mit komplexen Gliedern sehr vereinfacht. 

Die Reihe ist offenbar dann und nur dann mbeäkigt konve]> 
gent, wenn jede der beiden Reihen 2ß^ w/ibedingt konvergiert. 
Hierfür ist aber notwendig und Mnreichend deren dbsolute Konvergenz, 
folglich auch die Konvergenz der Reihe 1 + 1 [). Da aber, 

wegen: { | ^ | <>(. | + | /?,, |, gleichzeitig mit dieser letzteren Reihe stets 
auch ^1 a, I konvergiert und umgekehrt, wegen | «, 1 < | a, |, | jS, | ^ I 
gleichzeitig mit auch die beiden Reihen ^|«, |, kon- 

vergieren, so findet man: 

JDie notwendige und hinreichende Bedingung für die 
unbedingte Konvergenz der Beihe besteht in deren ab- 
soluter Konvergenz, d. h. in der Konvergenz der Beihe |.*) 

(Hiernach ist z. B die „geometrische" Reihe ^v!' auch bei kom- 
plexem a unbedingt hmergent, wenn | a | < 1, da ja unter dieser Vor- 
aussetzung a f konvergiert: s. § 44, Nr. 5, S. 301.) 

1) För diese Bezeichnung sind wiederum gewisse erst in der Fnnktionen- 

lehie heiTOitretende ZweckmSAigkeitsgritnde maSgebend. Han wfiide sonst zum 
mindesten erwarten, daB erst dann als etgenüteh divergent gelten 

sollte, wenn beide Beihen ^ßv diese Eigenschaft besiteen. Genau ge- 
nommen wäre aber selbst diese BezeichnungSTreise noch inkonsequent. Denn da 
eine reelle Zahlenfolge (tf^) nur dann eigentlich divergent genannt wnrde, wenn 

lim — + 00 oder =— oo, so w^de das Analogon för eine "komplexe Folge (eX 

wenn » | | • e. , darin bestehen, daß lim 1 9 ^ | -f- oo »nnd außerdem lim e 

eine hesHmmie Zahl (mit dem absolnten Betrage 1) vorstellt. 

2) Daß aus der Konvergenz von | stets diq’enige von folgt, mit 

anderen Worten, daß eine „absolut^* konvergierende Reihe stets auch an sich 
konvergiert, folgt schon unmittelbar aus der Beziehung: 



Im Anschluß hieran sei noch folgendes'^hemerkt. Nach dem Satze über den 
absoluten Betrag einer Summe ($ 72, Kr. 2, 8.553) hat man ja m dOgemeinm: 
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Im übrigen gilt auch Mer die Uftbedingthät der Eonrergenz in 
dem erweiterten Sinne (ygL § 46, Nr. 3, § 58, Nr. 3), dakß die Konver- 
genz erhalten bleibt tmd auch der Snmmenwert keine Änderung er- 
leidet) wenn man die als ahsoht konvergent vorausgesebste Eeihe 
in eine endliche oder unendliche Menge von T&Ser&hm zerlegt und deren 
Bimmen wieder zu einer endlichen oder unendlichen Reihe vereinigt. 
Wird etwa eine derartige Zerlegung der Reihe in eine unendliche 
Menge von Teilreihen dargestellt durch das Schema: 


( 8 ) 


■ + öl® + . . . + 0 -1- . . . . 

' + 

+ 4- . . . + -j- . . . . 

,+ < 


0 

(mit AtLSBchluß der Gleichheit), nieratift dtStfiie man aber fax n->oc nach be> 
kanntet Schlußweifle (s. § 28, Nr. 8, 8. 171; üngL (22)) zunächst nur folgern, daß: 



0 

Nichtsdestoweniger ist das Qleu^^iazhitkm in Wahrheit 'hier auch definitiv 
unmöglich, wenn auch nur f<k irgendein einzelnes n, wie oben angenommen, das 
Zeichen < gilt. Denn man hat zunächst: 





It 


»+e 


< 


+ 


0 


0 


«+1 


und daher: 



< 



Nur in dem einzigen Falle, daß ausnahmslos (1^ reell und >0 für 

i^*=» 1, 2, 8, ) wird; 
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und setzt man: 

so hängt die Summe der zweifach unendlichen bzw. iterierten Reihe (8) 
bei irgendeiner beliebigen Anordnung lediglich ab von den entsprechen- 
den Summen der beiden Reihen: 







• + ‘ H 


•• + C + ---- 

+ 


+ 

• • ^ • 

+ ao^’'^ + a/’'^ + * ■ 


+A‘’’+A‘”+-' 


,+ 



+ 



welche die dem Schema (8) entsprechenden Zerlegungen der Reihen 
und Torstellen. Da auf Glrund der Voraussetzung die Reihen 
absolut konvergieren, so folgt aus § 58, Nr. 3, S. 408, die 
Gültigkeit der Beziehungen (a. a. 0. 01. (13), (15)): 



wobei jede der betreffenden Teilreihen und die aus ihnen gebildete 
Reihe absolut konvergiert, die letztere sogar konvergent bleibt, wenn 
man (nicht nur die Summen der einzelnen Teilreihen, sondern) jedes 
einzelne Glied durch den absoluten Betrag ersetzt. 

Hieraus folgt aber, daß die Reihe bzw. das Schema (8) das 
analoge Verhalten zeigt, d. h. es besteht die Beziehung: 



mit dem entsprechenden auf die absolute Konvergenz der rechten Seite 
bezüglichen Zusatz. 

Sind die Fartialreihen nnr in endlicher Anzahl n vorhanden, so 
findet man analog: 

oo n 00 
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3. Ist statt der einfach unendlichen Eeihe von vornherein das 
zweifach unendliche Schema (8) vorgelegt, so führt die Beziehung: 

(welche ja allemal besteht, sobald die Summation links und rechts auf 
die nämlichen Zahlenwerte der Indizes [i, v erstreckt wird, und auch 
für die etwaigen Grenzwerte hei >-oo, v—^oo bestehen bleibt) 
zur unmittelbaren Übertragung des in § 58, Nr. 4, S. 410, für reeUe 
Reihen abgeleiteten Satzes auf Icomplexe, d. h. es gilt der Satz: 


Bedeutet s irgendeine endliche ZaJdy so zieht jede der 'drei 
Gleichungen: 


00 

(a) h a J®’] = s (Beihe der Diagonalen) 



t. 0 0 


(Beihe der Zeüensummen) 
(Bähe der Kdlonnermmmen) 


die beiden anderen nach sich, sobald die in der Voraus- 
setzung auß-etende (einfache bzw. iterierte) Bähe bei Ver- 
tauschung der a^^ mit ihrm chsoluten Beträgen konvergent bleibt. 


Dabei ist, wenn etwa eine der beiden Gleicbnngen (13 b), (13c) 
zur Yoranssetznug geuomiuen wird, die Reibe (13 a) dbsolut, also auch 
unbedingt konvergent, nicbt nur, wenn man die Klammerausdrücke, 
sondern aucb dann, wenn man die einzelnen a^’'^ als Reibenglieder änffaßt. 

Hebt man wiederum aus dem obigen Satze dasjenige Resultat 
heraus, welches sich lediglich auf die Gegenseitigkeit der beiden 
Beziehungen (13 b), (13 c) erstreckt, so ergibt sich der sog. 
Cauchyscke Dcgtpärähensaüi in seiner Übertragung auf komplexe 
Reihen, nämlich: 

Eowoergieren äUe Zeilen des Schemas (8) und bilden die 
Zeilensummen äne komergente Bähe mit der Summe s, so 
gilt das nämliche von den änzehen Kolonnen und von der 
Bähe der Kolonnensummen, fcdls die Konvergem der' än- 
zirnn Zeilen und der Bähe der Zeüensummen bä Vertauschmg 
der mit ihren äbsduten Bärägen erhalten bleM. 

(Dabei steht es selhstrerständlich frei, die Begriffe 
„Zeilen'* und „Kolonnen" miteinander zu votanschen.) 

PTlngtheim, Vorleiniigen I,S. 88 
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4. Der Hauptsatz (HL (13 a, b, c)) der Torigen Hummer liefert 
naturgeomß auch die Übertragung der Cauehyschm Midtiplüiations- 
regd (ygL § 58, Nr. 5, S. 412) auf absolut konvergierende komplexe 
Seihen, nämlich: 

ao CO 

Simd die beiden Bdhen ^ = s, a'~s' • absolut 

konvergent, so hat man: ® ® 

CO 

(14) ss' = 2 c,, m c, = »0 K— 1 "f 1" ®o 

0 

und die BeSie ^e^ komergiert absolut, amh wem mm statt 
der c, d&‘en Bestandteile a^a\_^ (;t = 0, 1, • • • v) als Beihen- 
glieder auffaßt. 


Denn, bildet man das zweifach unendliche Schema: 


(15) 


« 0 ® 0 + 

+ 0(,a(+ ^ 

+ 

+ ®0 ®» ‘ ' 
+ 


? 


so erkennt man, dafi das durch Yertauschung der Glieder a^a' mit 
den absoluten Beträgen daraus hervorgehende, nach Zeilen 

summiert, das Produkt der nach Voraussetzung konvergierenden Seihen 

OP* OP 

^ 1 a, I und | a' | liefert, also komergiert. Das Schema (15) genügt 
0 "o 

also der Voraussetzung (13 b) des vorigen Hauptsatzes und, da das- 
selbe nach Zeüm summiert die unendliche Seihe 


s • Og 4- s • a(-i- • • • -f s • o'-l- ss' 

liefert, so ergibt sich durch Summation nach Diagondlen die Sichtig- 
keit der Multiphkationsfonnel (14) einschließlich des auf die ebsdute 
Konvei^enz bezüglichen Zusatzes. 

Im Übrigen hätte man dieses Sesultat auch wieder durch Zer- 
legung der betreffenden komplexen Seihen in ihre reellen und imagi- 
nären Bestandteile herleiten künnen. Dieser Weg bietet sogar den 
Vorteil, daß er gestattet, die früher (s. § 66, S. 483 ffl) für reelle 
Seihen aufgefondenen erweiterten Hültigkeitsbedingangen ^ für die 
Cauchysche Multiplikationsformel auch auf komplexe Seihen anzu- 
weuden. Es werde also wieder gesetzt: 

«,+ ßj und ebenso; o'= «'+ ß'i, 
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(18) 


Bodanii, unter der Voraussetznng, daß die Eeihen^^ö^, .Sx' überhatipt 
konvergieren: 

00 OB 00 00 

(16) 2“»“ 5/**= *'> 

0 0 0 0 

( oe> OB \ 

wenn wieder: ^a^ = s, ^ a' = g' j; 

0 0 / 

(17) ss'= tftf' — rT'+ (ov^+ Tff')x. 

Nach dem Satze von § 66, Nr. 1 (s. S. 484, 6L (5)) hat man 
aber: 

' « 00 OO y 

tf tf' = 2 . 2 < = 2 n = ^ «i<-i 

0 0 0 0 

/j; = 2 wo: ö,= 2 
0 0 0 0 

at' = 2 «, • ^rß' = 2 y', wo: y;= 2 

0 0 0 0 

= =^C wo: 

0 0 0 0 

sofern nur feststellt, daß die ßeihen überhaupt Tconr 

vergieren. 

In diesem Falle ergibt sieb aus ÖL (17), (18) des weiteren: 

(19) ss'= 

0 

Man findet nun: 

( 20 ) ,-».+(,;+ 

0 

=2^«Z+ /^Z») «_z+ /*»~z0 
0 
y 

d.h. =c, (s. GL (14)), 

02 

sodaß die Gleiohnug (19) in die folgende fibergeht: 

CO 

(21) ss'=^«,, wo: c,= aoO'+öi<»'_i+*** + ö,aor 

0 

also in die Ganchysche Mnltiplikationsfonnel Mithin ergibt sich: 

38* 



532 Abschidtt lU. Eap.lL Ünendliche Beihen mit komplexen Gliedein. Ni. 4. 

Für die Anwendba/rTceü der Cauchyschm Formel (14) auf 
die MuUiplikatim zweier Iconvergetder Heiken 2(a^ + ß^i) 
wnd ^{cCy + ßli) ist hinreichend die Konvergenz der vier 
in (18) mit Ä. 2K, 2K hezeichneten Heiken (anders 
avsgesprochen, die Anwendbarkeit der Mtdtiplüa^msregd auf 
die vier in (18) auftretendm Produkte r edler Heihen).^) 

Nun ist aber, vne ein Blick auf die vier in (18) auftretenden 
Reihenprodukte zeigt, nach dem Satze von § 66, Nr. 3, S. 488, die 
letztere Forderui^ schon erfüllt, wenn eins der beiden durch die 
Summen e, t bzw. ff', t' charakterisierten Reihenpaare, also schließlich 
eine der beiden Reihen ^a^, cibsdvi konvergiert. Somit findet 
man: 

Die Cauchysche M^dtipliMtionsregel (14) ist cdlemcd 
gültig, wenn mindestens eine der beiden Bedien 
absolut kcmergiert. 

Dagegen würde man auf diesem Wege nüM erschließen können, 
daß schon die Konvergenz der Reihe ^c^ für die Anwendbarkeit der 
Multiplikationsregel (14) ausreicht (was tatsächlich der Fall ist und in 
§ 79, Nr. 4 sogar in vervollständigter Form sieh noch ergeben wird). 
Denn aus der Konvergenz von ^c^ würde nach (20) nur die- 
jenige der beiden Reihen und ^(j''+ d'), nicht aber 

die für die vorstehenden Schlüsse erforderliche Konvei^enz der vier 
Reihen hervorgehen. 

Ist die Reihe ^1 «^ + 1 divergent, so soU die Reihe 

.^(ß,+ ßyf) wiederum (vgL § 58, Nr.l, S. 406) absoht divergent heißen 
(z. B. 2{a-\-ßtf für |a + /ii|>l). Sie kann dann noch bedingt 
kowoergieren. Hierzu ist offenbar notwendig, daß lim (a^ + i) = 0 

notwendig und hinreichend, daß die Reihen ^ßy zwar beide 
kowoergieren, aber mindestens eine von ihnen nur bedingt. 

Der YoUständigkeit halber sei noch bemerkt, daß infolge der for- 
malen Übereinstimmung der Konvergenzdefinition für Reihen mit 
reeäen und mit komplexen Gliedern (vgl. § 44, S. 294, Ungl. (6) und § 75 
S, 574, Ungl. (3)) die in § 44, Nr. 6, S. 302, erwähnten Eigenschaften 
konvergenter Reihen mit reeVm Gliedern ohne weiteres auf solche mit 
komplexen Gliedern übertragbar sind. 


1) Einreichmde Bedingungen hierfür wurden, außer der im Text benützten, 
in § 66, Nr. 4—6 abgeleitet. 
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§ 76. Kriterien für die absolate Diyergenz und Konvergenz 
von Reihen mit komplexen Gliedern. 

1. Da die absolute Divergem bzw. Komergens einer Seihe von 
der Form mit derjenigen der Seihe 2\%\ 

identisch ist, so hat man zu deren Ermittlung lediglich die früher 
fiir Seihen mit positiven Gliedern entwickelten Kriterien auf den Aus- 
druck i a, I = y«* + anzuwenden.^) Dabei wird es offenbar für die 
Ausführung der notwendigen Rechnung zumeist zweckmäßiger er- 
scheinen, jene Kriterien so umzugestalten, daß die etwas unbequeme 
daraus verschwindet, d. h. daß die zu prüfenden Grenz- 


ausdrücke nicht \a„ 


selbst, sondern nur 


a enthalten. 


Da nun (unter u, A, D^, reelle positive Zahlen verstanden') die 
Ungleichungen: 


i®v+pl>5- 


stets die folgenden nach sich ziehen: 


a. 


bzw.l«. 




"r+p I ]Dt I “',+p I c; 

und vmgek^rt, so kann man, weim vrieder das allgemeine Glied 
einer divergentm, C~^ dasjenige einer honvergenten Reihe bedeutet, die 
früheren Kriterien erster Art (s. § 47, Nr. 1, GL (3), S. 318) ohne wei- 
teres durch die folgenden ersetzen: 

1 »> 0 : 


( 1 ) 


[ lim (7* • I a^, [*< oo: Konvergenz. 


Und da analog aus ' den üngleiclrnngen: 


stets folgt: 


^v+p 

■^.+1 

bzw. 



«v-l-p-t-l 

^ B, 


0. 


■ ®.’+. 

bzw. 

1 ‘».+P 

■ o.’+. 


< Bi 




1) Für die Feststellung der absoluten Divergem oder Konvergenz einer 
Eeihe^^oty+^yi) wird sich die Zerlegung in die beiden Reihen im 

allgemeinen nic^t als zweckmäßig erweisen, znmal schon die Ansfübrnng dieser 
Zerlegong oft auf Schwierigkeiten oder doch auf große Umständlichkeiten fuhrt. 
Man bemerke z, B., daß ans der überaus einfachen Reihe durch Ent- 

wicklung der einzelnen Glieder nach dem binomischen Satze und Trennung der 
reellen und imaginären Bestandteile zwei Reihen von recht verwickelter Art 
resultieren würden, während die direkte Untersuchung der Reihe der absoluten 
Beträge, d.h, der Reihe og + fff T sofort zum Ziele führt (s. Nr. 2 und i des 
Vorigen Paragraphen). 
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— vice versa — , so lassen sich die Kriterien zweiter Art (vgl. S. 321, 
GL (12)) auf die Form bringen: 

Bm (l)l‘ ■. ^+y f— Z)^, )< 0: Divergenz, 

V-»-® \ ®»+p+i; ' 

I lim /er* . 1 — (7* > 0: Konvergenz. 

{ v -^ \ " «,+,+1 ”+7 

2. Bezüglich des so resultierenden Kemv&^genzhciienvimB ist aber 
folgendes zu bemerken. Während man das Äwiiergfew^kriterium in 
seiner wsprimglv^im Gestalt, nämlich: 

( 3 ) ^ f C, • j — 1 _ (J, , > 0 : Konvergenz, 

auf Grund einer in § 54, Nr., 1 S. 378, gelehrten Umformung durch 
ein solches von der Form: 




Konvergenz, 


ersetzen und auf diese Weise mit dem entsprechenden Divergenz- 
kriterium rereinigen kann, so ist eine derartige Transformation auf das 
Kmvergenz\ai\»rmxa. (2) nicU ohne weäeres mwenäbar, mit anderen 
Worten, man darf aus der Beziehung: 

nicM; allemal auf die Konvergenz von 2\a^\ schließen. Setzt mau nämlich : 


n = D . 


»r+p+ll 


r = D*. -D* =Z + d ^\ 

l* » a^+p+i ” V " «r+j.+i ”+7’ 

so erkennt man, daß ?' sieh von \ um einen Faktor unterscheidet, der 
allemal dann, wenn lim D^~ oo — was ja geradezu die Begel ist^) — 

r->QO 

gleichzeitig mit v positiv ins Unendliche 'vrachst. Daraus folgt aber, 
daß im Falle: lim ?' > 0 immerhin lim Z, = 0 werden und die Reihe 

r->«» v->oo 

.^\%\ also divergieren kann.*) 

1) Die Annahme eines endlichen lim I7,,>-0 liefert lediglich das Cauchysche 
Fundameutalkiiterium. ^ * 

2} Beispiel: Man setze: 

. , 1 




D^ = v, 




also: 
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Um diesem Übelstande abznhelfen, fahren wir statt des Ausdruckes 
den folgenden ein: 


( 6 ) 




'^y+p 


“.+,+1 

welcher ja gleichfalls niir 




— : — / 




®»+p+l 







, lucht aber 


\+P+i I 


enihali^ im 


übrigen aber, bei einer sogleich anziigebenden, dnrchans nnerheblichen 
Einschränkung in der Wahl der D^, für die Beurteilung der Konver- 
genz Ton ^|a„| genau dasselbe leistet wie Angenommen, man habe: 

(7) Im i, > 0, 

y-^oo 

so muß schon von einem bestimmten n ab eine Beziehung bestehen: 

> (> für V ^ M, 

wo Q eine positm Zahl bedeutet. Man hat somit auf Grund der ersten 
Gleichrng (6) fSr v>«: 


d: 




“»+r+i 


= -^»+1 9 

und, wenn man diese üngleichung in die -1** Potenz erhebt, mit Be- 
rücksich%ung von §30, S. 180, üngL (la): 




‘r+p + l 




\1. 
S 


>A 


1^+1 


l+Tf 


V+l/ 

1 


und daher: 

( 8 ) 


n* B 


K 


-p, 

^»+1 


, B. 

l + P*^ 


und daliei (b. §S8, S.247, Gl.(S6a)): 

lim = 0. 


V+1 


Dagegen: 


l 


> 2 • ^ («. § 84, S. 806, üngl. (8)), 


also: 


Igt 


lim ?'=+ oo. 


Kichtsdestowemger ist a^\ divergent. 
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Unterwirft man jetzt die den für die praktische Kriterien- 
biidung zweckmäßigen Beschränkungen: 


(9) ^n,>0, 

y->ao 

80 folgt ans (8), daß gleichzeitig mit der Beziehung (7) auch: 

( 10 ) ^ > 0 

wird, Bodaß also aus dem Bestehen der Belation (7) mit Sicherheit 
auf die Konvergmz von geschlossen werden darf. Übrigens 

folgt dann auch amgekehrt aas der Existenz von üngL (10) stets die- 
jenige von (7): denn der Faktor, am welchen sich von unter- 
scheidet (s. 6^1. (6)), bleibt stets oberhalb einer festen positiven ZahL 
Die Eonvergenzkriterien (7) und (10) haben also in diesem Falle 
verkommen gldehe Tragweite. 

Da anderseits die Beziehung: 

( 11 ) 


offenbar stets die Existenz der 
zieht so erhält man schließlich das folgende 
kriteriam: 


(2) nach sich 
Doppel- 


%±P 


( 12 ) 

y->-op ' I 


•^)1 


< 0 : 

> 0 : 


Setzt man hier zunächst wiederum (vgL § 54, S. 381, Gl. (12)ff.): 

(13) — (wo: J£,> Jf,_j>0, limJK; = -f-oo), 

1 y->>oo 

so genügen die M^, wegen = nach § 54, S. 381, Fußnote 
der Bedingong: 

(14) 

Des weiteren gewinnt man durch Einführung von: 

w W • -D. (» - 0, 1, ä, ■ ■ ■) 


1) Aber nmgekehrt! 
ficbreiben: 


Die Bedingung (2) läßt eich ja folgendennaßen 

Hm < 0. 


In dem fast auascbließlicli in Betracht kommenden Falle: Hm oo hxm aber 

. ^ y->eo 

eventaell lim • L<0 aasfallen, wenn lim wird. Wenn also das auf l 

y^go ^ 

bezügUche DiYerjgfenzkiiterium jn dieser Weise versagt^ so steht es frei, auf die 
etwas Torteilhafteie BiTergenzbedingnng (2) zu rekurrieren. 
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an Stelle tou neben dem Anfangskriterinm (12) die Kriterienskala: 

“Hp 


(16) ^If-im(i;^(M,).i), 


T •> eo CO 


“r+, + 1 


W4-i)‘--P>+i \[<0= 

X*(df,)-J), /1>0: Kmvergm. 


3. Die Kriterien der Skala (16) gestatten eine für ihre praktische 
Verwertung zweckmäßige Umformung (entsprechend der Transformation 
der Eriterienskala (K^), § 54, S. 382, in die Skala (L), S. 383). 


Man hat zunächst, wenn man zur Abkürzung 

Df =D*-tf®-D*, 

V V V 2 

D. F = M.. • 




=2, 


und daher: 


V y iy 




Jf. 


D .^'^±i±5 Ueen-D = ^—\ 

'^»+1 Jf, (wegen- -t^v+i 

Mithin ergibt sich: 

(17) Mif «iÜJfJ,- 2 (da: lim 1, Um l), 
wobei wiederum das Zeichen lim so zu verstehen ist, daß gleichzeitig 

y->oe 

auf beiden Seiten der Uleichung entweder Im oder lim genommen 
werden soll ’”*■* 

Um das analoge Eesultat für Im (* = 0, 1, 2, • • •) ahzuleiten, 
hat man: 


W-D.-V’ 

W ■ D, ■ ir"- >3^,K ■ £,(K/- 

und daher: 

_ ^x('^H-i)'®»+i r fTif '\D fla M h JlfY 
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( 20 ) 


M , Jf 


Nun ist aber: 

Gl. (34)), sodaß sich BcUießlich ergibt: 
(18) 


(8.§38,S.247, 


V->09 


v->ae 


Mit Berficksicitigung der Eelationen (17), (18) lassen sich also 
die Kriterien der Sbda (16) nunmehr durch die folgenden ersetzen: 


(19) 

D.h.: 


2 V » 1 • 

r-x» 


2^— ^>‘+1 » » i> 1: Soww^e««!. 

0,. J.1 ''+y\>h Emvergm. 


,T- fr fiursi n» “»+p ' r /ii>r ^»7^s \\<hl)wergm, 

(* = 0,1,2,..-). 


4. Wählt man wiederum speziell Jlf^ = v, also — 1, so erhält 
man aus (12) und (20) diejenigen Kriterienformen, welche dem Canchy- 
schen, Baabeschen und denBertrandschen Kriterien (§54, Nr. 6, S.38Ö) 
entsprechen, nämlich: 


( 21 ) 


M P i'll^ 

/1>0: Komergm. 


( 22 ) 


SS t{ 1= Bmrgmi, 

tTi ® ' “»+p+i| / 1= Emvergm. 


(23) lim ^ 


21, (P) 




(* = 0,1,2,...). 


< 1 : 

> 1 : 


Ffir die hauptsächlichsten Animdtmgm erweisen sich die Kri- 
terien (21), (22) in Terbindung mit dem Anfang8kriterinm(23) als aus- 
reichend. Das letztere mag aus diesem Grunde noch explizite an- 
geschrieben werden: 


(238) 


— 2y 


(.. 


“r+y + 1 



< 1: Bivergm, 
> 1: Emergm. 
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5. Wir wollen die eben bezeidmeten Kriterien benützen, um wieder- 
um die Bescbaffenheit einer Reihe festzustellen, deren Glieder durch 
die Beziehung charakterisiert sind (vgL §55, S.389, 6L{16)): 


(24) 


= 1 + -+-^ 




= 1* 


1f 


Dabei bedeutet wieder 'k = x-\-Xi eine bestimmte, Ton v unab- 
Imngige Zahl, während mit v Tariieren kann, jedoch so,, daß 
stets meter einer endlichen Grenze bleibt, also lim | r 1 < oo ausfäUt. 

t I -V 1 

r-^<o 

Man hat sodann: 


(25) 


wo: 

(26) 

sodaß auch: 
(26a) 


^r=(i+7+?)’+(H5)‘ 




R = ** + + 2 o + 2 


lim = jt* + + 2 lim 

y->oo y-^co 

endlidi ausfäUt. Die Anwendung des Kriteriums (22) ergibt nun: 

(27) 


V->op 


/ », '* 

\ , 

( Jt,\ 


l) = lim( 

^ v-^-oo 



= *. 


und somit divergiert die Beihe o, j, falls * < 1, sie hmvergiert, falls 

jf > 1. 

Im Falle x = 1 versagt das betreffende Kriterium, sodaß man 
also zu dem Kriterium (23 a) übergehen muß. Man hat nun uadi 
GL (25): 


^y-^1 


also: 


= + 2v + (da ja: x = 1), 

(v+l)»=B,-l, 


*r+l 


und daher: 

( 28 ) lim I; (»■. ’-(.+ !)•)= lim 






2v 


0 , 


sodaß also mit Rücksicht auf (23 b) üi diesem Falle als diver- 

gent erkannt wird. 
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Übrigens lehren die Gleichungen (27) und (28), daß das obige 
Gesamtresultat keine Änderung erleidet, auch ■wenn 2?^ mit v positiv 
ins Unendliche tvächsi, sofern nur: 




h. lim 

V->06 


Igv -Br 



Und GL (26) zeigt sodann, daß diese Bedingung erfüllt ist, wenn 

schließlich, wenn 

Wir finden also: 

Die MTie m: ^ = 1 + + % nnd:|rj ^ 

ist absolut konvergent für x>l, absolut divergent für 

1. 


6. Das vorstehende Eesultat®) ist olFenbar die unmittelbare Ver- 
allgemeinerung des in § 55, ITr. 2 für Beihen mit positiven Gliedern 
abgeleiteten. Wir wollen dasselbe wiederum auf die Jtypergeomeirische 
Reihe, also auf diejenige mit dem aRgemeinen Gliede: 

/OOS _ u(« + l) • • • (a-f-v — 1) • 6(64-1) • ■ • (64-1' — 1) 

1 . 2 . . ■ .c(c4-l) • • • (C4-V-1) 

anwenden, wo jetzt a, b, c beliebig komplex sein können (immer nur 

mit Ausschluß gameaJdiger negativer Werte von a, b, c). Man hat 
hier zunächst: 


( 80 ) 

Setzt man sodann: 


(y+l)(y+c) _ y^+(l+c)y + c 
' (<'+<») (<'+&) v^+{a+h)v+ah 


y^+(l+c)y + c _ . , ^ 
v^+{a~\-'b)v+a}) 

80 ergibt sich durch Multiplikation mit (i/®+ (a + 6 ) i; + a 6 ): 

(1 + c— a— ■6)i; + (c— aJ)=Ät; + (a + &)*Jk + ^Ä; + ^l+ + 

und daher: 


1) Das Besoltat för bleibt nach ftL (27) sogar gUltig, wenn nur: 

B d^knach GH (26): <^**^*^*1 aohließlich: 

2) Dasselbe bildet — abgesehen Ton einem unwesentlichen Unterschiede in 
der Form — den Hauptbestandteil der von Weierstraß auf anderem Wege abge- 
leiteten Kriterien« Dez noch fehlende Teil, welcher sich auf die Divergenz von 

(schlechthin genommen) für und auf die bedingte Konvergenz von 

l)^ay fSr 0<x^l bezieht, wird an späterer Stelle (8 87, Hr. 8—6) mit- 
geteilt werden- 
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— (a + i) 


7-v = 


e-al>-(fL+l)'k-—h 

V 


, dh 

V ^ V* 


liinr^= c — ah — (a + b) k 


Die Reihe [ hmoergiert also, wenn * d. h. der reeJfe Teil von 
1 + c — (a + 6) größer als 1, d. h. wenn: 

(32 a) 91 — (ffl ”1" 6)^ > 0 

ist; sie dw&tgiai, wenn: 

(32b) 91 — (ö '}■ V)j ^ 0. 

ln diesem Resultate ist wiedonim das früher (§ 55, Nr. 1, S.388) für 
reäie Werte von a, 5, c gefundene als spezieller Fall enthalten. 

Setzt man speziell l = e und ersetzt a durdi — a, so wird: 

33) », = (- !)• ~ = (- 1)' (.)„ 


wo (vgL § 74, Nr. 2, S. 572, ÖL (15)): 


(M) (<*), 

und speziell: 


a(a — 1) • « — + 
1 . 2 ... 


(,; = 1,2,3,-...) 


(34a) 


(«)o=l- 


Während die im Falle eines positiven ganzzahligen a = » resul- 
tierenden BinomialkoeflSzienten (n\ für v > n H- 1 zu Null werden, 
bilden die {a\, sobald a Tceine natürliche Zahl vorstellt (im übrigen 
IriiTiTi a jede beliebige komplexe, insbesondere auch reelle Zahl 
bedeuten), eine mbegremM fortsetzbare Folge von Null verschiedener 
Zählen, und an die Stelle der mit der Potenz von x abbrechenden 


n 

binomischen Entwicklung tritt die nnendlidie iinofmsche 

00 

Bmhe ^l(a\x^. Da lim 


K+l 




= |a:|, so honvergiert dieselbe bei 


beliebig komplexen x, fälls | a: | < 1, sie dwergiert, wenn | ä | > 1. Die 
für a; = 1 resultierende Reihe 2{a\ ist nach (32 a, b) (wenn man da- 
selbst l = c setzt und a durch — a ersetzt) noch cAsohd Tmioergent, wenn 


(35 a) 91 (a) > 0, 

dbsdhjd divergent, wenn: 

(35b) 


Ül(a)^0. 
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co 

Danacli konrei^ert im] Falle (35 a) auch die Reihe noch 

0 

absdut för I « I = 1. Es wird sich später zeigen, daß sie fSr a: = 1,, 
ja sogar für ] a; j == 1 mit einziger Ausnahme Ton a; = — 1, noch 
ledingt hmvergie/rt, wenn: 

(35c) -l<3fi(a)<0 

00 

(in welchem Falle ja ^ | (a)^ | bereits divergiert). 

0 


§ 77. Ahelsche Transfonaation. — Ein Kriterinm fftr effekÜTe 

Konvergenz. 

1. Als nützliches Hilfsmittel für die' Feststellung eff^wer, d. h. 
eventuell nur ledmgter Konvergenz erweist sich auch für Reihen mit 
komplexen Gliedern die in §59, Nr. 4, S.416, erwähnte 2V(ms- 

formatim. Bedeuten a,, (v = 0, 1, • • • n) beliebige komplexe Zahlen 
und setzt man: 


(1) bo + + * — ^K~ (*' = 0, 1, • • • «), 

.so ergibt sich genau so wie a. a. 0. (S. 416, Gl. (15)) die Beziehung: 

ft n — 1 

(2) 2 ^ 2 K- «r+l) • -B. + 

0 0 


Sind nun die Folgen (aj, (bj unbegrenzt fortsetzbar, so kann diese 

00 

Transformationsgleichung zur Feststellung der Konvergenz von ^ b, 
00 

dienen, falls (ö^ — 

0 

stimmte Zahl (inki. 0) vorstellt. Unter dieser "Voraussetzung findet 
mau nlmKch (vgL S. 417, GL (16)): 


^ J • B, komergiert und lim eine be- 

n->« 


OD 00 



nnd es ergeben sich dann zur Erfüllung der gemachten Antiahm en wlwfUrJh 
dieselben hinreichenden Bedingungen^), wie a. a. 0. för den Pall aus- 
schließlich reeller Zahlen, sodaß man also schließlich wie dort den 
Satz gewinnt: 


1) Das analoge gilt bezüglich der a. a. 0. Nr. 6 angegebenen Erweiterung 
bei reellem jedoch komplexen — worauf indessen hier nicht nSlier ein- 
gegangen werden soll. 
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Ist die Bähe absolut und effehtiv 

leonvergent^), so Jconvergiert die Bähe ^a^b^ etm mindesten 
in der duech die Indizes vorgeschnä)enen Anordnung. Im Felle 
lim a, = 0 bestäd dieses Besvdtai auch dann noch, wenn 

y->oo 

endlich unhestimmt ist. 


2. Als Beispiel wollen wir die Bieihe unter folgenden 

0 

VorausBetzungen betrachten: | sei divergent, lim = 0 nnd x eine 

^->■00 

komplexe Zahl mit dem absoluten Betrage | a; | < 1. 

Aus der über die gemachten Yoranssetzung folgt zni^hst, daß 

(4) iS »ra=i 

v-^eo 


sein muß. Denn ans lim y| <», | < 1 Trürde auf Grund des Canchyschen 

y-V« 

Fundamentalkriteriums erster Art (§ 50, S. 343, UngL (5 b)) folgen, 
daß 2\%\ konvergiert. Und wäre limy'|o^|>l, etwa =1 + 23, so 

y->-ao iriy 

hätte man für unendlich viele Indizes > 1 + ^» d. h. 

Om, > (1 + 3)’"”, also lim 1«^ I = + oo. 

Somit gilt in der Tat die Beziehung (4). Daraus folgt weiter, daß 


(5) 


lim y\ o^a?” I = I » I, also <1 för | a ] < 1, 

v->« ♦ 


und daß daher, wieder nabb dem genannten Canchyschen Eriterium, 


die Beihe a^x* fttr | o | < 1 cibsävt Tconvergieri Zur Untersuchung 

der Reihe für |a:|= 1 soll dann der eben genannte Satz (fßr b^ = z*) 
dienen. Man hat, außer wenn 0 = 1: 


( 6 ) 



i-g" 

l—x 


und daher: 

(7) 


«— 1 



für |a!l = l, mit Ausschluß von 0 = 1. 


1) konTergent, so ist fOr die Konvergenz von 

schon hinreichend, daß die \a^\ unter einer endlichen Schrftnke bleiben. 
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QO 

Die Reihe ist somit für jedes toh 1 verschiedene x mit 

dem absoluten Betrage 1 zwar nicht konvergent, aber nur endlich 
unbestimmt. Kommt also zu den bisher gemachten Voraussetzungen 
noch diejenige der absoluten Konvergenz von so liefert 

der am Schlüsse der vorigen Nummer ausgesprochene Satz das folgende 
Ergebnis: 

Ist lima^—O, die Reihe zwm divergent ^ dagegen 

r->co 

Tconvergmt, so Tconvergiert die BeQie für 

alle X mit dem absolutem Betrage 1 mU eveniuMem Aus- 
schluß von x=l. 

Was das Yerhalten der Reihe ^a^x* für a = 1, d. h. schließlich 
dasjenige der Reihe ^a^ hetrifft, so bann auf Grund der Torliegenden 
Methode nichts darüber ausgesagt werden, da ja Gl. (6) bzw. üngl. (7) 
für a: = 1 hinföUig wird, ln der Tat bann die Reihe auch für x — 1 
noch konvergieren^), wenn auch in den zumeist vorbommenden KQlen*) 
Divergens stattzufinden pflegt. Im übrigen ist in jedem Falle (d. h. 
auch dann, wenn ^a^ komergieren soRte) die Konvergenz von 
^a^x’' für |a:{=l nur eine bedingte, da ja ..2*1 ausdrücklich als 
divergent vorausgesetzt wurde. 

§ 78. Redaktion aneigentlich divergenter Beihen dnrch iterierte 
Mittelbildnng und dnrcli iterierte Summation. — Gleichheit der 
Tragweite und des Endresultats beider Methoden. 

1. In § 74, Mr. 1, S. 569, 61. (6) wurde gezeigt^ daß für den Grenzwert 
des arühmetischen Mittds einer unbegrenzt fortsetzbaxen Folge bom- 
pleser Zahlen «^ (» = 0, 1, 2, ) die Beziehung besteht: 

(1) lim («0 + «1 -I ^' “«) = “«> 

feUs lim im weiteren Sinne existiert, d. h. falls entweder dieser 

Limes eine bestimmte ZcM vorstellt oder die Folge der eigentlich 
divergiert. 

Schreibt man in dieser Beziehui^ s^ statt u^, wo: 

(2) s, = «0 + ®i "1 !■ C*' = 0, 1, 2, ) 


1) Beispiele im 2. Bande dieser Vorlesungen. 

Cp 

2) Bünfaches Beispid: Eine allgemeinere Kategorie von Beihen 

der fraglichen Beschaffenheit V § 87, Nr. 6, S. 668. 
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und die wieder eine unbegrenzt fortsetzbare Folge komplexer Zahlen 
bedeuten, so nimmt dieselbe die Form an: 

(3.) li“4^(So+Si+-*' + s,) = 2"’’ 

n->Qo ‘ 

0 

tmd gilt dann nnter der Yoransseizang, daß die rechts stehende Reihe 
Iconvergiert oder eigentlich divergiert. 

Andererseits ist ja, wie a. a. 0. ausdrücklich hervorgehohen wurde, 
die Existenz (im weiteren Sinne) des in 6L (1) litdcs stehenden Grenz- 
wertes sehr wohl möglich, auch wenn der rechts stehende nidit existiert 
Insbesondere kann also auch in GL (3) der litiks stehende Gbrenzwert 
eine bestimmte ZaM vorstellen, auch wenn die Reihe auf der re(Me» 
Seite divergiert, und zwar, nach dem zuTor Gesagten, ausschließlich dann, 
wenn sie imeigenüieh dirergiert. Es liegt nahe, einen derartigen Grenz- 
wert, der ja im Falle der Komergens mit der Summe der Reihe flbei> 
eingestimmt hatte, im Falle ihrer Divergenz in geeignetem Zusammen- 
hänge als eine Art Ersatz für die fehlende Summe zu betrachten. Die 
Zweckmäßglieü dieser Auffassung zeigt sich im wesentlichen erst in 
der Funktionenlehre, doch wird sich weiter unten (s. § 79, ITr. 4, S. 610) 
auch hier ein passendes Beispiel dafür ergeben. Zuimchst aber soll 
gezeigt werden, wie das auf diese Weise geschaffene Prinzip, einer 
(tmeigenilich) divergenten Reihe eine bestimmte ZdM znznordnen, welche 
geeignetenfalls eine ähnliche RoUe spielt wie die Summe einer homer- 
genten Reihe, noch erweitert werden kann, falls auch der in GL (3) 
IMs stehende Grenzwert ni<M esdstiert. 

2. Wir woUen wieder, wie schon in § 74, GL (13), S. 671, das arith- 
metische Mittel der ersten » -i- 1 Zahlen Wg, u,, * • * einer unbe- 
grenzten komplexen Zahlenfolge (u^) mit^(it^) bezeichnen, sodaß also: 

(4^) 07? («J = (»0 + «1 H h «„) (also speziell: 07? (Wg) — »g). 

BUdet man jetzt das arithmetische Mittel Ton 07?(tto), 07?(%), "'aiUiuJ, 
so soR dasselbe mit 07^ (uj bezeichnet werden, also: 

(4g) Mg (ttj = (07?(«g) + 07 ?(Mi) H + 07? («„)), 

und allgemein werde dann 07?„(»,) definiert durch die Rekursionsformel: 

(4) w, («j - (»,) + + • • • + s®.-, 


1) Auf Grund dieser Definüdon ist offenbar: 
Pxlngfhtlmi VotlaKiingen 1,1. 


39 
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Diese Bezieliuxig^ welche zunächst nur für ^ 3 einen Sinn hat, 
gilt auch noch für x = 2 bzw. x = 1, wenn man dlZ^ mit 
bzw. dliQ (wj mit identifiziert.^) 

Sc]^eibt man dann wieder statt (i' = 0, 1, • ‘ • w), wo die 
in GL (2) angegebene Bedeutung hat, und nimmt zunächst an, daß die 
Reihe hmvergierey wobei: 


( 5 ) 



«“>00 


= s 


sein möge, so nimmt Gl. (3) die Form an: 


(6i) limc);?i(sj=:s 

und, wenn man hier der Reihe nach durch c>74 (s„), (sj, • • • er- 
setzt, so ergibt sich durch jedesmalige Anwendung des Grenzwert- 
satzes (1), daß allgemein: 

(6) limS®,(s„) = s (x>l). 

«->oo 

Wie aber die Existenz der Beziehung (6,) noch keineswegs die- 
jenige Ton GL (5) nach sich zieht, so folgt auch nicht aus der Existenz 
von Gl. (6) für irgendein bestimmtes x = k>l diejenige für irgendein 
x<h, insbesondere (dem Werte x = 0 entsprechend) nüM die Kon- 
vergem der Reihe Es kann dann aber aus demselben Grunde 

wie zuTor lim (s^ jener Grenzwert lim g)Kj (s^) = s bei passender 

«->öo n->oo 

Gelegenheit als Ersaiä fdr die fMende BeOiensumme angesehen werden. 
Von diesem Gesiditspunkte aus wollen wir, weim etwa x == Ä > 1 der 
Ueinste Index ist, fSr welchen lim (sj eine bestimmte s vor- 

stellt, uns des Ausdrucks bedienen, die betreffende Reihe sei durcJi 
hfache Mittähüäwig redugibd und s der ihr mgeordn^ Gfremwert. 
Man kann leicht eine notwendige Bedingung herleiten, welcher die 
genügen müssen, wenn durch hfache Mittelbildung redueibd 
sein soll. 

Aus GL (4) folgt nämlich; 

W - (» + 1) (sj - » 

also: 

(Ol , 

MnFT^S|sw,W| + |*.(».-0|- 


1) Diese Bezeichnungen sind ganz analog den bei früherer Gelegenheit (§ 38, 
Kr. 2 und 4, S, 241-^248) angewendeten: 
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Ist nim etwa: 
so folgt ZTinachst: 

und hieraus weiter: 


lim == 8, 






n^m (« + !)* 

also durch Fortsetzung dieser Sehlußweise: 

i- [^(^J_g^_KL^2‘isl. 

«-><0 (»+ 1 ) n^«(*‘ + l) 

Dieses Ergebnis läßt sich folgendermaßen aussprechen: 


Die Beniämng: 

lim ^< + 00 

n-y« ^ 

lüM eim notwendige Bedingmg für die Bedugünlität der 
Beihe durch Tcfache Mittäbüdung. 


3. Das Bildungsgesetz der iterierten Mittdwerte gestaltet 

sich bei mchsendem x infolge der Hänfong der in jedem GHede be- 
ständig hinzutretenden Nenner äußerst verwickeli Es erscheint daher 
für die Berechnung des einer reduziblen divergenten Beihe zugeordneten 
Grenzwertes vorteilhaft, daß sich die Möglichkeit bietet, die Grenzwerte 
jener iterierten Mittelbildungen durch diejenigen wesentlich einfacher 
gearteter Iterationen zu ersetzen. Zu diesem Zwecke führen wir die 
folgenden Bezeichnungen ein: 


m 


+*i +•••+», 




Dabei umfaßt die letzte, zuimchst nur für x > 2 gültige Beziehung 
auch den Pall * = 1, wenn man s^^\v = 0, 1, • • •, n) die Bedeutung 
von Sy beilegt. Ferner hat man: 


.W 




Fährt man hiervon ausgehend in der Weise fort, daß man die 

89* 


( 8 ) 
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W 


näcliste Mittelbildnng niclifc auf die Ausdrücke (» = 0, 1, • • •, n), 
sondern lediglich auf die s, ausübi, so folgt: 


n+ 1 


(1) ,P) 


n-i-l (»+!)’ 

und es ergibt sich bei weiterer Fortsetzung dieses Prozesses eine Folge 
Ton Ausdrücken der Form: 

(*=2,3, ). 

(«+lf ^ ’ 

Auf Grund des Terallgemeinerten Cauchyschen Grenzwertsatzes (§ 74, 
Nr. 1, Gl. (3), S. 569) findet man sodann für * > 1: 


(9) 




lim — 

«->OB (W-f-l)* n^ag (w-f-1)**— W* 


falls der redtts s,uftretende Grenzwert (im eng&ren bzw. in dem a. a. 0. 
näher bezeichneten weUerm Sinne) existiert. Nun ist aber: 


n— 1 


0 u 

^ ^ * (w + if (ffirn c»), 
sodaß die Gleichung (9) durch die folgende ersetzt werden kann: 


( 10 ) 




1) 


linx — ? — sslim — ^ y 

n-^OO (Wr+1)’' »->00 + ^ 


wieder unter der Voraussetzung, daß der rechts stehende Ghrenzwert 
(im oben angegebenen Sinne) existiert. 

Ist nun die Beihe Tconvergeni und wird ihre Summe wieder 
mit s bezeichnet, also: 

Hmsf = s, 


»•>00 


,(») 


so folgt aus Gl. (10) sukzessiTe: 

jW g(ß) ■ 

.“ä örfi5«”r5» 

TUid daher schließlich aUgemein: 


( 11 ) 


%ls 




)• 
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Wenn dagegen die Eeihe (uneigentlich) divergiert und den- 
noch für irgendein J > 2^) eine Bezieh]ing yon der Form (11) be- 
steht^ so kann man den betreffenden Grenzwert mit demselben Grade 
von Berechtigung, wie zuvor im analogen Falle den Grenzwert lim {$ ), 

als Ersatz för die feUeude Somme der Reihe 2a ansehen. Dabei 
steht es offenbar noch frei, den Zahlenfaktor: — ^ — für iedes « durch 

einen ihm infmiiär gleichen zu ersetzen, der sich für die weiteren Be- 
trachtungen als zweckmäßiger erweist, nämlich durch den reziproken 
Wert der Binomialkoeffizienten {n + da ja in der Tat: 

rriTTi + 


Setzt man jetzt für « = 1, 2, 8, * • 


so besteht gleiehgeUig mit jeder eiozelnen für x= 1,2, 3, sich 

ergebenden Beziehxmg Ton der Form (11) die entsprechende: 


(IS) 


lim 


und v 0 igätävrt. 

Da die Bildong der verschiedenen 8^^ im msmdichm (d. L ledig- 
lich abgesehen von der Hinznfügong des Eonvergenzfaktors 7 — r—r') 

{n i- x)jgj 


auf einer iterierien Summalim beruht, so wollen wir, falls eine Be- 
ziehung von der Form (13) für einen gewissen Tdeinsten Index x = Ä > 2 ®) 
(und sodann nach Gl. (10) für jedes x>h) bestehl^ dies mit dem Aus* 
druck bezeichnen, die Eeihe sei äitrch hfach iterierte Summation 
reduetbd und s der ihr eugeordnete Grenzwert 

Es erscheint nun wichtig, festzustellen, daß die beiden im vor- 
stehenden auseinandergesetzien Moglidikeiten, einer (uneigentlich) diver^ 
genten Beihe eine bestimmte Zahl s zuzuordnen, stets dasseCbe Bestdtat 
liefern bzw. auch gleichzeitig versagen, mit anderen Worten, daß aus der 
für irgendein bestimmtes ^^^2 gemachten Annahme: 



= s 


1) Die Annahme Ä; » 1 würde ja nach GL (8) nur auf den bereits erledigten 
Fall der einfachen Mittelbildniig (s^) führen. 

S) YgL die vorige Fußnote. 
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allemal folgt: 


limS)??,(s„) = s 

n->« 


md vmgätehrt}) Ist dieser Nachweis gefShrt, so wird man eine Reihe 
schlechthin als reditzibd von der Ordnumg Ic mit dm Grmm&rt s be- 
zeichnen können, unabhängig daron, ob zunächst nur die Existenz 


Ton: lim (sj = s oder von: lim S® — s 




feststeht. lind allgemein wollen wir dann eine Reihe als redusü>d 
ohne jeden weiteren Zusatz bezeichnen, sobald nur feststeht, daß /ur 
irgend^ h eine der obigen Beziehungen besteht. (Danach ist also jede 
hmesrgmle Reihe auch reäusibd^ 

Aus dem Satze am Schlüsse won Nr. 2 würde dann folgen, daß 
eine Reihe nur redmdiei sein kann, wenn für irgendein h 


— 1«. I 

lim r^< -f 00 

n">oo 


Hiernach wäre also z. B, die Reihe ^(— 1)* • (allgemeiner: 
Vf • e"^, wo: Igv-^m^-c^v) von keiner noch so hohen Ordnung 

reduzibel (obschon ^(— Vf • cf bzw. ^(— 1)” • a* für | « 1 < 1 
noch (absolut) honvergierty 


4. Die Dmndlage des fraglichen Nachweises bildet eine Bekursions- 
formel, welche eine einfache Beziehung zwischen NH SIZ und 
herstellt. " ' “ ' 

Aus (7) folgt für * > 1: 
und daher findet man: 






.(*) 


»—1 




_ »+« 

% ‘ («+*)„ 


,w 


* (n-l + x), 

X » JC «—1 


1) Die Grenawette Um Sß, (»„) w«tden gewöhnlieU als Hblderiohe, die Grenz- 
werte lim alg Cesäroadie bezeicdmet. 
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Ersetzt man liier « der Beihe nach durch » — 1, « — 2, • • • 1, addiert 
die resnltierenden Gleichungen zn der vorstehenden nnd dazn noch 
die (wegen: 5^*^= bestehende) Identität: 


so ergibt sich: 


».'•-«»l-Sf+ijiS«", 


Jsr‘’=:(«+x)sr+^2®” 


and dorch Division mit (« + 1): 

(14) + 

-Km 

wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 

( 15 ) 


Wird jetzt aus E^^(tto)> » da® arithmetische Mittel gebildet, 

BO hat man za beachten, daß allgemein: 

9I?;iau„ + Ivn) = asn:(u^) + 6SW(vJ 0, 
and daß sich daher aas Gl (15) ergibt: 

also, wem man aof die rechte Seite die Gleichung (15) anwendet: 

wofür wir mit Weglassung der äußeren Elammem schreiben wollen: 

(16) 

in Worten: die Beihenfolge der beiden „Op&rationen“ M und also 
der einfachen Mittelbildung und der dorch die Formel (15) defilierten, 
etwas zusammengesetzteren Operation*), darf (sc. ohne Änderung des 
Endresultats) verimsM werden. 

Ersetzt man ferner in GL (16) durch so folgt zunächst 

alsO; wenn man reei^& auf die soeben als zalassi^ erwiesene 


1} ln Worten: Die Mttelwertbildnng ist eine «lisfrs&u^ee Operation. 

2) Man beachte, daß der Index % bei nuM yri» bei oder 8^^^ eine 
IteraMcn bezeichnet, sondern sich lediglich auf die in der Definition (16) vor- 
kommende positiye Zahl % bezieht. 
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Yertftnschtuig der Operationen cfll tmd ansübt tind nur die innerste 
Slammer beibehalt: 

(17) 

und durch wiederholte Anwendmig dieser Schlußweise: 

(18) 

Bildet man jetzt auf Glnind der Bekorsioiisformel (14) das arithmetische 

Mittel Toa 
aädist: 

also, Trenn man rechts auf nochmals die Beknrsionsformel (14) 

anTrendet, indem man daselbst x durch x + 1 ersetzt: 

(19) 

Hieraus folgt durch nochmalige Mittelbildung mit Benützung Ton 
GL (17): 

und, Trenn man Trieder noch rechts die Beknrsionsformel (14) (mit 
Ersetzung Ton x durch x + 2) auTrendet: 

( 20 ) 

Durdi Fortsetzung dieser Mittelbildungen mit Benützung der allgemeinen 
Yertausdhui^sformel (18) und Einführung der Beknrsionsformel (14) 
für den rec^ auftretenden MittelTrert ergibt sich allgemein für h > 2: 

( 21 ) M ,_, ( sr ") <^.+.-,{^'*‘-'‘1 

Setzt man hi«: x » 2 und berücksichtigi noch die in (12) ent- 
haltene Beziehung G®’ = e)?^(sJ, soTrie die Fußnote 1, S. 595, so 
findet man: 

( 22 ) 

also eine Formel, Trelche eine explizite Darstellnng von 277^(8^ durch 
Sfliefert 

Nun folgt aus der Definitionsgleichung (15), daß: 

(23) lim ®„(»J = s, vmn: lim » <= s, 

fl^ao 

da ja nach dem Gauehy seihen GrenzTrertsatze gleichzeitig mit lim u = s, 
auch lim S>?7(ttJ «8. ” 
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Wird also zunäclist angenommen, daß: 
(24) 

n->oe 

SO findet man snkzessiTe: 


w-^oe 

und somit schließlich mit Benützung Ton 6L (22): 
(25) limS/?j(sJ = s. 


Des weiteren erweist sich aber die Grenzwertheziehimg (23), welche 
ja die Grundlage der zuletzt gefundenen bildet^ als mMi/rhar, d, h. es 
ist allemal; 


(26) 


lim tt, = s, 

. n f 

«-y« 


mm: limE^(«J = s 


für irgendein Dies folgt nämlich aus dem Grenzwertsatze 

von § 74, Nr. 2, S, 571, wenn man daseihst: o =i, 5 ==-^ setzt.*) 


1) Im Falle * = 1 wird ja idfintiseh mit 

2) Will man sieb nidbit auf den 2 dtierten allgemeineren Satz stützen, so 
läßt sieh der Torliegende, durch die GanzgciKUglceit von x zaezklicli yereinfaebte 
Fall folgendermaßen erledigen. Ans der Definitionsgleiolinng (4), 8*525, folgt; 

+ _ i), 

sodaß nach GL (15): 

a;(««)= 

Multipliziert man Zfiblernnd Nenner dieses Ansdrncks mit dem Faktor: 

(w-f- * — 1) (ii+ * — 2) • • • (w+ 1) 
nnd benützt für das im Nenner st^ende x die Identität: 


(« + x) S/7 (u^ ) — 


80 wird; 

(n+x)(n+x~l). 

(n+*)(«+«-l).- •(♦»+!) 

Besteht jetzt die Yoranasetzong: 


it=s(n+x)— n, 

(n + 1 ) SK — (n + X — 1) (n + X — 2) • 


•n@ 


— (n+a— l)(w+a— 2)* 




80 folgt aas dem yorstehenden Ansdmek mit Benützung de| yerallgemeinerten 
CanchjBchen Grenzwertsatzes, daß; 


(n+x)(n+x-l) 

(n+x)(n+x-2) 


(^ + ^) 

(n+1) 


ä»(*,) 


-4, 


also: 
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Wird also jetzt die Beziehni^ (25) zur Voraussetzung gemacht, so- 
daB also mit Benützung von GL (22): 

(27) Um2i2,--.Ei(Sf) = s, 

n->oo 

80 ergibt sich nach (26) sukzessive: 

lim = s 

n^ixi ' ' 


lim C. 


und schließlich: 
(28) 




Hm(fl=s. 


Damit ist dann also der am Schlüsse der vorigen I^ummer 
geforderte Nachweis geliefert, d. h. es gilt der Satz: 

Jede der beiden Beeiäumgen: 

lim5)K‘i(s„)==s, limS^*^ = s 

#*->’« n->“0o 

(wo s eine bäiebige endliche ZdH ledeiM) sieht stets die andere 
nach sich. 

Beispiel: 

Es sei: = (— l)”“'- v, also: 
f s,^_i—0 + 1 — 2 + 3 (2ft — 2)4-(2;t — 1) = ^^ 


s. 


V = V-1+ **/.“/* ~ 2/t = -/t. 


= 0 + 1 — 1 + 2 (/t — l) + /t = /t 

«S = ®2-i +Sj^=f»-;» = o. 

«2_i“0 + l + 0 + 2 + ... + 0 + /t=«5if^^ 

,(S) -i-.W _ <*(<*+!) 

hft “■**/«— S ' 


Hiernach ergibt sich (s. Gl (12)): 

.<*) 


= 

"S/l— 1 


V— 1 _ <t>f/t+i) 
(2ft+l)i 2 

(*) 

Jt(p+1) 


8 


Jt±l 


und somit: 


— _v 


(2jt+2), 


(2jt+l).*p 2(2p + l) 



(2j» + 2)(2p + l) 2(2p+l) 


limGf=i. 
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Andererseits liat man: 


und somit: 


.(« 


1 

1 

2(t+l 4jt+2 

lim (®«) =i (= lim 

«->06 4 ' n *>« ' 


übereinstimmend mit dem zuvor bewiesenen Satze. Im übrigen ist 
« 

also die Eeihe ^ (— • v reduzibel von der zweiten Ordnung und 

i ® 

^ der zogeordnete Grenzwert. 


6. Die Einführung des Mittelbildnngssymbols und des Be- 
griffes der Eeduzibilitat gestattet zunächst, die in § 45, Nr. 3, S. 307, 
GL (6), (7), und § 75, Nr. 1, S. 574, GL (4), gegebene Form der 
Konvergenzbedingung in folgender Weise auszuspreohen: Steht bereits 
fest, daß die Reihe von der ersten Ordnung reduzibel, so ist für ihre 
Konvergenz fwtwendig und himndiend, daß: lim S1Z(na^ = 0, also Jm- 

reichenä^ daß: lim »o^= 0. 

«->00 

Dieses Resultat ^t sich noch in der Weise Terallgemeinem, daß 
der Zusatz „von der erste» Ordmmg“ w^iRUlt. Hierzu gehen wir von 
der Identität aus: 

« w n 

(29) (n + 1) = ^(n+l-v)a^+ ^va^, 

0 0 0 

welche wegen: 

So + 1) f*o *i" "l" * ' ‘ "l" i")" 

nadb Division mit n 1 die Beziehung liefert: 

(30) 

0 0 0 
anders geschrieben: 

(30,). + 
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Ersetzt man n der Reihe nach durch » — 1, w — 2, • • • 1, 0, addiert die 
resultierenden ßleichnngen zu GL (30o) und dmdiert mit w + 1, so folgt: 

(30,) (s„) = m, (s^ + m, (naj. 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sich allgemein: 

(30, _0 »,_.(»,) “».PJ 

(300 PJ = ®^+.P.)+®K.+.(»“J- 

Angenommen nun, man habe: 

(31) = 

n->co 

80 wird nach GL (30 j) auch: 

lim oiKj(sJ = s dam und nur dann, wenn: lim (”®b) — 0- 

n*->oo n-^co 

Ist diese letztere Bedingung erfallt, BO wird nach 6L(80j_,) wiederum auch: 
lim (s„)^ s dam und nur dann, wenn: lim («oj « 0. 

n-^to n->oo 

In dieser Wmse weiter fortfahrend, findet man aus GL (SOq), daß 
schließlich: 

lim =lim SW, (s„) = s dam und nur dann, wenn: lim SW, («oj = 0. 

n->co 

Da aber umgekehrt die letzte dieser Bedingungen nach dem 
Cauchy sehen Grenarwertsatze die Existenz aller folgenden von der Form: 
lim (naj = 0 (x = 2, 3, • • •) nach sich zieht, so ergibt sich: 

Steht nur so viel fest, daß die Beihe ^a^ uberhau^ redu~ 
zibel ist, so ist für ihre Konvergenz notumdig und hin- 
reichend, daß: 

Um SW («oj — 0, 

«->oe 

edso (vnederum nach dem Cauchysc^ien Orenzwertsatze) hin- 
reichend, daß: 

lim «a = 0.^) 

n->«o 

§ 79. Doppelreihen mit komplexen Gliedern. — Bednzibilitfit der 
Diagonalreihe nebst Anwendung auf die Canehysche Mnltipli> 
hationsregel. — Feststellung der ahsolnten SonTorgenz einer 
widitigen Doppelreihe. 

1. In § 75, Nt. 2 , S. 577, haben wir bereits eine Dopp^fdge ad- 
ditiT Terhun dener komplexer Zahlen, also ein Schema Ton der Form: 

1) Eine erweiterte Form dieser EonTergenzhedingnng findet man im Anhang. 
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Nr.l. 


( 1 ) 


§ 79. Doppelreihen mit komplexen Gliedern. 


f a»+a<«+... + <.f+ 

+ 0®+(I,<‘’+--- + 0® + 

' + • * 

+ « 0 *^ + + • • • + + 

.+ 


betrachtet, und zwar dort lediglich in der Weise, daß wir ein solches 
zweifach unendliches Schema unter der Yoraussetzung absoluter Kon- 
vergenz nach Zeilen oder Xölonnen bzw. nach Diagonalen summierten, 
also als iterierie bzw. als einfach imen^iche Reihe behandelten. Die 
Yollsiändigkeit erfordert, auch den der Do$pä/te%he auf ein aus 

komplexen Zahlen bestehendes Schema von der Form (1) zu übertragen. 

Bezeichnet man in analoger Weise, wie hrüher im Falle ausschließ- 
lich reeller Summanden (vgL § 62, S. 450, GL (8)), mit die Summe der- 
jenigen Glieder des Schemas (1), welche in dem von der 
Kolonne und {y -}- 1)*“ Zeile begrenzten Abschnitt enthalten sind, so 
heißt die Doppelreihe der a^^ honvergewt und s ihre Summe, in Zeichen; 


(2) 

0 

wenn: 

(3) 

lim 8^*^= 8 . 


fii 


In jedem anderen Falle, d. L wenn kein endlicher Doppellimes 
für die Folge existiert, heißt jene Doppdreihe dwergent. 

Setzt man wieder: 

(4) 

und entsprechend:. 

( 6 ) 

so folgt: 

lim = lim <f^^+i lim 

(in dem Sinne, daß die Existenz des links stehenden Grenzwertes die- 
jenige der beiden rechts stehenden nach sich zieht und umgekehrt), 
anders geschrieben: 

( 6 ) 

0 0 0 

Da auf diese Weise die Summe einer konvergenten Doppelreihe 
mit komplexen Gliedern auf diejenigen zweier ebensolchen mit reellen 
Gliedern zurfickgefShrt wird, so lassen eich wieder ohne Schwierigkeit 
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die frülier für reelle Doppelreihen abgeleiteten Reenltate auf solche 
der vorliegenden Art übertragen. Wir begnügen uns in dieser Be- 
ziehung mit den folgenden Bemerkungen. 

2. Die Doppelreihe der a^^'^soll wieder absoM konvergent heißen, 
wenn die Doppelreihe der j konvergiert. Aus der Beziehung: 



ergibt sich dann, daß die Kowoergm^ der (ja aus lauter positiven Glie- 
dern bestehenden) Doppelreihe ^ | | diejenige der beiden Doppel- 
reihen und I zur Folge hat ^md tmtgeMiH. Da 

aber nach § 64 Nr. 1, S. 469, gleichzeitig mit den beiden letztgenannten 
auch die Doppelreihen und Ttom&rgieren, so erkennt 

man auf Grund der Beziehung (6), daß die im Sinne der oben ge- 
gebenen Definition absolut konvergente Doppelreihe auch 

wirklich an sich Teomergmt. Ln übrigen liefert die Beziehung (6) ohne 
weiteres die folgende wörtliche Übertragung der früher gefundenen 
Hauptsätze: 


(7) 


( 8 ) 

(9) 


L Ist äk Doppdre^ der absolut honoergent imd 



0 


so TconvergUrt auch jede eimdne Zelle imd Kolonne, sowie die 
Beihe der Zeüen~ lew. Kolonnmsmnmen alsolut, und man hat: 

CO flO 

^ s (Seihe der Zeüenmnmen). 

0 0 
00 00 

^^^^a^^=s (Blähe der Eolonnensummen). 

0 0 

Ebenso Jconvergiert die BeOw der Diagoneden absolut, und ewar 
auäh dann nodi, wenn mm die meelnm als Glieds- der 
Be^ auffaß. Zuglmdi hat man: 


(10) ^^ + • • • + =a s (Bedw der diagonalen) 

0 


(vgL § 64, Nr. 2, S. 470). 
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n. Dieser Satz ist wieder umkehrbar und laßt sich mit seinen 
sämtlich möglichen Umkehrungen folgendermaßen znsammenfassen : 


( 11 ) 


Von den vier Gleichungen: 




iv-l) 


+ k «D = s 


ziM jede die drei anderen nach sich, wenn die in der 
Voraussetzung auflretenäe JReiÄe hei Vertauschung der a^^ mit 
ihren absoluten Beträgen honvergent hleibt (a. a. 0. Nr. 3). 

III. Jede absolut Tconvergente Doppdreihe ist unbedingt 
Tconvergent und umgehehrt (a. a. 0. Nr. 4 und 6). 


3. Die Doppelreihe ist nur bedingt konvergent, wenn von 

den beiden Reihen a^’’ , mindestens eine nur bedingt 

konvergiert (die andere mag dann eventuell auch unbedingt konver- 
gieren). Es sei daran erinneri, daß hei einer bedingt, also nicht ahsdut 
konvei^ierenden Doppelreihe mit reellen Uliedem keine einzige Zeile 
oder Kolonne zu konvergieren braucht (vgl. § 62, Nr. 5, Satz (I), S.455). 
Dagegen ergibt sich (s. a. a. 0. Satz (II), S. 456), falls man diese Mög- 
lichkeit durch die Yoraussetzung in geeignetem Umfange ansschließt, 
der folgende Satz: 


00 

(IV) M außer der Doppelreihe =$ jede einzetm 

Zeile ^ (w = 0, 1, 2, ) oder jede einzelne Kolonne 

eo 0 

= 0, 1, 2, ) konvergent, so konvergieren audi 

0 

die eidsprechenden iterierten Bethen gegen die Summe s, d. h. 
man hat: 


(12) 2 = s, bzw. s- 

0 0 0 0 

4. Der Satz über das Verhalten der Diagonal/redie und ihre 
Beziehung zu der als howoergent voraui^esetzten Doppdredte (s. § 63, 
Nr. 8, S. 462) laßt sich vermittelst des im vorigen Paragraphen ein- 
gefOhrten Begriffes der ReduzibiliiSt merklich vervollständigen. Setzt man: 
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(13) «0 , H ÖQ+Ci-j ]rCv=Gyy 

(sodaß also die BncBstaben: a, c, C den a. a. 0. gebrauchten: m, w, W 
entsprechen'), so gilt unter der Yoraussetzung, daß die Zeilen und 

OP 

Kolonnen der hmvergenten Doppelreihe ^^. » s gleichfallfl Tconv&r- 

0 

gieren oder innerhalb endlicher Gremen ossülieren, die Beziehung 
(S. 464, Gl. (27)): 

»• 

(14) lim — ^ = s, anders geschrieben: lim == s. 

n-><» ^ ‘ ^ «•>« 

0 

Verbindet man dieses Resultat mit dem Schlußsätze des vorigen Para- 
graphen, S. 606; so läßt sich der fragliche Satz über das Verhalten der 

00 

Diagonälreihe in folgender Form aussprechen: 

0 

(V) Besitgt die 'konvergente Doppelreihe: 

(16) 

0 

die Eigenschaft, daß jede eineelne Zeüe und Kohtme kon- 
vergiert oder innerhodb endlicher Grenzen oszilliert, so ist 

00 

die Bedie der Diagonalen in jedem Fcdle zum mindesten 

0 

reduzibel, und zwar von der ersten Ordnung, mit dem Grenz- 
wert s, also: 

(16) lim = s (wo: C, = Co -t- Ci -j -t- c^). 

Für ihre Konvergenz (und zwar dann sMstveräändlich auch 
gegen die Summe $) ist notwendig und hinreichend, daß: 

(17) HmS>;r(ncJ=0, 

fi-^oo 

dso hinreichend, daß: 

(17a) lim«c =0. 


Aus diesem Satze folgt aber unmittelbar die auf S. 582 ange- 
kündigte Verrollsföndigung der Gauchyschen Multiplikationsregel. Ist 

OP CO 

A, ^\ = B, so ergibt sich zunächst durch die in § 66, 
0 0 

Nr. 1, S. 483, ai^ewendete Schlußweise, daß die Doppdreäie 
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CO 

\ Tcomergiert bei gleichzeitiger Komergem jeder, einzebtea 

0 

Zeüe und Kölmne. Mit Benützung des letzten Satzes ergibt sich also: 
(VI) M: 

( 18 ) = B 

0 0 

und sägt mm: 

(19) ßo^+ • • • + Co+ Ci“! + c,= C^, 

00 

so ist die Beihe mm mindesten von der ersten Orä- 

0 

nmg redusibel mit dem Ormsimie AB, also: 

(20) limc);?(C„)= J.B, 

n->«o 

Mwd daher, falls sie Ttonvergiert, auch: 

(21) ^ve„==ÄB. 

« 

Für das letstere ist notwendig und hinreichend, daß: 

(22) liinS);?(«cJ = 0, 

n->oo 

also hinreichend, daß: 

(22 a) liiawc^=0.^) 

00 

1) Daß diese Bedingung sehr weit davon entfernt ist, eine notwendige zu 
sein, zeigt ein fcülier gefundenes auf die Multiplikation sog. alternierender Reihen 
bezügliches Ergebnis. Sei etwa: 

wo die «y, positive, mit wachsendem v monoton gegen Null konvergierende 
Zahlen bedeuten, so hat man (nach § 66, Nr. 6, S. 496): 

n 

0 

und findet in diesem Falle (a. a. 0, (GL 48)): 

lim 

als notwendige und himeichende Bedingung für die Gültigkeit der 0 au chy scheu 

MnltiplikationsregeL Hier erweist sich also an Stelle von limwc^ = 0 schon die 

»->00 

obige wesentlich schwächere Forderung als hvnreichenä, was offenbar daher rührt, 
daß hier die als aus lauter Gliedern gleichen Vorzeichens bestehend, die 
größten Absolntwertt besitzen, deren sie bei gegebenen | |, \ W überhaupt föhig 

sind, während dann andererseits das Zustandekommen der nach Satz (VI) gleich- 
falls notwendigen und hinreichenden Bedingung (22) auf dem Umstande beruht, 
daß die c^ cdtemiermde Vorzeichen besitzen. 

Pxingilielm, Toxlefimgea 1,3. 


40 
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5. Eine einfachere nnd zugleich vorteilhaftere Porta einer hiw- 
reichmäen Bedingung liefert der folgende Satz: 

(YII) Für die GulMgkät der MuUiplüciMonsfomd (21) 
isi hinreichend, daß wkr einer encdidtm 

Säiranke Thtben, etwa: 

(22b) \va^\<Q,\vb,\<G {v==0,l,% V) 

Beweis. Bs ist lediglicli zu zeigen^ daß unter der gemachten 
Voraussetzung die Beziehung (22) besteht Hierzu fuhren wir die 
Bezeichnungen ein: 

n n n 

2®» (wie bereits “(19)) 

0 0 0 

0 0 0 

Alsdann hat man mit Benützung von (19): 

n 

0 

ausführlicher geschrieben: 

0 • « 0 ^ 

+ 1 • «ohj + 1 • Oj J, 

+ 2 • ®jJj + 2 • bj + 2 • ttjbj 

+ • 

+ »- l - flo & n - l + »- 1 • + «-1 ‘ + • • • + ^ • «,- 1^0 

+ ^'%K+ » • ®i ^a_i+ » • 

Addiert man die einzelnen Eolonnen, so Bi£t sich jede dieser Kolonnen- 
summen mit Ausnahme der ersten und letzten in zwei Bestandteile 
zerlegen, nämlich: 

+ ^iK-l + + • • • + 

+ 1 * «1-®«-! + 2 • a,-B„_2 +••• + (»-!) + n • a„B^ 

oder, wenn man der Symmetrie zuliebe der ersten Zeile noch das 
Glied a„Bj (wo: = 0 •&(,*= 0), der zweiten das Glied 0 • a,B^ hin- 
zufügt: 

(24) 

0 0 

1) Anders geschrieben: 

M Bm l«6„|<-l-oo. 

n-^flo «!•>>» 
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Die Anwendung der Abelsclien Transformation auf die erste dieser 
Summen ergibt: 

n n-"l 

yiaB' =y^Ä(B' —B' ,)^ÄB' 


0 

n — 1 


0 

n 

= p •]) A. 

V «— V 


und daher wird: 


( 25 ) + 

0 0 
n n 

= • K(-^n-v- 

0 0 

n n 

+ ^ ^ va^ [s. GL ( 18 ))y 

0 0 

also, mit Berücksichtigung der Voraussetzung (22 b): 

(28) |0:|<G- ^lA,-A\ + 6-^lB-B\+ A^^l, 


+ 


7* 

^2 


va 


und durch Division mit » + 1 : 

(27) I m{nc^ \<a-m(\Ä^-Ä\) + s)??(| J5„ -ni) 

+ 1 ^ I + 1 5 ‘ m(na^) |. 

Da aber, wegen lim \A^— Ä\ — 0 und lim | J5 1 = 0, auch: 

n^^to 

limazf(|^„— ^|) = 0, lima;?(|.B„-£i) = 0 

n“>0D n->fio 

und, infolge der Konvergenz von auch: 

lim W (»o J = 0, lim dTl (nbj = 0, 

tf^oo !»->■« 

SO findet man schließlich, wie zu beweisen war: 

limm(ncj=^0. — 

n-^-co 

Zu den (bedingt konyergenten) Reihen, für welche auf Grund 
des eben bewiesenen Satzes die Gültigkeit der C au chy sehen Multi- 
plikationsformel nunmehr feststeht, gehören insbesondere diejenigen 

40* 
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von der Form sobald zu den für deren Konvergenz als hin- 

reichend erkannten Bedingungen (s. § 77, Nr, 1, S. 593), namlieli: 



an die Stelle der letztgenannten die folgende tritt: 


lim w«„< + 00 . 

n 

to 


(Beispiel: — i JP» 2 beliebige, nur der Bedingung 

jp + jv =f= 0 unterworfene Zahlen; = (— 1)“’’, wo «t, = 0 oder 1 mit 

n 

der einzigen Beschränkung, daß ^(— 1)”^ unter einer endlichen 
Grenze bleibt.) o 


6. Für die Feststellung der dbsolvim Konvergenz oder Divergenz 
einer Doppelreihe mit komplexen Gliedern wird, geradeso wie 

bei der Lösung der entsprechenden Aufgabe für einfache Reihen, im 
allgemeinen die direkte Untersuchung von der Zerlegung von 
o^’^^in seinen reellen und imaginären Teil vorzuziehen sein. 

Als Beispiel einer solchen Konvergenzbestimmung wollen wir eine 
Doppelreihe betrachten, die in der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen eine wichtige Rolle spielt, übrigens, wie sich zeigen wird, zu 
der in § 67, Nr. 6, S. 511, behandelten Doppelreihe mit reellen posi- 
tiven Gliedern in naher Beziehung steht Es werde gesetzt: 

/gox qW— ^ fwo: ft = 0, 1, 2, 1 mit Ausschluß der Kom- 

{(ia> + »<»')? \ V = 0, 1, 2, J bination ft = 0, » = 0. 

Dabei soRen a> und cd' zwei komplexe Zahlen bedeuten, welche nur 
der Beschiäuknng unterliegen, daß ihr Quotient: t = — nicht reäl sein 
soll. Es handelt sich danu* darum zu entscheiden, für welche Werte 
des Exponoiten q die aus den gebildete Doppelreihe absolut kon- 
vei^iert bzw. divergiert. Da Potenzen mit komplexer Basis bisher 
nur für ganzzahlige Exponenten und für den Escponenten ^ defmiert 
sind, also nur in diesen Fällen (ftm -|- veSy eine bestimmte Zahl vor- 
stdlt, so wird man vorläufig, soweit es sich um die handelt, 
unter p entweder eine ganze Zahl oder ein ungerades Mulaplum von 
g zu verstehen haben, t^bxend in bezug auf die | fto -f vcd' diese Be- 
schnnknng natürlich wegfidlen kann 
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Maa hat utin zunächst: 


(29) 

und, wenn 
gesetzt wird: 

mithin: 

(30) 


= L_ 

^ 0)9 

t = t + z’i (wo 1 1' 1 > 0) 

] ft + vf I* = (;i + V*)* + 

= /t* + 2ft vt + V* (iJ* + t' *), 

, ■ ^ 
I ft + vi = (ft* + 2 ftVT + V* (t* + t'*)^. 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem a. a. 0. (S. 511, Nr. 6) 
behandelten: 


so ergibt sich: 


(ofi* + 26 fiv +ev*y, 
l^~ac = — t'®, also: < 0, 


d. h. der fragliche Ausdruck ist, wie dort, eine (positive) gmdrceUsche 
Form mit negativer Determinante. Da sodaim: 


(31) 




'1^ ((t*+2fn-*+**(v*+r'»))*^ 


SO folgt ans dem a. a. 0. gefundenen Ergebnis (wegen 0 = -^ p), daß 
die Doppelreihe der für ^>2 hmvergwrt, &x p<2 divergiert. 
Da es schließUch freisteht, dieses Eesnltat auch wieder auf negative ft 
oder V bzw. ft und v zu übertragen, so ergibt sich schließlich: 


Die DoppelreiJie: 



— 00 


1 


iß(0 + VG}')^ 


WO der Ahmt den Ausschluß der Kombination = 0, = 0 

a/näeuten und — nicht reell sein soll, ist absolut Tconvergent 
oder absolut divergent, je nachdem p > 2 oder p ^ 2. 
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Nr. 1. 2. 


Kapitel III. 

Unendliche Prodnkte. 


§ 80. Konrergenz und Divergenz unendlicher Produkte. 

1. Es sei eine unbegrenzte Folge komplexer Zahlen 6^ (t;=0, 1, 2, ) 

von der Beschaffenheit gegeben, daß zu jedem bestimmten Index v eine be- 
stimmte, insbesondere vonNvU ©erscÄiedeMeZahl gehört (womit zunächst 
nicht ausgeschlossen ist, daß die 1 6^ | mit unbegrenzt wachsendem v sämt- 
lich oder zum Teil über jede Grenze wachsen oder unter jede Grenze 
hinabsinken können, sodaß also eventuell lim j | = -f oo. Im W\= 0). 
Setzt man sodann für « = 0, 1, 2, ••• 


( 1 ) 

kürzer geschrieben: 

( 2 ) 





BO heißt die im&ndlicke Faktorenfdge oder das unmMche FroduM: 

ce ' 

‘ • ^2 , kürzer gesclirieben: wenn, bei hinläng- 

0 

lieh groß gewähltem n, durch Hinzunahme hdidng vieler weiterer 
Faktoren: nur noch Änderungen erleidet, die im 

Yeigleich zn dem bereits gewonnenen Werte bdidng Mem sind, sodaß 
also, wenn gesetzt wird: 


bei hinlänglich groß gewähltem n für jedes p = 1, 2, 3, he- 

liäng Mein wird. 

Hiernach ergibt sieh als nolmnäige md hinreichende Bedingung 
für die Komergens des betreffenden unendlichen Produktes die folgende: 


.Zm hdidbig Meinem < > 0 muß sieh n so fixieren lassen, daß: 


( 3 ) 




<6 für p = 1, 2, 3, • 


2. Die Ungleichung (3) hat also zunächst als Dejmitim für die 
Konvergenz des unendlichen Produktes zu geltetL Es ergibt sich'nun 
aber weiter folgendes: 

Ist die Bedmgwng (3) &rfiM, so hesiM F^fwrn — ► oo 
emm' bestimmten von Null verschiedenen Gremewert, etwa: 
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lim = P, wdcher der Wert^) des unendlichen Produktes 

n-><» 

&0 • ‘ ^2 * • ' wirdy in Zeichen: 


(4) 


f[K = p 


0 

Umgekehrt: Existiert lim (üs enälicJi und von NvE verschieden, 

«->oo 

so konvergiert das fragliche unendliche EroduTct in dem früher 
hemckneten Sinne der Ungleichung (3). 


Beweis. Bedeutet & einen ganz beliebig anzanebmendeii eckten 
Bruck, so kann man demselben auf Grund der Voraussetzung (3) eine 
natürliche Zakl m so zuordnen, daß: 




1 


<d‘ für $ = 1, 2, 3, 


also, wegen |ö — 1 ® fortiori: 


m+e 


-1 


(? = 1,2,3, ), 


1) Man bezeichnet nicht selten zur Abkürzung den Wert eines unendlichen 
Produktes schlechthin als das imendliche Prodidct und sagt also in diesem Palle 
nicht nur „eine 2ahl werde dargesteUt durch ein gewisses unendliches JProdmW^ 
(d, h.^ rein formal dxurch ein Zeichen von der Pom: W • • «6^ • • * • welches in 
diesem Palle zweckmäßiger als unendliche Faktorenfolge zu bezeichnen wäre), 
sondern auch geradezu: „sie sei gleidh diesem imendlichen Frodukte'^^ Die Zwie- 
spältigkeit dieser Ausdrucksweise tritt besonders deutlich hervor, wenn man sich 
der entsprechenden Bezeichnungen hei den unendlichen Beihen erinnert. Hier 
wird stets scharf unterschieden zwischen der imendlichen Beihe^ d.h. einem Zeichen 

von der Porm: Uo + Ui + • * • + ay+ , und der Summe der unendlichen Beiher 

n 

d. h. dem Grenzwerte lim Man sagt demnach, „eine Zahl werde durch 

«->00 

0 

eine gewisse unendliche Beihe dargesteUt^'’ oder „sie sei gleich der Summe dieser 
unendlichen Beihe^^ (aber nicht: 9 , gleich der unendlichen Beihef^, Allerdings besteht 
eine gewisse Zweideutigkeit der Bezeichnung, von der auch hier beständig Ge- 


00 00 

brauch gemacht wird, schon darin, daß durch das Symbol Ek 


sowohl rein formcd die unendliche Beihe ao + aj-l — •+«»,+ bzw. da« un- 
endliche Produkt • by • * • - • (insbesondere ohne Bücksicht auf Eomergens 

oder JDivergene)^ als auch die Summe der unendlichen Beihe bzw. der Wert des 
unendlichen Produktes bezeichnet wird. Es empfiehlt sich diese kürzere Schreib- 
weise jedoch nicht nur wegen der Baomerspamis, sondern anch des leichteren 
Überblickes halber, da die beständige Benützung jener ausführlicheren Bezeich- 
nungen dem Texte nicht selten ein redit schwerföUiges und unübersichtliohes 
Aussehen verleiht. Übrigens erscheint jedes Mißverständnis durch den Zusammen- 
hang wohl stets ansgeschloBsen. 
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und daher, wenn man v statt m + ^ schreibt: 

p 

— # <C ^ 1 <[ Ö* (v = ?w -h 1, fw -f- 2, w + 3, )f 

somit schließlich: 

(5) (1— <!■?,' <(1 + '®')’ i -P b,! (v>m). 

Da hier | | eine bestimmte positive Zahl Torstellt, so sagt diese 

ün^eichnng zunächst ans, daß alle |P^| für v>m zwischen zwei 
festen positiven Zahlen liegen. Da das gleiche selbstverständlich auch 
für 1 P, 1, I jf*! 1, * • • I -P» I gilt» so existieren positive Zahlenpaare g, G 
von der Beschaffenheii^ daß: 

(6) Si<jP^|<ö für v = 0, 1,2, 

Wird jetzt e > 0 beliebig klein vorgeschrieben, so Bßt sich in- 
folge der Yoranssetzung (3) n so fixieren, daß: 

<1 (e = i,2,3, ), 

und da andererseits nach dem zweiten Teil der Ungleichung (6) jedenfalls: 

l-PJSS. 

so folgt durch Multiplikation der beiden letzten Ungleichungen: 

(7) |P«+e-P„l<*(«> = l,2,3, ), 

eine Beziehung, welche ja die notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Existenz eines bestimmten lim P^ darstelli Zugleich ergibt 

sich dann aber ans dem ersten Teil von Ungl. (6), daß: 

(8) KmlP.ISi;, 

n->o& 

also, wie behauptet, lim P^ enSUch und von Nvdl verschieden ausfilllt. 

n-^oo 

G-eht man umgekdirt von der Yoranssetznng (8) ans, so besteht 
eine Un^eichxmg von der Form: 

I P^ I > 5 » — d > 0 (wo d ^ 0) 

zum mindesten für alle v, welche eine passend gewählte Zahl m über- 
steigen, und da andererseits | P^ |, ] Pj^ |, • • • | P^ | oberhalb einer ge- 
wissen positiven Zahl Hegen müssen, so kann man setzen: 

(9) 1PJ^^'>0 für v = 0,l,2 •••••. 

Wird dann wieder s>0 beUebig Mein vorgeschrieben, so läßt 
sich auf Ghmnd der vorausgesetzten Existenz eines bestimmten Hm P^ 
ein n so fixieren, daß: 
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\Pn+,-K\<9'-^ ( 9 = 1 , 2 , 3 , ), 

und da nacii UngL (9) jedenfalls: 



so folgt durch Multiplikation der beiden letzten Ungleichungen: 



also, wie behauptet, die Existenz der Ungleichung (3). 


3. Nach dem letzten Ergebnis kann man also die Existenz eines 
endlichen^ von Null verschiedenen lim auch geradezu als Definition für 

die Konvergenz des unendlichen Produktes ansehen. Wenn also ein 
solcher Limes überhaupt nicht existiert (in welchem Palle man das un- 
endliche Produkt auch als unbestimmt oder osziliierend bezeichnet) oder 
wenn er unendlich ausfallt (was nur so viel heißt, daß lim | P | = -f oo, 

während der Einheitsfäktor Ton P_ keinen bestimmten Grenzwert zu 

ft 

besitzen braucht), aber auch dann, wenn lim P„ = 0 wird, heißt das 

n->«> 

Produkt divergent In den beiden letztgenannten Fällen schreibt man 
analog wie im Falle der Konvergenz: 

00 ce 

( 10 ) \ = oo bzw. JiJ h^ = 0 

0 0 I 

und sagt, der Wert des unendlichen Produktes sei menöBiich groß bzw. 
NuU, oder auch: das Produkt divergiere nach Unendlieh bzw. nach HuM. 
Daß auch das Auftreten des lim = 0 in dem TorU^enden 

Zusammenhänge als ein Fall von Divergem angesehen wird, während 

man doch andererseits die Zahlenfolge der P^ (v = 0, 1, 2, ) im 

gleichen Falle als Iconvergent zu bezeichnen hätte, hat seinen Grand 
darin, daß es sich hier doch nicht lediglich nm die Komergem einer 
Miäfigm ZaMenfolge (P^), sondern darum handelt, in angemessener 
Weise fesiznsetzen, was man unter Komergem eines unbegrenzt fort- 
setzbaren MiM^’Pcc^onspioxeaaeB rerstehen soll Wie nnn bei der 

CO 

unbegrenzt fortzusetzenden Sunwnation die Konvergenz sich 

0 

dadurch dokumentiert, daß die Summe ^ 0 + b^ + • • • + b,, bei hinlän glich 
groß gewähltem n durch Hinzufügung beliebig vieler weiterer Sum- 
manden ^„ 4 . 1 + nicAit mehr wesentlich alteriert 

wird, was dann und nur dann der Fall ist, wenn 

durch Wahl Ton n beUäng Mein wiri, so wird hier der Ein- 
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fluß der hinlänglieli weit hinausgerückten Faktoren 
dann nnd nur dann nach Möglichkeit eingeschränkt,, wenn ihr Prodnkt, 
wie groß man auch ihre Anzahl q annehmen möge, bei geeigneter Wahl 
von n sich hdiMg wenig von 1 tmtersdieiäet. Das aber ist gerade der 
Inhalt nnserer definierenden Ungleichnng (3). Und da diese letztere, 
wie bewiesen, allemal die Existenz eines endlichen, von Null ver- 
schiedenen lim nach sich zieht, so ergibt sich daraus die logische 
«->00 

Notwendigkeit, die unendlichen Produkte mit dem Ghrenzwerte NuM zu 
den divergenien zu zählen. Im übrigen besitzen solche Produkte in 
der Tat einen anderen Charakter als die nach unserer Definition als 
konvergent bezeichneten. 


4. Es verdient noch bemerkt zu werden, daß analog, wie mit 
|P^^p— P„| stets auch |P, + p— P,| fBr v>n beliebig klein wird, 
die Voraussetzung (3), d. L: 


( 3 ) 




<« 


stets eine analoge Ungleichung für 


•y+e 


und v>n nach sich 


zieht Aus (3) folgt nämlich, wenn man statt q einmal [i-h Q, das 
andere Mal ft schreibt und die betreffenden Ungleichungen mit | P^ | 
multipliziert: 


1 ^n+fi +g 1 ^ * 1 -P« 1 

//i = 0, 1, 2, • • • 



W=0,l,2,... 



.und hieraus nach bekannter Schlußweise: 

2« • |•^«l 

oder, wenn man v statt n-\- schreibt und die Ungleichung durch | P^ 
dividiert: 


< 11 ) 


Ü+i?— 1 

Tk A . 


<2«' 


(v > », 9 = 0, 1, 2, ). 


Andererseits folgt aus (3), daß für v^n: 


und daher: 






y 

Pn 

-1 


— — 1 


< « 


l-6< 


<1 + « 



also iiubesondere: 
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sodaß Ungleiclmng (11) sich durch die folgende ersetzen läßt: 
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( 12 ) 




< 1 ^ = 0 , 1 , 2 , ), 


d. h. der fragliche Ansdrnck -wird in der Tat für mit t 

beliebig Hem. 

Diese letzte üngleichung (12), welche ja für den besonderen Wert 
v = n dem Inhalt nach mit unserer definierenden Ungleichung (3) 
zusammenfiUt und somit eine hinreichende Bedingung für die Sm- 
vergmz des Produktes bildet, erscheint also zugleich auch als eine 
notwendige. Setzt man speziell p = 1, so ergibt sich daraus als eine 
jedenfalls notwendige (aber wie leicht zu sehen, nicht hinreichende) 
EonTergenzbedingung die folgende: 


(13j 

d.h. 

(14) 


.j 

K 

schließlich: 




2e 

1- s 


Hm \ = 1. 


(v ^ n) 


V->0O 

Wir wollen daher von jetzt ab \ iu die Form setzen: 


(15) 


1 + 


sodaß die notwendige Eonrergenzbedingnug (14) die Glestalt aunimmt: 
(16) lim = 0. 


§ 81. Absolute Eouyergenz eines unendlichen Produktes als 
hinreichende Bedingung für unbedingte Konvergenz. 

1. Es sei zunächst (v = 0, 1, 2, ) eine unbegrenzte Folge 

näder positiver Zahlen. Dann gilt der Satz: 

Die notwendige und hinreißende Bedingung für die Kon- 

vergern des Prodnktes TI (1 + lestM in der Eomergene 
■ « 

derHeOte >»' Ist diesetbe erfiSM, so ist überdies der Wert 
0 

des ProdiMes unabhängig von der Anoränmg der Faktoren. 


Beweis. Setzt man: 

2^(1 + «,) = (w = 0, 1, 2, ), 

0 


( 1 ) 



Abschnitt III. Kap.IH. Unendliche Produkte. 


Ni.l. 


622 


80 wird: 

. A, 


'”+g 




= «„+1 + «.J-s "t 


n+1 




+ «„+i«„+2+a„+i«„+3 + 

+ 


+ “n+p- 1 “n+p 


+ ß.+i «„+2 ' 


n+p 


und daher, wenn : 

( 2 ) 

gesetzt wird: 


«„+1+« +2+' 


(3) 


'n+e 


2 


+ “n+p=% 


+ «^ 

‘ n. ?■ ■' 


Soll die linke Seite dieser Ungleichungen durch Wahl von » beliebig 
klein werden, so muß das gleiche jedenfalls für d. L für 

w+g ao 

gelten, mit anderen Worten ^ muß hmergieren. Die Kon- 

«+i 0 

’oergme dieser Reihe erweist sich also als notwendig für diejenige des 
fraglichen Produktes. 

Ist nun aber diese Bedingung erfüllt, so läßt sich zu beliebig 
kleinem d > 0 ein n so fixieren, daß: 


n,q 


<d (p = l,2,3, ) 


und daher auf Grund der zweiten Ungleichung (3): 


(4) 




<d + d*+---+d? 


Die Komergeng von 



ist somit 


jenige des in Frage stehenden Produktes.*) 


auch hmreichend ftir die- 


1) Ist v>l, BO enthält (a„ 4 .i+»„ 4 . 2 H offenbar mit Sicherheit 

jede Kombination zur v*®» ELasse von mindestens ein- 
mal, außerdem u. a. die Glieder flodaß also jedenfalls 

(^n+i+^n+» größer ist als die Summe jener Kombinationen zur 

BOasse. 

2) Die vorliegende Beweißform wurde gewählt, teils um sich auf die 
Benützung der allereinfachsten Hilfsmittel zu beschränken, teils um den Beweis 
mit Rücksicht auf das in Nr. 2 abzuleitende allgemeinere Kesultat direkt auf die 
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Sei nun das Produkt konyergent und etwa: 

<30 

(5) + a^) = A (wo also A > 0). 

0 

Man bemerke zui^chst, daß, wegen 1 + <*, > 1, A^ mit v monotm 
mmimmf und daher: 

(6) A^ < A (far jedes v). 

Bezeichnet man sodann mit (v = 0, 1, 2, • • • • •) irgendeine Um- 
oränmg der Zahlen » =* 0, 1, 2, • • • und sefat: 

(7) 


80 kann man jeder Zahl n eine Zahl v > /t so zuordnen, daß A^ cMe 
Faktoren enthält, wel<ihe in A^ Torkommen.^) AkdariTi ist aber: 


( 8 ) 


a;<a,<a, 


woraus zunächst ersichtlich ist, daß ein bestimmter Um A' » A' existiert, 

^->00 ^ 

also das umgeordnete Produkt /7 ®i»,) homergiert. Zu- 

gleich ergibt sich aus IJngL (8), daß: 

(9) A'^A. 

Andererseits kann man, na<ihdem jetzt die Konrei^enz Ton Ui^ +- 
gegen den Wert A' bereits feststeht, in ganz analoger Weise erschließen, 
daß au<di: 

( 10 ) 


Bedingonir 




-1 


<s ZU stützen* Sonst könnte man kürzer folgender- 


maßen Terfahien. Man ündet unmittelbar: 


A„>ao + ^i+ • • •+“«» 

die Konvergen0 der Beihe ist also jedenfalls eine notwendige Bedingung für 
diejenige des Produktes» 

Andererseits hat man (s. §38, S. 208, CTngl. (21)): 

die Komergeng von ist also jedenfalls Mnreiehend dafür, daß unter 
einer endlichen Qzenze bleibt. Da aber A^ mit n monoton sonimxnt, so folg^, 
daß dann lim A^ eine bestimmte positive Zahl >1 Torstdlt, also 

konvergiert. 

1) Man braucht nur für ir die größte der Zahlen: «»q, Wj, • • • zu nehmen. 
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Aus der Verbindung der beiden Beziehungen (9) und (10) ergibt 
sich also: 

Ul) A'=A, + + 

0 0 

womit der oben ausgesprochene Satz vollständig bewiesen ist. 

2. Es sei jetzt (ö J eine Folge beliebiger Tcomplexer Zahlen (d. h. 
re^ ZaMeu aJa spezielle Fälle der komplexen immer inbegriffen, mit 
einziger Ausnahme Ton a^ — — 1, da das Auftreten eines Faktors 
1 -|- = 0 hier ein für allemal ausgeschlossen bleiben soU). Alsdann 

gilt der Satz: 

ao 

Ist E (l + i®vO so konvergiert awih das 

0 

00 

Produkt E (1 + sein Wert ist von der Ämrämmg 

0'^ 

der Faktoren ‘mdbhängig. 

Beweis. Sefad; man: 

(12) I<>,I=».,]T(1 + <«,)=A„ ]7(1 + »,)=A- 

0 0 

so folgt: 

1 - (1 + ».+0 (1 + ■>,+.) • • • (1 + - 1 

= »,+i+ 0,+s+ • ®,+2+ i- ff»+i • «,+j • • • «v+f 

und analog: 

-^-1 = a .+ i + «,+2 + • «.+ 2 + • • • • + 

=l®*+ll + l®.+2l + i«:+l'«,+2l+ + + 

somit: 

•^+e _ i i = 

A, ^ = A, Mp = 0,1, 2, 

Da aber das Ftodnkt 77 (1 + nach Yoraussetimng konmgiert, so 
läfit sich die rechte Seite dieser üngleichung durch Wahl von v = n 
beliebig Mein machen, also auch die linke, womit die Kmoergem des 
Produktes för v — > oo bewiesen ist 
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Sei nnn: 

(14) (1 + = A, (1 + aj = A. 

0 0 

Bedeutet dann wiedenini (m^) irgendeine TJmordnnng der Zablenreihe (v) 
nnd setzt man: 

(16) ]7(i+«j=a;. 

0 0 

so konvergiert zunäclist nach Nr. 1 das zweite dieser Produkte fclr [i — > cx> 
gegen den Wert A, also: 

(16) ]^(l + a^)=limA;=A. 

0 


Ans der Komergene dieses Produktes folgt dann aber nach dem 

00 

soeben bewiesenen Satze diejenige von Irl (1 + ), sodaß man setzen 

kann: o 


(17) 




/tt-^oo 


wo Ä' eine bestimmte, ron Null vemcbiedene Zahl bedeutet, ron welcher 
nur noch nacbznweisen ist, daß sie mit A zusammenföOt. 

Man kann nun jeder natürlichen Zahl g, eine andere so zu- 
ordnen, daß und um so mehr A^ für oMe Faktoren enthält, 

welche in A' Vorkommen, sodaß also — 1 > 0 ausi^t. Alsdann 
wird — ganz nach Analogie von üngL (13): 


(18) 



<-T^ — 1 fiir jedes g und für v>p , 


und daher fär v — ► oo: 


(19) 




1 für jedes g. 


Daraus folgt aber schließlich für g — *■ oo mit Berücksichtigung von 
öl (16), (17): 


= 0, d.lL A’ = A, q.e.d. 
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3. Da die Konyergenz des unendlichen Produktes HiX 
nach dem Satze von Nr. 1 von derjenigen der Reihe 2\%\ abhängt, 
so kann man den Inhalt des eben bewiesenen Satzes auch folgender- 
maßen aussprechen: 

00 

Das unmMche ProduU JiJ (1 + a^) iesiM einen hestimmten^ 
von der Anordnung der Faktoren unaWmtgigen Werty wenn die 

ae 

B.eihe ^ dhsolixt (bsw. unbedingt) Tconvergiert. 

0 

Neimt man ferner das tinendliclie Produkt JJ(1 + oj absolut 
konvergent, wenn das Produkt j?7(l + |®vl) konvergiert^), dagegen 
unbedingt konvergent, wenn es u/naibhämgig von der Anordnung der Fak- 
toren einen eindeutig bestimmten (von Null verschiedenen) Wert hat, 
so kann man die vorstehenden Besultate folgendermaßen zusammen- 
fassen: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die abso- 
lute Konvergem des unencdidien Prodtiktes. ]2(X -f aj bestäht 
in der absoluten Kon/oergeng der Beihe ^a^. 

Das absolut hmvergmte ProduU Umvergiert auch stets un- 
bedingt. 

Hiernach bildet also die dbsdhite Konvergenz des Produktes JJ(1 + a^) 
eine hinreichende Bedingung fSr dessen unbedingte Konvergenz, ln den 
folgenden beiden Paragraphen soll nun gezeigt trerden, daß diese Be- 
dingung auch eine notwendige ist, sodaß aus der unbedingten Konver- 
genz eines Produktes stets auch auf dessen absolute Konvergenz ge- 
schlossen werden kann. 


§ 82. Besondere Produkte, welche nicht anders als absolut 
konvergieren können. 

1. Die in Kr. 1 des vorigen Paragraphen betrachteten Produkte von 
der Form 77 (1 + a)), wo reeZ? m»<Z > 0, Tconvargierm und divergieren 
gleichzeitig mit der Beihe das letztere folgt daraus, daß ja die 

Konvergem von auch eine notwendige Bedingui^ fSr diejenige des 
unendlichen Produktes bildet. Im übrigen erkennt man auch ohne 
weiteres aus der Ungleichung: 


1) Daß das Produkt in diesem Füle auch wirklich stets seihst 

hmvergieri, folgt ja aus dem Satze von Nr. S. 
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n 

(1) + «,) > 1 + «0+ “i-f 1- 

0 

« 00 

daß (1 .+ ccj mit ^ nach + oo divergiert. Ein Produkt dieser 
0 0 

Art konvergiert somit absolut (und dann eo ipso mbedingi) oder gar 
nicht. 

Sei jetzt: 

(2) a; = (i-<0(i-,^).. 


WO wiederum cc^ > 0 (mit Ausschluß von = 1). Da wir uns auf die 
Betrachtung solcher Produkte beschränken können, für welche Km « = 0, 

V^oa 

so dürfen wir ohne Beeintiäohtigung der Allgemeinheit annfthniATi^ daß 
die durchweg unter der Einheit Kegen (da man dies ja nötigenfalls 
durch Abtrennung einer endlichen Anzahl Ton Faktoren, also nVtrA ijide- 
rung der Konyergenz bzw. Divergenz des betreffenden Produktes er- 
zielen kann). Alsdann hat man: 


also auch.: 




0<1 ’ 


und somit: 

(3} 

scdaß im Falle der lUvergene von JJ(1 -1- a^) bzw. sieb ergibt: 


^“^(l + “a)(l + “i) ••• (1+ 


(4) Km A; = 0, 

«->00 

d. h. das firagKche Produkt divergiert in diesem FäKe nocA NüU. Da 
dasselbe andererseits nach dem Satze Nr. 2 des vorigen Paragraphen 
^eichzeitig mit TT ( l + a„) absdut Twnmergiert, so ergibt sich, daß auch 
ein Produkt von der Form TT {\ — «,,) entweder dbsdut (und dnun eo 
^so unbedingt) odmr überhaupt wkht Iconvergiert. 


2. Es erscheint für das Folgende wichtig, zunächst festznstellen, daß 
die analoge Eigenschaft auch den unendKchen Produkten von der Form: 

JJ ( i - i - V )> — 

0 0 

zukommi Es werde gesetzt: 

(6) j[7(l + 1^(1 -«,*)“ 4 a- 

0 0 
Pz ln g tli alm , Voxlenmgtn 1, S. 
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Alsdann soll gezeigt werden, daß diese Produkte für n = oo gleich- 
zeitig mit der unendlichen Reihe stets in einer sogleich näher 
zu charakterisierenden Weise divergieren. Man hat zunächst: 

(6) j^*!. 

und man erkennt hieraus, daß lim | | = lim | | entweder endlich 

n-^co »->00 

und hestvmnit (und zwar offenbar > 1) oder ^positiv imendlich sein müssen. 
Das eräf&re findet offenbar dann und nur dann statt, wenn Äow- 

vergiert (gleichgültig ob konvergieren oder divergieren mag), das 
letzt^e, wenn divergiert. Wir zeigen mm, daß in jedem dieser 
beiden Fälle der Emheitsfdktor von A„ bzw. für n — ► oo Tceinen 
hestmmten Orenswert besitzt, falls divergiert. 

Setzt man allgemein: 

(7) = + 

und daher: 

(8) Ä = 

(wegen; ‘ = \ = B*+ Vf), so werden die MnheUsfdktoren von 

bzw. dai^esteUt durch die Ausdrücke: 


(9) 0,-i 




ixi’* - 


i (wo: |Aj=}/B*+r*)- 


Man erkennt hieraus zunächst, daß für v — *■ oo entweder C„ und 
gMchgeitig bestimmte Grenzwerte besitzen oder gleidizeitig unbestimmt 
werden. Es genügt daher, sich des weiteren mit einem dieser Aus- 
drücke, etwa mit zu beschäftigen. 

Soll nun C für v — >• oo einen lammten Orenmert besitzen, so 
sind nach dem zuvor Gesagten folgende zwei Möglichkeiten zu unter- 
scheiden: 

Emtw^^r hat lim | .4^ | = lim VB* -t- f* einen bestimmtm, von Ntdl 

r->» • v->oo 

verschiedenen Wert, sodaß auch mindestens einer der Grenzwerte lim B , 
hm heämmt und von Null verschieden sein müßte (NB. der andere 

v->® 

könnte dann auch =0 sein). 

Oder: es ist lim 1 4^ | = oo, in welchem Palle offenbar mindestens 

r->«i 

einer jener Grenzwerte mit hesMmmtem Vorseichen wtmdMch werden 
müßte. 

In jedem dieser beiden Fälle müßte aber eine ganze positive Zahl 
m eidstieren, sodaß für »>»» mindestens eine der beiden Zählen B^, 



Nr. 2. § 82. Besondere Produkte, welche nicht anders als absoint kontergieren. 029 


absolut genommen über einer gewissen positiven Zahl^ liegt und 
beständig dasselbe Vorzeichen besitzt. 'Es bleibt also nur nachzuweisen, 
daß jede dieser Annahmen mit der Divergenz von 2^^ unverträglich ist. 
Hierbei genügt es aber vollständig, diesen Beweis für die dne Ab- 
nahme zu führen, daß — d.h. der reelle Teü von — für t/ > w 
beständig * positiv und > jr bleibt. 

Wäre nämlich für v'^m negativ (also : — By > 9\ so brauchte 
man statt des Produktes nur das folgende: 

zu betrachten, welches jetzt einen für v > w positiven reellen Teil > g 
besitzt, TJnd soll eine der betrejffenden Annahmen für gelten, so 
kann man statt A^ eius der folgenden Produkte einführen: 

4 :' = q: i = (± r J + (q= B^) . i , 

von denen dann eins wiederum einen für positiven reellen Teil 

>g besitzt. Hat dann der Einheitsfaktor vonA^ bzw. A" fax 
Itmtm bestimmten Grenzwert, so gilt offenbar wegen \Äl\ = \Ä"\ = \ [ 

das gleiclie fär den Einbeitsfaktor von (bzw. A^. 

ITebmen wir also jetzt an, man babe: 


( 10 ) 

Aus: 


B^>g>0 für v>m. 




i=(B. + r, 


»)(1 + a .+ r ») 


folgt ntm: 

I (a) r, 

1 0) + a,+i * B,. 



Setzt man in der zweiten dieser Gleichungen der Reihe nach: 

= w + + — 1, 

so ergibt sich durch Addition der betreffenden Gleichungen: 

+ C“«+1 ' + “«+S ■ + — + “m+e ■ 

nnd daher mit BerdckBicbtignng von UngL (10): 

( 12 ) + 

sofern wiedemm: 

(13) «„+1 + «„+» + • • • + «*+j = «„.p 

gesetzt wird. 


41 * 
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Da nun infolge der Toraosgesetzten Divergenz von. die posi- 
tive Zahl durch Wahl von q beliebig groß gemacht werden kann, 
so läßt sieh insbesondere eine Zahl p == w so fixieren, daß: 


r « >1, 

also nach üngL (12): 

CW) '■.^.,>1 

wird. Da aber aus GL (11b) mit Berücksichtigung von Ungl. (10) 

folgt, daß: P ^ r j?“ 

® > r, für: v>m, 

so zieht die Ungleichung (14) sofort die folgende allgemeinere nach sich: 

(15) > 1 far: ^ = 0, 1, 2, 

Legt man jetzt in Gl. (11a) dem Index v der Beihe nach die 

tn + n, w + «+l,"--, m + « + p — 1 
\ 

bei, so ergibt die Addition der resultierenden Gleichungen: 


Werte: 


<B 




(nach Ungl. (14), (16)). 




Da aber ^ für hinlänglich große Werte von q jede noch so 
große Zahl übersteigt, so muß von einem gewissen Werte (> 

ab negativ ausfallen: die Annahme, daß B^ für v>tn sein Vorzeichen 
nicht mehr wechseln sollte, erweist sich somit als unzulässig. 

Hieraus .folgt aber in Verbindung mit dem zuvor Gesagten, daß 
der Einheitsfaktor von — und somit auch deijenige von — 
für V — ce Icemm bestimmten Grenzwert besitzen kann, falls ^Ov diver- 
giert, und es güt somit der Satz: 


g9 

Ein mencRiches Produkt von der Form (1 + « ») hew. 

m — ccj) {wo > 0) divergiert stets gleickmUg mit der 

PßRw wtd mar in der Weise, daß der Ei/rA&tsfaktor 

0 

unbestimmt wird (gleichgültig, ob der absolute Betrag einen 

endlichen Grenzwert besitzt oder unendlich groß wird, was von 

00 

der Konvergenz bzw. Divergenz der Reihe abhängt). 

Ein solches Prodidet kann daher, wenn es Überhaupt kon- 
vergiert, nur absolut komergieren. 
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3. Wir betraottefla schließlich imendliche Produkte Ton der Form 

CO 

jvj (! + ?'» + dy*)) ■'^0 die und ebenso die reelle Zahlen gUidien 
0 . . 

Vorzeichens mit dem Grenzwerte Null für v — >• oo bedeuten (d.h. die 
y^ sollen unier sich, desgleichen die 8^ wnier sich — aber meht not- 
wendig die y^ mit den 8^ — gleiches Vorzeichen besitzen). Hierbei 
kann man wiederum ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit voraus- 
setzen, daß die \ y^\, | | durchweg < 1 sind; auch dürfen beliebig viele 

der Zahlen y^, 8^ gleich Null sein. Setzt man alsdann: 


(17) 


]7(i + n + «,i)-J‘. 


und zerlegt jeden Faktor dieses Produktes folgendermaßen: 

1 + y, + = (1 + y,) • »)» 


SO wird der Einheitsfahtor dieses Ausdruckes wegen 1 + > 0 nur 

von dem Teilfaktor: 




abhängen (da ja der Einheitsfaktor einer komplexen Zahl durch Multi- 
plikation mit einem positiven Faktor keine Änderung erleidet). Infolge- 
dessen wird auch der Einheitsfaktor des Produktes: 


(18) 




=p'-p" 


lediglich von demjeweffewTeilprodukteP" und daher schließlich derjenige 

von lim P^ = JpJ (1 + d,i) ledi^ich von lim P"= 

0 . 0 
abhäi^en. Daraus folgt aber (nach dem Satze von Nr. 2), daß der 

Einheitsfektor von P^ für m — *■ oo mlestin 

das Produkt 

(19) = 


werden müßte, wenn 


divergierte, sodaß also die Eonvergem dieses Produktes als eine not- 
wendige Bedingung für diejenige des Produktes (l-fy,+ d,*) «scheint. 
Setzt man so^im Gl. (18) in die Form: 
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so erkennt man, daß mit den Produkten P , P" auch stets das Pro- 
dukt P^' komergi&fm muß, sodaß sieh die Konvergenz dieses letzteren 
Produktes als eine zweite notwendige (und übrigens, wie Gl. (18) lehrt, 
in Verbinduixg mit jener ersten auch hinreichende) Bedingung ergibt. Die 

Konvergenz der beiden unendlichen Produkte 77 (1 H- y,), //(l + i;q~ *) 

erfordert aber (da die desgleichen die gleiches Vorzeichen be- 
sitzen und 1 + > 0) nach Nr. 1 und 2 die Konvergenz der l>eiden 

Reihen • Da aber die letztere Reihe — wegen: 

lim = 0 — stets gleichzeitig mit der Reihe ] konvergiert und 


divergiert, so lassen sich diese zwei Bedingungen auch ersetzen durch 
die Konvergenz der Reihe + I I • *) oder schließlieh durch 

diejenige von + d,i|, nnd man erhält somit den Satz: 


Die notwendige (und hiwrdehende) Bedingung für die 
Komergmz des BroduUes: 

f[()- + Y. + Ki), 

0 

wo die reellen ZaJden y^ unter sich, desgleichen die 8^ unter sich 
gleiches Vorzeichen besitzen, besteht in der (absöluton) Konvergenz 
der Beihe -f 8^1), 

Ein s(Mies Brodukt kann daher, wem es Überhang kon- 
vergiert, vm absolut konvergieren. 


§ 83. i-hsolnte Konvergenz eines nnendlichen Produktes als not- 
wendige Bedingung f&r unbedingte Sonrergenz. 

1. Um das zuletzt gewonnene Resultat auf ein unendliches Produkt 
von der Form 77(1 -f anwenden zu können, falls die beliebige 
komplexe Zahlen bedeuten, bedürfen wir nur noch des folgenden Hilfs- 
satzes (dessen Analogon für unendliche Reihen § 58, Nr. 1, S. 406, aus- 
gesprochen wurde): 

Bd einem unbedingt konvergenten BroduMe konvergiert 
auch jedes bdiebig herausgdiobene Teüproäidct. 

Beweis. Es sei: 

(1) ]^(l + oJ=A 

0 

ein tmbedingt konvergentes Produkt. Zerlegt man die Folge der 
in mei unbegrenzte Folgen (6^)^ (c^) und setzt: 
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( 2 ) 


(l+Jo)(l + 5,)...(l + V = ^^ 

(l + Co)(l + cJ...(l + c,)=(7„ 


so folgt aas der unbedingten EouTergenz des obigen Prodokies, daß: 


(3) ]imBn—Ä (wo also: >0), 

fit eo ^ 

daß also, die Boppdiolge {B^C^ gegen den Grenzwert Ä konvergiert. 
Infolgedessen müssen sieb jeder beliebigen positiven Zabl s zwei 
Zahlen m, n so znordnen lassen, daß: 

(4) 1 4 — • C?, I < « für fl > OT, 1 / ^ w. 

Nimmt man hier s merklich kleiner als |.^| and benützt wieder 
die Relation: 

so ergibt sich: 

— s<\Ä\ — \B^‘CJ<s {fi>«*,v>»), 
and ans der zweiten dieser TJngleichongen: 

(5) 


wo also g eine bestimmte positive Zahl bedentet. 

Andererseits müssen sich infolge der Beziehong (3) za jeder be- 
liebig klein vorgelegten positiven Zahl d zwei Zahlen M, N so fixieren 
lassen, daß: 


( 6 ) 




Cj. -B 


C\<S-g für 


fi^Af, p = 0, 1,2,- 
v'^N, ff = 0, 1, 2, ■ 


wobei es offenbar freisteht, in jedem Falle M>m, N>n zu wählen, 
sodaß gleichzeitig mit üngL (6) auch UhgL (5) besteht. Setzt man 
non in (6) einmal ff = 0, das andere Mal ^ = 0 and dividiert die so 
entstehenden TJngleichongen durch TJngL (5), so ergeben sich die Be- 
ziehungen: 


(7J 


B 








<S 9 = 0,1,2, 

<S {v>N, ff = 0,1,2, 


•) 


welche in der Tat die Konvergenz der unendlichen Produkte: 
77 (1 + c,) nach sich ziehen.*) 


1) Der obige Beweis des fraglichen Satzes beruht o&nbax wesenäich auf der 
in § 81, Kr. 8, 8. 886, gegebenen Definition der mAedingten SnnTetgenz eines un- 
endlichen Frodnktes, nach welcher nicht nnr die Kowongna, sondern auch der 
Wert eines als unbedingt konvergent zn bezeichnendmi Produktes als unabhängig 
von der Anordnung der Faktoren angenommen wird. Kun läfit süfii aber die 
Definition der wAeämgten Konvergenz ffir unendlidie ProätAte'ia analoger Weise, 
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2. Da jede komplexe Zahl in die Form gesetzt werden kann: 

0, = ± ± ßj> 

wo ti^'^0, ß^>0, so wird sich ein unendliches Produkt von der Form 

00 

JiJ (1 + oj im a%emeinsten Falle in vier Teilprodukte von folgender 
0 

Form zerlegen lassen: 


( 8 ) 


wo die a^, wesentlich positiv oder Null sind, und wo einzelne dieser 

Produkte auch begrenzt sein oder ^nzlich fehlen können. (NB. Ist 

irgendein = 0, so kann man den entsprechenden Faktor 1 + ß^i ganz 

nach Willkür dem ersten oder zweiten, bzw. 1 — ß^i dem dritten oder 

vierten Produkte zuteüen — und analog, falls ß^ = 0.) 

00 

Ist nxm n (1 + unbedingt konvergent, so muß nach dem eben 
0 

bewiesenen Satze jedes dieser Partialprodukte emdn Tconv&rgkren. 
Hierzu ist aber nach dem letzten Satze des vorigen Paragraphen no^- 
vmdig, daß jede der Reihen: 


0 

CO 

n(i 

0 

E (i + ßfi), 

^ 0 

oo 

J7(i 

0 


.sK'-r«!, 

konyergiert^ und da deren Konrergenz diejenige von iiach sich 

zieht» so ergibt sich schließlich: 






?(»).• 






wie dies für unendliche Beihm bemerkt wurde (s. § 58, Nr« 2, S. 407), auch weiter 
fassen, nämlich, in der Weise, daJB man ein* unendliches Produkt schon dann un* 
leäingt konvergent nennt, wenn es nur unabhängig von der Anordnung der Fak- 
toren überhaupt stet^ konvergiert (also ohne den Zusatz: gegen denselben Wert), 
Auch in diesem Fidle bel^t der Satz, daß jedes beliebig heiausgehobene Teil- 
produkt konvergiert, seine Gültigkeit, nur muß man dann den folgenden Satz von § 41, 
Nr. 6, S.268, bzw» dessen unmittelbar einleuchtende Übertragung nxdkomplexe Boppel- 
folgen zum Beweise heranziehen: Eine JDoppelfolge ist komergent, wenn jede 
reguläre (d* h» mit monoton wachsenden Indizespaaren yersehene) Teilfolge komergiert. 
Ln vorliegenden Falle würde aus der bloßen Konvergenz sämtlicher Teilfolgen 
(ohne ansdrückliohe Voraussetzung des ZueamnenfäRens ihrer Grenzwerte) 
die Koiwergens der Bo^lfdlge {B^O^ und damit die Existenz des im Texte mit 
A beieichneten Grenzwertes folgen, woraus dann alles Weitere wie im Texte 
sich ergibt. 
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Die notwendige (imd nach § 81, Sr. 3, S. 626, au<^ 
hinreichendej Bedingung für die unbedingte Konvergenz des 
unendlichen Produktes JJ (1 + oj lestM in der absoluten 
Konvergenz der Seihe 

Oder aueh, da nach § 81, Nr. 3 die Konvergenz von ^ ja^ 'j die 
äbsohie Konvergenz des betreffenden Produktes zur Folge hat: 

Jedes unbedingt hmvergente Produkt hmvergiert auch 
absolut.^) 

. Da andererseits fs. § 81, Nr. 3) jedes dbsdui konvergente Produkt 
auch vrAedingt konvergiert, so ist hiermit das vollständige Zusammen- 
fällen von absoluter und unbedingter Konvergenz eines unendlichen 
Produktes erwiesen. 

Schließlich bemerke man, daß sich der in Nr. 1 dieses Paragraphen 
bewiesene Satz auch umkehren laßt, indem ja die Konvergenz der Teil- 
produkte (8) auch eine hinreichende Bedingung für diejenige des Ge- 
samtproduktes bildet; d. h. es gilt der Satz: 

Bin unendliches Produkt ist unbedingt konvergent, wenn 
jedes herausgdiobene unendliche Produkt konvergiert. 

Es findet also in allen diesen Beziehungen eine vollkommene 
Analogie zwischen unencdichen Sähen und unendlichen Produkten statt. 


§ 84 . UmfonnTing eines absolut konrergenten unendlichen 
ProdnMes in ein zweifach nnendliehes Produkt. — Unendliche 

Doppelprodnkte. 

1. Der Satz, daß der Wert eines absolut konvergenten Produktes 
unabhängig ist von der Anordnung der Faktoren, gestattet eine ähn- 
liche Erweiterung wie der entsprechende Satz fär unendliche Beihen, 
d. h. der Wert des Produktes bleibt ungeändert, wenn man dasselbe 


1) Auch diese Aussage bleibt erhslteu, wenn mau ihr die in der vorigen 
Fnänote erwähnte weitere Pefinition der unbedingten Konvergeiu zngiunde legt, 
da ja nach dem dort Gesagten anch in diesem Falle die Komergem der Teil- 
prodnkte (8) gesichert ist und somit der im Text gegebene Beweis keinerlei 
Änderung erleidet. Da aodann nach dem Satze von § 81, Nr. S, S. 6S4, jedes 
abwlut konvergente Produkt einen von der Anordnung der Faktoren unabUngigen 
Weit besitzt, so folgt schließlich, daß jedes tt» weütren Same unbedingt kon- 
vergierende Produkt auch im engeren Sitme wiheämgt konrergieil^ mit anderen 
Worten, daß auidk der Wert eines konvergenten. Produktes von der Anotdnung 
der Faktoren unabhängig ist, sobald' nur feststcht, daß das Produkt in jeder 
Anordnung hmvergiert. 
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in eine (endliche oder unbegrenzte) Anzahl (eo i^so konvergehter) 
Partialprodukte zerlegt und sodann deren Werte •mederum zu einem 
(endlichen oder unendlichen) Produkte vereinigt 

Betrachten wir zunächst wieder ein konvergentes Produkt von der 
Form: 

<D 

(1) A = |^(l + «J, wo >0, 

0 


und denken uns die Folge der («J, um gleick den aUgemeineren Fall 

zu behandeln, in eine zweifach unendliche Folge (^—0^1^ 2^ ^ 

zerlegt; so kann man das obige Produkt folgendermaßen in eine un- 
begrenzte Anzahl Ton konyergenten Partialprodukten zerlegen: 


(1 +.»)(! +«;■>).•■ (!+<’) 


lim A?"- A'’’ W = 0, 1, 2, • • •)’ 

^->06 ^ 


Setzt man sodann: 

(3) 

(4) 

so folgt zunächst, daß für jedes noch so große 

(6) A™.A®...aW<A 

sein muß, da ja dieses Produkt nur eine legrmete Anzahl von Faktoren 

n 

aus dem mit n monoton mtehmenden Produkte (1 + entlmlt 

0 

Andererseits kann man zu beliebig klein gegebenem « > 0 eine Zahl p 
so fixieren, daß: 

(6) A,=]7(l + «,)>A-e, 

und sodann zwei Zahlen (my n) so annehmeU; daß; 

(7) A^®^- A®^-.- A^”'^ A^ für: p > m, v>n. 

Die Zusammen&ssung der Ungleichungen (6), (6), (7) gibt also: 

(8) A — «< A^®^-A® ••• A^’'^<A (ii^m,v>n), 
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und hieraus »folgt, weim mau zuerst sodann v über alle Grenzen 
wachsen läßt: 

00 

(9) A-6<|^ A 

0 

d. h. man findet schließlich: 


(10) 

0 0 0 
wobei der Ausdruck; 


QO OO 00 / 00 \ 

JvJ <Jiö Bedeutung von: 

hat und als meifach mendliches Produkt oder präziser als Heriertes 
unendliches Produkt bezeichnet wird. 

Man erkennt ohne weiteres die Richtigkeit des entsprechenden 
Resultates, falls die Anzahl der Yorhandenen Partialprodukte eine 
begrenzte, etwa ist, indem für diesen Fall an die Stelle der 
Ungleichung (9) lediglich die folgende tritt; 

(11) a-.<]7a«<a. 

0 

Betrachtet man sodann die Gleichung (10) als die vrsprünglÄ^ geg^me, 
so kann man umgeltäiri zeigen, daß jedes durch irgendwelche Gruppierung 
aller möglichen Faktoren aus dem obigen iteriertm Produkte 

hervorgehende einfack unendli^ Produkt gleichfalls gegen den Wert A 
konvergiert. 

Paßt man nämlich zunächst diejenigen Faktoren zu einer Gruppe 
zusammen, wdiche je eine Diagonale des Schemas (2) bilden, xmd setzt: 

(12) (1+ <’)(i + «‘’'-‘^). • ■(! + «fij(l + «f) = r^(»'=0,l,2, ), 

so erkennt man ohne weiteres, daß: 

(13) r,.r,....r,<A^^Af...Af><^ 

flO 

woraus sofort die Konvergenz des unendlichen Produktes folgt, 

0 

(da • Tj • * • mit v monoton zunimmt). Da sodann aber das zwei- 
fach unendliche Produkt (10) als eine Zerlegung des einfachen Pro- 
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CO 

duktes n aufgefaßt werden kann, so ergibt sieb amf Grund des 
0 

oben bewiesenen Resultates, daß auch: 


(14) 


]7r.= A 


sein mnß. 

Da schließlicli jedes andere durch Umformung des iterierten Pro- 
duktes entstandene einfache Produkt als eine bloße Umordnung des 

oe 

einfach unendlichen Produktes JvJ betrachtet werden kann, so ist 
dessen Konvergenz gegen den Wert A gleichfalls evident, 

2, Sei jetzt das absolut konvergente Produkt: 


(15) 




vorgelegt, wo die beliebige komplexe Zahlen bedeuten, öibt man 
dann den Bezeichnungen die analoge Bedeutung wie oben 

den a^\ A^, so folgt zuimehst, daß die Produkte .4^’'^für — >-oo ab- 

solut konvergieren müssen, sodaß man also setzen kann: 


(16) 


Hm^« = .4<^>(v = 0,l,2, ). 




Sei ferner 1 | | = so laßt sich zuMcbst wieder einer 

beliebig klein vorzusc!^eibenden positiven Zahl s eine Zahl p so 
zuordnen, daß: 

(17) A-A,<e. 

Da sodann für jedes p>0: A,^^ — A^^), so hat man für 

Q — ► oo: 

(18) |4-J.J<A-A^<6. 


1) Mau hat nämlich: 


und sodann: 


I ^J>\ \^p\ 




^£+£-1 




(s. S. 624, TJngl. (18)), also ecHießlich: 


I e I = Ap, 
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Andererseits kann man zwei Zahlen n so groß annehmen, daß 

n fl Vf 

ff U — “id um so mehr H bzw. E für 

0 0 “^0 0 

lL'>7n^v'>n — (üle Faktoren enthält, welche in A bzw. A vor- 

— — / pp 

kommen. Aladatin wird: 

(19) I . . <>- <A,». A»'. . . A«-A, 

und, wenn man erst sodann v über alle Grenzen wachsen läßt: 

00 

(20) ];j^<»)-4^A-A^<e. 

0 

Aus Ungl. (18) uud (20) folgt: 

(21) j[^A«-^<2s, 
d. b. mau findet schließlich: 

(22) Pf A^^ =f[ fl (1 + a«) A. 

0 0 0 

Analog ergibt sich: 

(23) f74«=]7fj(l+<>)=A 

0 0 0 

falls im ganzen nur n Fartialprodukte Torhandmi sind. — 

Ist umgekehrt ein absciut konTergentes mdfach unendliches Pro- 
dukt Torgelegi^ welches der Gleichung (22) genügt, so folgt zuiüiohst mit 
Benützung des in Nr. 1 gewonnenen Besultates, daß das durch An- 
ordnui^ nach Diagonalen entstehende emfad» Produkt ähsolui kon- 
vergiert. Sein Wert kann dann aber wiederum kein anderer sein als 
derjenige des iterierten Produktes (23). Und daraus folgt schließlicl^ 
daß jedes durch ITmformui]^ des iterierten Produktes (23) entstandmie 
ein&che Produkt g^en den Wert A konvergiert 

3. Als Beispiel für die Zerlegung emes einfach nnendlichea Pro- 
duktes in ein zweifach unendliches imd dessen tTmformung durch Aus- 
wertung der einzelnen Partialprodukte wollen wir eine merkwürdige 
Idmitiiat ahleiteo, die schon Euler angegeben hat und die nach Jaeobis 
Yoi^ange in der Theorie der eUiptischen Funktionen Anwendung 
findet 
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Es bedeute g eine beliebige komplexe Zahl von der BeschaÄen- 

oo 

heit, daß : g i < 1. Da alsdann die Reihe ^g^ absolut konvergiert, 

3L * 

so gilt das gleiche von dem unendlichen Produkte JiJ (1 + g^), sodaß 
man setzen kann: ^ 


(24) 


(1 + 2^) = Q- 


Nun laßt sich offenbar jede positive ganze Zahl X stets, und zwar nur 
auf eine einzige Weise in die Form setzen: 

X = 2^ • (2v + 1), 

wo sowohl ji, als v irgendeine bestimmte Zahl aus der Reihe 

0, 1, 2, bedeutet; und umgekehrt stellt ein Ausdruck von der 

Form: 2'* • (2» + 1), falls ^ die angegebene Bedeutung haben, eine 
gsoze Zahl dar. Infolgedessen läßt sich Q folgendermaßen als zwei- 
fach Tmendliehes Produkt schreiben: 


(25) 

0 0 

Bedeutet jetzt a eiae beliebige komplexe Zahl, deren absoluter Betrag 
kleiner als 1 ist, so hat man: 


00 ffl afi 

]tT(l + a'')=.IÜaJTl=i^ 

X X ^^00 j X 1 — a 


fi+i 


(26) 


= lim 


= lim 

fn->oo 


•a 




1 1 - a* 


1 — a' 


sm-f 1 


1 — a 


l — a' 


2«»+l 


1-a- 


2« 


= (da lima'*=0 wegen: lim ja" 


und daher, wenn man a — gl 


2» + l 


setzt: 


=lim jaj"=0); 

n->oo 


(27) + 

Durdi Einfahrung dieses Wertes in das Doppelprodukt (25) ergibt 
sieh also die Eulersche Relation: 


28) 


1 0 * 


1 
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die man übrigens etwas kürzer ancb folgendermaßen ableiten kann. 
Zerlegt man die Reibe der Zahlen v in die Reihe der ungeraden und 
der geraden Zahlen, so folgt, daß: 

(1 - s’) = ]7 (1 - S*'+‘) • ]7(1 - 3”) 

1 0 1 

(29) -]7ft-3”-‘)-J7(l + 3').]7(l-3’) 

0 11 

und hieraus durch Division mit dem links stehenden Produkte: 

(30) J7(1-3”“)-J7(1 + 3*)=1, 

0 1 

eine Beziehung, deren Inhalt mit demjenigen der Gleichung (28) 
übereinstimmt. 


4. Es liegt auf der Hand, daß man ein zweifach unendliches 
Schema von der Form (2) statt, wie es der Gang unserer Unter- 
suchung zunächst mit sich brachte, als iteriertes unendliches Produkt, 
auch als miendliches Doppelprodukt auffassen kann, und zwar in dem- 
selben Sinne, wie wir im analogen Palle von unendlichen Doppelreihen 
gesprochen haben. Danach wird also das unendliche Doppdprodukt 


f(i +»r) (!+«<•>)••• (!+<) 
(1 + +»»')... (1+««) 


(i+.r)(i +«<’>)••■ (!+<’) 


als Tconvergmt bezeichnet, ■wenn d. h. das mit der (^ + 1)*“ 

Kolonne und (v + 1)*“^ Zeüe abschließende Teilprodukt, für [i — »■ oo, 
v—*ao einen bestimmten, und zwar, da es sich ja -wieder um ein unend- 
liches Procküct handelt, auch von NuU verschiedenen Popp^Lintes 
besitzt. 

Ist et-wa: 

lim Ä (wo: | .4 ] > 0), 

/U,V->0O ^ 


(32) 


so heißt -wiederum Ä der Wert jenes konvergenten Doppdproduktes, in . 
Zeichen: 


OD 



0 


( 33 ) 
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Wir bedienen uns auch der abgekürzten Bezeichnung + 

H,v 

wenn aus dem Zusammenhänge deutlich ist^ welches Doppelprodukt 
damit gemeint ist, oder wenn es (wie bei der Frage nach Konyergenz 
oder Diyergenz) auf eine endliche Anzahl Yon Anfangsgliedem nicht 
ankommt. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz 
des Doppelproduktes läßt sich dann nach § 73, Nr. 5, Ungh (27'), 
S. 567, in die Form setzen: 


(34) 




« 1= l<y= 0,1,2, 


mit einem Zusatz von der Form: 


(34a) 




Setzt man in der letzten Ungleichung p = ff = 0 und außerdem ~ = sS 
so folgt durch Division von UngL (34) durch (34 a), daß: 


(35) 


^(b+o) 


,(«) 


<«' für* 1^“ 

lff = 0,l,2, 


Eine ganz analoge Betrachtung, wie die in § 78, Nr. 2, 8. 595, 
angestellte, zeigt aber, daß auch umgekehrt aus einer Bedingung von 
der Form (35) (in dem Sinne, daß zu jedem s'>0 ein n existiert 
derart, daß dann UngL (35) in dem angegebenen Umfange besteht) 
sieh zwei solche von der Form (34), (34 a) herleiten lassen. Somit 
kann auch die Bedingung (35) (in dem* eben bezeichneten Sinne) als 
notwendig und hinreichend für die Konvergms des fraglichen Doppel- 
produktes gelten. 

Bedeutet jetzt eine Doppelfolge jwsff wer recZfer Zahlen') und 
bezeichnet man mit dasjenige aus Faktoren der Form (l -1- 
gebildete Produkt, welches genau dem zuvor mit bezeichneten 
.analog ist, d. h. mit der (/t -f- 1)*“ Kolonne und (v -f- 1)*“ Zeüe ab- 
schließt, so wird das entsprechende unendliche Doppelprodukt kon- 
vergieren, wenn: 


( 36 ) 


A (n+o) 
_*±£— 


1 («) 


< e' für: | 


p = 0, 1, 2, 

ff = 0, 1, 2, 




1) Wegen der Bezeidurang s. § 41, Nr. 1, 8. 269. 
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Ist nun \ so hat man offenbar (vgl. § 81j Ungl. (13), 

S, 624): 


(37) 




I C«) 


1 , ^ «Tg 11= ”+? 

1- a("5 V ' A^’’^ 

• W \ fl 


und es ergibt sich somit: 


Gleichzeitig mit dmn Doppelprodiikte T[^ + ! ) honv&r- 

giefi atich das DoppelproduU j?Z(l + 

Das letztere heißt dann wiederum absolut konvergent 
Ist etwa: 

(38) + = ^ 

0 

SO bleibt der Wert jedes aus diesem unendlichen Doppelprodukte her- 
ausgehobenen endlichen Produktes unterhalb A, und da jedes solche 
Produkt, wegen 1 + > 1, mit wachsender Paktorenzahl monoton zu- 

nimmt, so geht es bei unbegrenzt wachsender Paktorenzahl in ein Icon- 
vergentes unendliches Produkt über. Daraus folgt insbesondere, daß 
jede Zeile und jede Kolonne ein hmvergentes Produkt liefert. Das gleiche 
gilt dann offenbar auch für das absolut konvergente Doppelprodukt 
//(l + a^^\ mit dem Zusatze, daß dabei jedes Zeüen- und Kolonnen- 

produU absolut konvergiert. Auf Grund des allgemeinen Grenzwert 
Satzes am Schlüsse von §73, 61.(33), S.568, ergibt sich sodann: 

=:lim lim 

»*->ao /t->oo 

= lim lim 

/t->00 V->QO ^ 

d. h. das absolut konvergente Doppelprodukt laßt sich auch durch das 
iterierte Zeilen- bzw. Kdlonnenprodukt ersetzen.^) 

Aus der oben gemachten Bemerkung über das Verhalten der Teil- 
Produkte des unendlichen Produktes ]J[{\ + folgt weiter, daß 

auch das unendliche Produkt der Diagonalen, also: 

(«) flf,, wo: ^. = (l + «‘'>)(l + «i—>)...(l + «;"’) 

0 


(39) 


lim A 

M, T -> « 


(v) 


1) Diese Aussage gilt, wie" die ledigKch auf dem zitierten Grenzwertsatz be- 
ruhenden Gleichungen (39) zeigen, fdr jedes konvergente Doppelprodnkt, bei welchem 
die Zeilen bzw. Kolomen Jconverg&nte Produkte liefern. 

X^rinsteheimy Yorletunnreu 1, 3. 42 
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konvergiert. Bezeichnet mau sodann mit n eine beliebige natürliche, 
mit m die größte in ^ enthaltene ganze Zahl, so hat man offenbar: 

(«) Ar'<]7^.<A. 


und daher, wegen lim 

= A, auch: 



(42) 

II 

> 

Setzt man noch: 


(43) (1 + a«) ' 

(l+ar«)...{l + ar) = 6. 


und beachtet, daß (nach dem bekannten Satze über den absoluten Be- 
trag einer Summe) ^): 

(44) 

1 1 

BO folgt mit Berücksichtigung von 61. (42): 




(46) ]7». = A 

0 

sodaß also auch das Frodnkt der Diagonalen des Doppelproduktes 

YJ -f- ajf'^ gegen denselben Wert (absolut) konvergiert wie dieses 
» 

selbst, und zwar, wie die Herleitung (aus der Konvergenz von 

ao 

J^ßr) erkennen Uißt, auch dann noch, wenn man statt der Oiago- 
0 • 

nalen deren einzelne Faktoren als Faktoren des unendlichen Pro- 
duktes auffaßt. 


Aus dem Umstande, daß dieses einfach unendliche, absolut kon- 
vergente Produkt nach dem Satze von § 81, Nr. 2, S. 624, unbedingt 
konvergiert, läßt sich erschließen, daß das betrachtete Dcgopd^odukt als 
solches gleichfalls wrbedi/ngt konvergiert. Zunächst erkennt man, daß das 
aus den Faktoren (1 -f «^|^^) gebildete Doppelprodukt bei beliebiger Umord- 
nung (als mit der Faktorenzahl monoton zunehmend und dabei unterhalb A 
bleibend) Tconvdrgi&rt (vgl! §^40, Nr. 3, S. 257) ; das gleiche gilt also für das 


1) Tgl. das Zitat au Ungl. (87). 
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absolut Iconvergierende Doppelprodukt + Denkt man sich nun 

das letztere in irgendeiner Weise nmgeordnet, so wird als zugehöriges, 
diesem umgeordneten Doppelprodukte gleichwertiges Diagonalenprodnkt 

eo 

lediglich eine Umordnung des zuvor mit Jvj^ bezeichneten zum Vor- 

0 

schein kommen und daher mit diesem, also schließlich mit dem ur- 
sprünglichen -Doppelprodukte gleichwertig sein; somit erweist sich das 
letztere in der Tat als unbedingt konvergent. 

Bemerkt man noch, daß die notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Konvergenz des JProduhtes 


0 0 

00 

in der Xonvergeng der JReihe ^ + • ■ • + ccf^'j besteht und 

0 ,* 

diese mit der Kmvergem der Dc^ppelreihe zusammenföEt, daß 

ferner die Konvergem des Diagondprodvlctes Hß^ nicht nur aus der- 
jenigen des Doppä^odukfes folgl^ sondern auch umgekehrt diese letztere 
nach sich zieht ^), so ergibt sich, daß die Konvergens der Doppelrei}te 
und hinreichende Bedingung für diejenige des 

fifV ” 

iqppedprodükles Uli + schließlich für die dbsolvie Konver- 

geng von JX (l + aj,/ bildet. 

/u,r ' ' 

Durch Zusammenfassung der vorstehenden Einzelergebnisse findet 
man also : 

Die Witi/oendige und hinreichende Bedingmg für die ai- 
soluie Konvergeng des mtendHehen Do^dproduTctes JJ ^1+ 

hesteht in der absoluten Konvergenz der Do^päneihe 

Das absolut Itonvergente DoppäproduM Iconvergiert unbedingt 
und Teann awßi als iteriertes oder einfadi mendliehes ^rodvikt ge- 

seßiridm toerden. Insbesondere hat mm: 

00 00 

-f a^^J (iteriertes ZeüenprodvM) 

0 0 

00 00 -00 

(l + (l + (iteriertes Kolonner^oduM) 

0 0 0 

1) Man erkennt dies nnmittelbar aus dem ersten Teile der TTngleiohnng (41'1 
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§ 85. Umformung eines unendlichen Produktes in eine unend- 

oe 1 

liehe Reihe. — Satz TOn Euler: jtf — 

1 Py 1 

00 

Divergenz der Reihe: * 

Pv 

1. Setzt man, -wie bisher: 

(1) = (1 + «o) (1 + «i) • ’ • (1 + “r) (»' = 0,1,2, ), 

SO hat man: 

(2) A, = A_,(1 + «,) (farv>l), 

also: 

( 3 ) A^ — A^_j = A^_j' «,. 

Nun ist allgemein: 

1 

und daher mit Berücksichtigung von (1) und (3): 


(5) \ = l + o^+^\-r“r- 


w oo 

Ist nun «, > 0 und ^ « , also auch J7f (1 + %) = lim A„ Tconvergmt, 
0 0 ^ 

BO geht GL (5), wenn man n ins Unendliche wachsen läßt, in die 
folgende über: 


( 6 ) 


ff (1 + «,') = 



cc 


r9 


woraus dann schon von selbst folgt, daß die rechts stehende Reihe 
"konvergieren, und zwar, da sie aus lauter positiven Gliedern besteht, 
unbedingt konvergieren muß (wie man übrigens auch direkt erkennt, da 
dio \_i für jedes v unter einer endlichen Grenze bleiben und 
konvergieren sollte). Da aber: 

A,_i •«, = (! + «o) (1 + «i) • • • (1 + a,_i) • tty 

nach Ausführung der angedeuteten Multiplikation wiederum aus lauter- 

fosiUtm Termen, nämlich solchen von der Form 

zusammengesetzt ist, so bleibt die obige Reihe auch noch wibeäwgt 
konvergent, wenn man jedes Glied in diese einzelnen Bestandteile zer- 
legt und sodann die letzteren ganz beliebig anordnet. Setzt man etwa 
zur Abkürzung: 
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w 


0 

00 CO 

(wo;«<A) 

10 
eo ao 00 

222 (wo:*<A</t) 

2 10 xXfi 


so hat man insbesondere: 

(6) J7(l + “r) = l+2“>' + 2“*“i + 2“*“i“/‘'‘‘ 

0 X y.X xZfi 


2. Tritt jetzt an die Stelle des eben betrachteten Produktes ein 

00 

absolut ionTergentesProdnktTonder Form (1 +oJ, wo die a, beliebige 

o'*' 

komplexe Zahlen bedeuten, so findet man, wenn: 


(9) J.,= (14- %) (1 + «i) • • • (1 + aj 

gesetzt wird, in analoger Weise: 

00 00 

(10) (1 + Oj = 1 + «0 + 2 

0 1 

wobei die rechts stehende Reihe zunächst in dem Sinne absolut kon- 
00 

Tergiert, daß ^ | | konvergiert.^) Setzt man aber wieder: 

\a^\ = % luid berücksichtigt, daß dann auch konvergent 

0 *" 

ist und die Entwicklungen des vorigen Artikels gelten, so erkennt 
man, daß jene Reihe auch noch dhsolvt und somit vmbeämgt konvergent 
bleibt, weim man jedes Glied: 

(11) -^,-1®» = (1 + ®o) (1 + «i) • • • (1 + o,_i) • 

durch Ausführung der Multiplikation in seine Bestandteile von der 
Form o^, a^a^, • • • zerlegt und diese als Glieder der Reihe auffaßt. 

Man Traun daher (mit Einföhrung der analoge Abkürzungen wie 
in Art. 1) die Entwicklung (10) auch in die folgende Form setzen: 

(12) ]^(1 + a ,) = 1 +2®* + 2®** i +2®*® A + • 

0 X X i xlfl 

00 

1) Weil nämlich | konrergiert tind die | unter einer endlichen 

Grenze bleiben. i 
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Hieraus foIg;t z. B., daß man ein unendliclies Produkt von der Form 

Ji^(l + welches ja für jeden beliebigen komplexen Wert a; ab- 

solut konvergiert, wenn die Reihe <1* h schließlich die Reihe 
absolut konvergiert, stets in eine für jedes bestimmte x absolut 
konvergierende, nach steigenden ganzen Potenzen von x geordnete 
Reihe umformen kann, nämlich: 

(13) ]^(1 + «, a:) = 1 + ^2 j 



\xXit / 

3 . Als Beispiel für die Umformiing eines nnendliclien Produktes 
in eine unendliche Reihe wollen wir eine gleichfalls schon ron Euler 
herrührende, an sich merkwürdige und für die Zahlentheorie besonders 
wichtige Ponnel ableiten, welche u. a. auch den früher (§ 51, Nr. 7, 
S. 352 am Ende) angekündigten Divergemheweia für die Reihe der 
reziproken Primzahlen liefern wird. 

Bezeichnet man mit J), (v = 1, 2, 3, ) die unbegrenzte Reihe 

der PrimzaMen, so ist das Produkt: 






(wo also: J>i = 2, Pj == 3, ) 


« 1 

für p > 0 sicher kouTergent, da die Reihe als 

konTergent erkannten Reihe: >» lieramgäuibefM Reihe gleichfalls 

honvergiert. Da also das obige Produkt einen endlichen von Nud ver- 
siMedenen Wert hat, so gilt das gleiche ron dem folgenden, seinen 
reziproken Wert darstellenden Produkte: 

ao 


i». 




Nun ist allgemein für 0< «< 1: 


und daher: 
(14) 
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Formt man jetzt die rechte Seite in eine nnendliche Beihe nm, wobei 
es offenbar gestattet ist, die (an Stelle der oben mit a^f a^, 

bezeicbneten Terme) znnädist erscheinenden unendlichen 

Beihen bzw., Produkte solcher Eeihen wiedemm in ihre ein&chsten 
Bestandteile zu zerlegen und diese bdiebig anzuordnen (da ja diese 
Bestandteile durchweg positiv sind), so ergibt sich offenbar: 



wenn man beachtet, daß jede ganze Zahl m sich stets, und zwar nur auf 
eine einzige Weise in die Form setzen läßt: m—p^-p^^'“p^, 
wo die Pi’'‘Py Primzahlen, die positive ganze 

Zahlen bedeuten, und daß bei der Umformung des obigen Produktes 
in eine unendliche Beihe jede Zahl der Folge 1, 2, 3, * • ■ emmal und 
nur einmal zum Yorschein kommt. 

Die Formel (15) gilt für jedes p > 0. Für p = 0 divergiert die 
rechte Seite nach + oo: indessen darf man hieraus noch nicht ohne 
weiteres den Schluß ziehen, daß das gleiche auch für die Unke Seite 
der Fall sein muß, da die Formel (15) unter der ausdrücklichen Yor- 
aussetzung p>0 abgeleitet wurde. Man kann indessen die Bichtilg- 
keit des fraglichen Besultates in der Weise erkennen, daß man p 
setzt und bemerkt, daß beide Selten der Gleichung (15) mit wachsenden 
ganzzahligen Werten von m monoton eunehmen und die rechte Seite 
mit v—*"Oo ins Unendliche wächst; oder auf Grund direkter Beehnung 
noch anschaulicher, wenn man zunächst tob der Gleichung ausgeht: 



Da nun alle unterhcdb p^ liefgenden ganzen Zahlen X nur solche Prim* 
fiaktoren bzw. Potenzen solcher Primfaktoren enthalten können, welche 
Meiner als p^ sind, so kommen bei der Ausführung des auf der rechten 
Seite von GL (16) stehenden Produktes offenbar die sämüiehen der Be- 
dingung X<p^ genügenden Brüche y, außerdem aber noch unendlich 
viele andere zum Yorschein, und man findet daher; 




i. 
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woraus dann, wegen limp^ ä + oo, weiter folgt: 


(18) 


FI- 

V 1- 


= + 00 . 


Mit diesem Produkt divergiert dann aber auch das folgende: 

(nämlicli nach Hiäl) und somit schließlich auch die unendliche Reihe 

eo 

2 k 

1 

§ 86. Bedingt konvergente Produkte. 

1. Das unendliche Produkt 


( 1 ) 


^- 17 ( 1 - 1 ) 


ist, wegen der für jedes endliche, reelle oder komplexe x bestehenden 

OB ^ 

absoluten Konvergenz der Reihe für jedes solche x absolut und 

demgemäß unbedingt konvergent.^) Setzt man dasselbe jedoch in die Form ; 

00 CO 

und beachtet, daß die Produkte fl (^ + v)’ ff (^ - v) 

Diyergenz der Reihe einzeln genommen divergieren^ so folgt, *daß 
1 

jener -Grenzwert P nur durch die paarweise Zuordnung der Faktoren 
von der Form und ^ zustande kommt, mit anderen 

Worten, daß die Konvergenz des Produktes 

(l + f)(l-f)(‘+T)(l-f) 

wesentlich yon der Anordnung der Faktoren abhängt, dah dasselbe also 
nur ledingt konyergiert. 


1) Für «SSV, wo ysss-J-i, -f-2, +3, wird jedesmal ein Faktor des 

Produktes gleich N^h Solche unendliche Produkte, die offenbar stets den Wert 
IMl habmi, worden bisher, als für den sonst hier vorliegenden Zusammenhang 
unwesentlich, von der Betrachtung ausgeschlossen. Dagegen besitzen sie für die 
FunkHonenlehre eine gewisse Bedeutung: man bezeichnet dann ein derartiges 
Produkt als "konvergeni oder divergent, je nachdem es nach Ausschluß des NulU 
Faktors konvergiert oder divergiert 
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Wir wollen nun den Charakter solcher bedingt konvergenter Produkte 
etwas genauer untersuchen, beschränken uns dabei aber an dieser Stelle 
auf die Betrachtung von Produkten mit lauter reellen Faktoren, da die 
vollständige Erledigung des betreffenden Problems für den Fall kom- 
plexer Faktoren gewisse Hilfsmittel aus der Funktionenlehre erfordert 
und daher besser auf eine spätere Gelegenheit^) verschoben wird. 

Es seien nun (aj, zwei unbegrenzte Folgen reeller positiver 
Zahlen von der Beschaffenheit, daß lim — lim ß^ = 0 ist und die 

Reihen ^ a^, ^ divergieren. Alsdann lassen sich nach einem früher 
bewiesenen Satze (s. § 57, Nr. 2, S. 403) ans den Zahlen a^, — ß^ un- 
endlich Tiele bedingt konvergierende Reihen mit beliebig vorgeschrie- 
bener Summe S bilden. Mit anderen Worten (§ 60, 61. (46),. S. 435): 
Man kann zwei Folgen von niemals abnehmenden, mit k über alle 
Grenzen wachsenden, positiven ganzen Zahlen m^, einander so za- 
ordnen, daß: 



wird. 


Fügen wir jetzt noch die Annahme hinzn, daß die Zahlen ß^ durch- 
weg imter der Einheit liegen sollen, sodaß also für jedes v: 1 — > 0 

(was wiederum wegen lim = 0 keine wesentliche Einschränkung be- 

V->ao 

deutet), so folgt, .daß von den beiden stets positiven Produkten: 

(1 + “,)> (i ~ ßv) 

0 0 

das erstere mit wachsendem n jede positive Zahl ühersteigl^ das zweite 
unter jede positive Zahl herabsinkt. Bedeutet daher P eine beliebig 
Torgeschriebene positive Zahl, so wird man in ganz analoger Weise, 
-wie hei der Bildung einer bedingt konvergierenden Reihe mit vor- 
geschriebener Summe, durch passende Einschaltung von Faktoren der 
Form (1 — ß^) in das Produkt der Faktoren (l + ein unbegrenzt 
fortsetzbares Produkt bilden können, das sich bei hinUnglicher Fort- 
setzung dieses Verfahrens von P um weniger als eine beliebig klein 
Torzuschreibende Zahl unterscheidet. Man kann danach sagen, daß das 
durch den angedeuteten unbegrenzt fortsetzbaren Prozeß definiere, aus 
den Faktoren (1 + a^, (1 — ß^ zusammengesetzte menäliche Kodukt 
in dieser JMordmmg, also „hedmgi^* gegen den Wert P Jcmvergiert. 
Anders ausgesprochen: Es lassen sich wiederum zwei Reihen memals 

1) Im zweiten Bande dieser Yoilesongen. 
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abnehmencier, mit l über alle Grenzen wachsender, pOBitirer ganzer 
Zahlen einander so znordnen, dafi: 

/ "Z 

Es entsteht nun die Frage: Entspricht hier einer solchen An- 
ordnung der Zahlen ß^, für welche die Eeihe (3) Tmvergiert, auch 
stets eine hmvergmU Anordnung für das nnendliche Produkt (4)? Oder 
etwas allgemeiner ausgesprochen: Was ^t sich über das Verhalten 


( 4 ) 

wird. 



des Produktes H (1 + bei der durch die Folge der Indizes vor- 

geschriebenen Anordnung aussagen, wenn die B^e ia der ent- 
sprechenden Anordnung bedingt konvergiert? o 

Die Beantwortung dieser Frage gibt der folgende Satz: 


Konvergiert die Seihe ^y in der dvreh die Indien vor- 

geschrieenen Jnordtmng, so ist das ProduM /»/ (1 + y,) in der 

o* 

entsprechenden Anordnung "konvergent oder es divergiert nach 
Null, je naehdem dieBeihe '^y* konvergiert oder divergiert}) 


2. Zum Beweise des vorstehenden Satzes sind einige Hilfsformeln 
erforderlich, welche zunächst entwickelt werden sollen. 

Ans der Definitions^eichung (s. §33, GL (18), S. 202): 


e“ = lim 



folgt durch Anwendung des binomischen Satzes: 


( ,_i (,_i) U_l\ 


X) Der Satz gilt natfirlicb xmabliSjigig dayon, ob bedingt oder unbedingt 
konreigiezt, da im letzteren Falle ntiT konvergieren kann, andererseits das 
Produkt Y J (1+yJ soboii anf Grand onserer früheren Ergebnisse (anbedingt) 
konvergiert. Etwas Neues bietet daher der Satz nar, wenn ÄTcir bedingt 
konTergiert^ 
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und daher: 


also für 0 < c < 1 : 


< lim + a + 

> lim + « + + 


2 • 3 


«*'), 


(5)e“ 


<i+“+i“’(i+“+“’+ )-i+“+fi=:=i:^(^-i“’) 


und um so mehr: 


( 6 ) 


e 


< ^ (wegen: 0<(l -y*)(i +t)< 

(l-a) (i + j«*) '' \ ) 

i> (1 + a) 


( 7 ) 

( 8 ) 


Hieraus folgt weiter: 

1 — «< 


i+j«* 


1 + «< 


i+i«» 


fSr: 0 < a < 1 


und durch Zusammenfassung dieser beiden HngleichnngeD, wenn 
gesetzt wird: 


(9) 


i + y<--V- 

i+^r* 


für: 0< jyl < 3. 


Bedeutet nun (y^ eine Folge reeller Zahlen mit beliebigem Vor- 
geichen und ron der Beschaffenlieit, daß | }', | < 1 für v > » , sodann g 
einen beliehigen positiven echten Bruch, so folgt aus den IJn^eiehungen 
(7) und (9), daß: 

(10) 


«+i 




«+1 


y.+i+ r,+i + • • • 
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tmd iieraas, wegen: 


Jj ^v) > ^ +i(r„%i+y»+s+ + y«+f)j 


um so mein:: 

(») ff (1 +»■.)< 

wenn: = r'+i + n+s + • ’ ’ + y»+f • 

Wird jetzt angenommen, daß: 

(12) ! r„,g 1 = ^ also: <? - y„, ^ ^ 0, 

W-f"l 

so hat man nach Ungl. (11) wiedernm um so mehr: 

(13) ff (1 + n) < ,* - iir ' (m»' fff, S •) 


Dieac Formel wird dazu dienen, um den in dem oben ausgesprochenen 
Satze enthaltenen DiverffemfaJl zu erledigen. Zu dem entsprechenden 
Konverffmeheyreiae genügt die aus (13) herrorgehende einfachere Be- 
ziehung: 



welche offenbar auch die folgende nach sich zieht: 


«+f / 

(15) f / (1 ~ n) < ( da ja 2 ^ 

n-fl \ « + 1 n-j-1 ^ 


Mit Benützung dieser letzten Ungleichung wird sodann: 



( 16 ) 
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3. Sei nun zunächst mit der Eeihe: auch die Reihe: 

Tiowcergmi (die letztere natürlich eo ipso absolut, da sie nur positire 
Glieder enthält), alsdann konvergiert, da 0 < ; y ' < d < 1 für v > », 

auch die Reihe: infolge der Beziehung: 

y® _ n 

i+y,“i+öv 

die Reihe; — Infolgedessen kann man einer beliebig Mein an- 

*"r /y 

zunehmenden positiven Zahl s eine positive Zahl n so zuordnen, daß 
gMchmtig: 



+ 

«1 


tA? V 

(17) 


<e, 

xn *V 


und daher nach Ungl. (14) und (16): 

1 - « < l^'Cl + Yy) < 

n-{-l 

oder, wenn man allgemein; (1 + y^) (1 -h • • • (1 -h yj = setzt: 

(18) (p = i>2,8, ), 

* n 

QO 

woraus in der Tat die Konvergenz des unendlichen Produktes (1 -f yj 

hervorgeht. o 

Ist dagegen divergent und wird sodann wiederum w so 

fixiert, daß für jedes p = 1, 2, 3, die Beziehung besteht: 

( 19 ) 2 7y < 

so läßt sich zuiuichst eine untere Schranke für p so bestimmen, 

* 

daß die bisher (s. GL (11)) mit y^^ bezeichnete Summe: ^y* eine 

«4“i 

beliäng groß anzunehmende positive Zahl übersteigt. Und da anderer- 
seits nach TJngL (13); 

(20) r/(i+j'j< — , * , 

00 

10 erkennt man, daß das unendliche Produkt 17(1+ y^) nach Ntdil 

0 

divergieren muß. Damit ist aber der am Schlüsse von Nr. 1 aus- 
gesprofihene Satz vollständig bewiesen. 
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Hiernach ergibt sich z. B., daß von den beiden unendlichen Produkten: 



M(i+^f)=(i+yD(i-yi)(i+yä(i-]/|) 


das erste "konvergiert, das zweite nach Niül divergiert. 
Übrigens findet man: 

also auch: 


2n 2n + l 




1 , 


§ 87. Jjiwendang der Leiire von den unendlichen Produkten zur 
Yerschärfung des allgemeinen KonTergenztriteriums zweiter Art, 
sowie zur Feststellung der Divergenz und bedingten Konvergenz 

gewisser Reihen. 

1. Der in § 47, Nr. 2, S. 320, bewiesene Hilfssatz, welcher die 
Gmndlage für die Herstellung der Kriterien zweiter Art bildete, daß 
nämlich für v>n: 

r» ^ ^ {v> n), 

läßt sich auf Grand der Konvergenzeigenschaften anendlicher Produkte 
in der Weise vervollständigen, daß selbst unter der Voraussetzung: 

der Schluß erhalten bleibt: » > kg. 

sofern nur diese Voraussetzung einer passenden Einschränkung unter- 
worfen wird. Es gilt nämlich der folgende Satz: 

Sind (q^) mei wd>egreimte Folgen positiver Zählen 
(eventudl audi mit dem Orenzwerie 0 für v — *-oo) und ist für 
v>n: 

(1) . ?!±i, ^0- 0 < < 1, 

so ieste^it die notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Existenz einer Beeidung von der Eorm: 

J>, ^ ^ Ä > 0) 

in der Konvergenz der Seihe 


( 2 ) 
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Beweis. Setzt mm in (1) der Reihe nach: y — n, (n + 1), • • •, 
(n + p — 1) und multipliziert die so entstehenden Qieichungen mitein- 
ander, so folgt-: 


und daher: 







oo 




Man bat nou (naob § 82, Nr. 1, S. 621): 

OO 

JyJ ^ (1 — = 0^ > 0, wenn konvergiert, 

«+i 

00 

Rd — ^,) = 0, wenn divergiert, 

n+l 


also im ersten Falle für (» = 0, 1, 2, 




n+l 


während im eweiteni 

lim ?n±S= 0 

wird. — 

Zusatz. Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, daß im Falle der 
YorauBsetzung: 


(1.) 




und der EonTergeuz von um so mehr die Bedehnng besteht: 

( 2 ) 


Versteht man ferner unter (yj eine Folge Ton Zahlen beliebigen 
VorzMms, die nur der Bedingung: < 1 za genügen haben (di^egen, 
soweit sie negativ, namerisch an keine Schranke gebunden sind), und 
ist für v>n\ 


(Ib) 


i>.+i 

fr 




gy+l 
«r * 


BO ergibt sich auf Grund der oben benützten Schlußweise, daß wiederuns: 


( 2 ) 


Pr = ^'^r (für: v^«). 
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sofern nur feststellt, daß 17(1 — yj für jedes (noch so große) p nicht 
unter eine gewisse positive Zalil herabsinkt, was offenbar allemal der 

eo 

Fall ist, wenn das unendliche Produkt 17(1 — y J entweder Jconver- 

w -{- 1 

giert (wenn auch nur bedingt) oder nach +* co divergiert oder so osxil* 
lierty daß: lim 17(1 — y^) > 0 ausföllt 

»+i 

2. Setzt man nach dem Vorbilde von § 47, Nr. 3, S- 320, in (la) 
— C~^, g,, == (sodaß also redl und positiv), 
so folgt, daß für v'^n: 

^ ^ a^so: <~ • 

nnd somit konvergi&i, wenn für v>n: 








anders geschrieben 

(3) 




wobei also die positiven Zahlen nur der Bedingung zu genügen 
haben, daß ^9'^ konvergiert. 

Die hiernach für die Konvergenz der Keihe hinreichende 

Bedingung (3) laßt sich aber ohne weiteres auch durch die folgende 
ersetzen; 


(4) 


r->-<o 


Ist nämlich diese Bedingung erfüllt, so hat man für hinlänglich 
große V, etwa für v > «: 


a 




'«r+p+i 


(i-»,+.)o,+,>-i, 


anders geschrieben: 




woraus aber auf Grund des au UngL (3) geknüpften Ergebnisses wieder 

die Kmoergms von hervoigeht, da ja wiederum 

konvergiert. ^ 
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Vergleiclit man das Konvergenzkriterium (4) mit der in § 47; 
Nr. 3 unter (12), S. 321; gegebenen Kriterienfom, nämlich: 

^ »4-0-I-1 •' 


+J>+1 


SO erscheint das Kriterinm (4) offenbar als eine merkliche YMesserimg 
von (5), da ja, -wegen: (1 — ■9-^ ^,.+ 1 » Bediilgung (4) sehr 

wohl erfüllt sein kann, wenn: 







<0 


ans^dlt, also das Ekiteritun (5) Iceine Entscheidung liefert. Setzt man 
insbesondere: = unter G eine hdi&big groß zu denkende positive 

Zahl verstanden, so nimmt die für die Konvergenz von hin- 

reichende Bedingung (4) die Form an: 

(4a) lim (g^ -■ schließlich: > — oo. 

\ “r-fp+l / 


(Bei spiel. Setzt man, wie in dem § 54, Nr. 2 am Ende, S. 880, be- 
trachteten Beispiele: C^ = v(v + 1), im übrigen: ^statt 

wie dort: = so folgt: 

0 . - °.+. - (» (» + J> + 1)’ - (>■ + 2) (» + y)’) 

=-^((2y-i)» + 2i>*). 

also: 

lim C'y+.i)= — (2|) — 1) < 0 für > 1, 

v_>.ao ' ^v+P+l ^ 

sodaß also das Kriterium (5) versagen würde, während (4a) Auskunft 
gibt.)^) 

3. Die bisher gewonnenen Hilfemittel zur Feststellung der Konver- 
genz oder Divergenz unendlicher Troä/iMe setzen uns in den Stand 
die früher abgeleiteten Kriterien zur Beurteilung gewisser -unendlicher 
Bähen zu vervollsiändigen, nämlich derjenigen, deren im übrigen als 
beliebig hmjfiex zu denkende Glieder einer Bedingung von der Form: 



1) Man überzeugt eiob leidit, daS die Anwendung des in Nr. 1 enthaltenen 
Ergebnisses auf das jDseer^mshriteiium oder auf die Umformung des Konvergent' 
kriteiinnu durch EinfBhruug der an Stelle der (vgL § 54, Er. 1, S. 378) 
kein nennenswertes Besultat liefert. 

Vilngf h«lm. YoTleinngttii Z, 8. 


48 



Nr. 8. 


660 Abschnitt HI. Kap. III. Unendliche Produkte. 

genügen. Wir fanden (§ 76, Nr. 5, S. 590), daß in diesem Falle 
alscHut Ttonvergiert oder absolut divergiert, je nachdem üi (ifc) > 1 oder 
31 (Je) ^ 1, Im letzteren Falle bliebe dann zunächst noch die Möglich- 
keit bedingter Konvergenz. Es wird sich nun zeigen, daß diese Even- 
tualität für die Beihe in Wirklichkeit ausgeschlossen erscheint, 
daß sie dagegen für die Beihe _^( — 1)’^», eintritt, wenn: 0<31(Ä)<1. 

Wir betrachten zunächst eine Folge positiver reeller Zahlen a^, für 
welche die Beziehung besteht: 


( 6 ) 






Dabei bedeutet wiederum x eine von v unabhängige reelle Zahl, während 
mit V sich ändern kann, jedoch nur so, daß | | stets unter einer 

festen Schranke g bleibt 

Ist nun X von Ntdl verschieden, so Mt sich 6L (6) in die Form 
setzen: 


(7) 



und sodann eine Zahl tn in der Weise fixieren, daß für v>m: 

|x|v>^>|p,|, also: 

Daraus folgt, daß für v>m: 

' — — < 1, falls: X < 0, 

( 8 ) 

— — > 1, Älls: X > 0, 

( “r-H 

d. h, die nehmen, von einer bestimmten Stelle an, monoton m, wenn 
X < 0, monoton ab, wenn x > 0. 

Um den Grenzwert von für v — ►» zu bestmunen, schreiben wir 
6L (6) folgendermaßen: 


(9) 





und substituieren der Beihe nach w = ♦», (w -f 1), • • • (g, — 1) (dabei 
hat man, wenn x eine negatwe ganze Zahl sein sollte, von vornherein 
« > l'X I anzunehmen, damit v + x stets von Null verschieden ausfallt). 
Alsdann ergibt sidi durch Multiplikation der betreffenden Gleichungen: 


n m •' 


( 10 ) 



Nr. 3. § 87. Divergenz und bedingte Konvergenz gewisser Reihen. 


661 


Läßt man ii ins XJnendliclie wachsen, so Tconvergi&rt das meite Produkt, 

, während das erste nach 0 oder oo divergiert^ 


wegen: 


V (l' + 5c) 


9 


l'V + X| 


je nachdem x<0 oder 5c>0. Hiernach wird: 

(= 0, falls: 5c<0, 
l=? cx>, falls: Ä > 0, 

und, da eine bestimmte positive Zahl vorstellt: 

( 11 ) 

Ist jc = 0, also: 

( 12 ) 


lim« {=«>, felis: 5t <0, 
1= 0, falls: 5f>0.i) 




-i+S> 


SO erkennt man zunächst, daß die nur dann ononoton 0itr bzw. al- 
nehmen, wenn für v'^m l)estmdig < 0 bzw. > 0 ist. Sie besitzen 
aber in jedem Falle für v oo einen bestimmten, von MfU ver- 
schiedenen Grenzwert Man findet nämlich für « = 0 aus GL (10): 


(13) 

und hieraus 


(14) 


lim cc == 
00 ^ 




1) Durch eine unerhebliche Modifikation des im Texte eingeschlageuen Ver- 
fahrens läßt sich das bei früherer Gelegenheit (s. §63, S. 367, Ftxßnote) angekündigte 
Resultat herleiten, daß in einem besonderen Falle — nämlich, wenn die durchweg 

positiven Reihenglieder der GL (6) genügen — die Bedingung lim = 0 schon 

»->00 

hinreichend für die Konvergenz der Reihe ist. Ans GL (3) folgt durch Multi- 
plikation mit 


v+1 

V • Of^ 




“y+1 




und hieraus durch Substitution von v = , 

^ j U— 1 


— 1) und Multiplikatiou; 




Daraus folgt, analog mb im Text: 

f= 0 


lim fl« 


{:» 

l> 0 


fett *>i 

« *<i 

(endlich) „ x — 1. 


Mühin mufi auch wmgeTcäirt stets x >■ 1 smu, srenn lim = 0. Alsdaxm ist aber 




auch die Reihe komergent (nach § 65, Nr. 2, S. 389). 
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4. h. endlich und von NuU verschieden^ da das betreffende Produkt hm- 
vergiert. 


4. Es seien jetzt die beliebig komplex und: 

(15) ^ + (wo :>,|<‘7) 

= 1 4- * I 


e, + «,* 


80 wird (TgL § 77, Gl. (24), (25), S. 589): 


(16) 
wo : 

(17) 


! a. 


v+i 


*= 1 4 

V 


i? + + +2. 


+ 


und daher auch stets unter einer endlichen Grenze Gr bleibt. 
Infolgedessen ergibt sich aus Nr. 3 unmittelbar folgendes: 

1) Ist x<Op so nehmen die Zahlen | ^^ |^ also atich die j | mit v 
monoton su, und man hat: 

(18) lim I I = cx), also auch: lim = oo. 

^->■00 ' V^oo 

2) Ist * > 0, so nehmea die | ^ bzw. die | j mit wachsendem v 

monoton ab, and man hat* 

(19) Um I I = 6, also auch: lim — 0. 

3) Ist * = 0, so besitzt [ [*, also auch | j fttr v — *■ oo eine 
bestimmten, von Ntäl verschiedenen Grenzwert. Daraus folgt aber noch 
nüM, dafi das gleiche fhr selbst gilt. Man hat nun in dem be- 
trachteten Falle: 


^ = l + 7 + 5=(l+7)(l + K?Tl9) 


ti-i 




»+1 

und daher: 

M7(i+v)-fr(i+.-Ä.5)- 

” Wl IJl 

Das zweite Produkt ist wiederum für (i — *■ oo absolut hmoergent, da: 
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Das erste dagegen besitzt zwar för (i — *■ oo einen bestimmten ab- 
soluten Betrag, wogegen der EmheitsfaJdor, wenn X von Nnll verschieden 
ist, uribestimmt wird (§ 82, Nr. 2, S. 630). 

Somit wird in diesem Falle für g . — >• oo in der Weise unbestimmt, 
daß zwar lim [ a | einen bestimmten, von Null verschiedenen Wert be- 

sitzt, während der Einheitsfaktor von a^ unbestimmt wird. 

Nur in dem besonderen Falle i = 0 (also: 7fs=0) hat man: 



sodaß also lim a einen bestimmten, von NmB versdiiedenen Wert besitzt. 

5. Aus den unter 1) und 3) der vorigen Nummer gefundenen 
Resultaten folgt, daß die Reihe für *<0 stets divergieren muß, 
da ihre Glieder nickt den Grenzwert NiM besitzen. Da sie im übrigen 
für X > 1 als ed)sdut konvergent erkannt wurde, so erfordert nur 
noch der PaU 0 < * < 1, für welchen ja immerhin lim == 0 sich er- 

gab, eine genauere Untersuchung. Wir wollen nun zeigen: 

Juch ßr 0<x<l ist divergent Dagegen ist 
aksolut und somit ^ noch für oMe x 
mü dem absduten Betrage |ä:| = 1, mit emsigem Ausschluß 
von a: — 1, bedingt konvergent 


Beweis. Wir bringen GL (15) durch Multiplikation und Division 
der rechtmi Seite mit auf die Form: 



V 


sodaß also | | mit | r, [ stets unter einer endlichen Grenze bleibt. So- 
dann setzen wir: 


“1>, • 3,, also: 


■P» 

Pr+l 


gt 

g»+i 






(23) 



664 


Abschnitt IIL Kap. III. Unendliche Produkte. 


Nr. 6. 


wo p und q, einzeln genommen den Beziehungen genügen sollen: 


(24) 


l 


i. 

V 


ffl 

Was daun zunächst die q^ betrifFt, so besitzen dieselben (s. das Schloß- 
resultat der vorigen Nummer) für v — >■ oo einen iesUfntnieny von JVmZZ 
verschiedmen Grenzwert, etwa; 

(25) lim q^ = q. 

Um die Art der Ammherung von q^ an diesen Grenzwert q naher 
zu beurteilen, hat man nach GL (24): 

ür ~ = ■ 7*"“^ 

und hieraus, wenn man v der Eeihe nach durch (v + 1 ), (v + 2 ), • • • 
(v + n — 1) ersetzt und die resultierenden Gleichungen zu der vor- 
stehenden addiert: 


(26) 




2 ,+»= 


Da stets endlicli bleiben, so hmvergiert diese Summe, 

wenn n ins ünendliche trächsi^ und es ergibt sieb somit für n — »-oo: 

^27) " /V — 'S! 2^4-1 

also: 


2,-2 = ^-^ 


(28) 




(^■^ 7 ) * I I • 1 2 /*+! 1 


Nun bleibt offenbar der Zähler jedes Beihengliedes tmter einer 
endlichen Zahl Ä, und da: ^ ^ (7 - = 7 , »o wd: 


(29) 

sodaß man setzen kann: 

(30) 


(t (|t+l) 
2 , 


I ^ Ä 

2|<7» 


2, “2 + 7 ’ 


^ Ist qtesidl so wird die Gleiebimg: 

gy ^ 1 

^»+1 i_l 


für ir » 1 mnilos. Dieselbe soll dann (wie auch die Gleiohongeii (SB)) nur fttr 
gelten Und anBerdem: 


gesetzt weiden. 


Fl *“ ^ öf 
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Andererseits läßt sich zeigen, daß divergiert^ während und 
absolvt homergierm. Man hat nach Gl. (24): *" 


nnd hieraus durch Substitution von 



Ä }L-^k 

fl II 

fl =1, 2, und Multiplikation: 


(32) 

Hiernach wird: 


”•'+1 1 . 2 • . . » 


(33) 


S* = l>l + P! = l 
St’^Pi + Ps+Pa 


1- k^i—k 
1 1 

2— k (l_i)(2_jfe) _(2— ifc)(S_jfc) 

1 1-2 1-2 


Angenommen, man habe allgemein: 

/OJ\ I r I (2 — — ifc) 

(34) ^ =P, +P, + --‘ +p, = S -:YT77- . -(in i ir > 

— ifc\_ (2— ft)(3— <!)■ 


BO wird: 


_ (2—k)(3—k)..-(v-k) /. . l—k\_ 
(öO) ^ _ 2 ^,_i) ^ » j 


1 . 2 . 


(*+l-k)^ 


d. h. hat dann wiedernm genau die entsprechende Form. Da aber 
die Eichtigkeit der Beziehung (34) für t' = 2, v «= 8 erwiesen isi^ so 
gilt sie hiernach für jeden Wert Ton v. Bringt man jetzt auf 
die Form: 


“r+l 


-H 




R 


ft + l — Xf — 1 « X 

(l + l— X * ft 


(36) 




11+ 


l—xP 


BO erkennt man, daß unter der Yoranssetzong x < 1 das erste Produkt 
Ar V — *■ oo nach + oo divergiert, wahrend das zweite einen bestimmten. 
endUchen dbscMen Betrag, aber, falls nicht gerade X = 0, einen v»- 
lesiimmten Mr^eitsfaMor besitzt. Es divergiert also in diesem Falle 
in der Weise, daß der dbscdute Betrag vnendlvßi groß und außerdem, 
wenn nicht gerade il = 0 ist, der Einheitsfedctor v/iAedtmmt wird. 


^ Dabm ist wieder der Spezialfall k^l auuaschlieSen. In diesem Falle wird: 

F/.+i fl— 1 

' ' = » 

und daher diixch Snbstitatioa von ^«2, 8, • • • r und MulMplikation: 


•odaft 2pf nAch+oo divergiert 


Pl 




1 
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Ist X = ly so reduziert sich 6L (36) auf die folgende: 

(87) 

1 

sodaB für >l ^ 0 mit unbegrenzt waclisendem v (nach § 82, Nr, 2, 
S. 630"! endlieh-mbestimmt Trird.^) — 

Man hat mm ferner: 


1 



und hieraas folgt ohne weiteres mit Hilfe des KonTergenzkriterinms in 

§ 76, Nr. 5, S. 590, daß absolut Ttonvergiert, falls 31 (fc + 1) > 1, 
d. h. « > 0. 

Schließlich wird anch: 




1 _%+^ 
£»_ 

Pr+t 


i 

1» V »'+ 1 

v—k k V 

7+i 


l^(Tgl. &L(38)). 


worans wiedarum fSr « > 0 die absohte Kcnvergem von 
resultiert. 

Jetzt ergibt sich mit Bwücksichtignng von 01. (23) and (30): 


(40) 

(«) iCf.-A+O +».• T -*.+.• r?r 


1) Der Fall i*=o, d. h. Ä«! ist bereits in der vorigen Fußnote 

behandelt 
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Aus der ersten Gleichung erkennt man sofort die Divergenz von , 

^ I jP 

da divergiert and, -wegen | ä, < ä, * y äbsdlut hmvergiert. 

Infolge der zweiten Gleicliung wird: 


(42) 


1 ®, — + 1 I < 2 • 1 JP, — Py+l i + ^ • j I + ^ 


?!±il 

i*’-f 1 ■ 


woraus die Konvergenz der Reihe | unmittelbar hervoigeht 

Mit der letzteren Reihe "konvergiert aber, da überdies lim = 0 

(Gl. (19)), nach dem Satze von § 77, ISTr. 2, S. 594, die Reihe 
für alle x mit dem absoluten Setrage | u: | = 1 mit Ausnahme tou 
« = 1, und zwar offenbar nur "bedingt. 

Wendet man dieses Ergebnis auf die JiypergeomeMseAs Reihe an, 
also auf die Annahme (s § 76, Gl. (29), S. 590): 


(43) 


ö (ö -f- 1) • • • — 1) • h (& -f- 1) • • • (& "f“ V — 1) 

1 . 2 •••»»• c(c+l) (C+»' — l) ’ 


so hat man (s. a. a. 0. GL (31)): 

Ä = 1 + c — (® + 6), also: X = 1 + 9t (c — (o + 6)), 


und die Bedingung 0 < a ^ 1, unter welcher das fragliche Eigebnis 
gilt, nimmt daher die Form an: 

(44) -l<3l(c-(o + l>))^0. 


Ist diese Bedingung erfSUt, so ist also die. hjpergeometrische Reihe 
zwar divergent, dagegen "konvergiert noch für alle x mit 

dem absoluten Betrage | o; | = 1 mit einziger Ausnahme Ton :c = 1. 

Durch die Spezialisierung b = c und Substitution Ton — a an 
Stelle Ton a, — a: an Stelle von x (vgL a. a. 0. GL (33), (34)) geht 
die allgemeine hypergeometrische Reihe ^a^x in die "Imomisehe 


2((£),x über, wo: 

(45) (»X=^^ 


(o — y + l) 

V 


Unter der in diesem Falle aus (44) herrorgehenden Bedingung, 
nämlich: 

(46) -l<9t(o)<0 

ist dann die bhlomisidie Reihe ^och "beding "konvergent für 

alle X mit dem absoluten Betrage [a;|— 1, außer für x = — 1, in 
welchem Falle sie (d. h. also die Reüie ^(~ 1)* • («),) divergiert. 
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Abschnitt IV. 

Endliclie nnd unendliclie Kettenlirüclie. 


Kapitel I. 

AUgemeiiie Grandlagen der Lehre Toa den Kettenhrftchen. 

§ 88. Unendliche Algorithmen. — Euklidischer Algorithmus und 
regelmäßiger Kettenbruch« — Endliche^ insbesondere elementare 
Kettenbrfiche ans beliebigen Zahlen. — Durchweg elementare 

Eettenbriiche. 

1. Das charakteristische Merkmal der besonderen als un&ni^icJie 
Bethen und Produkte hezeichneien Zahlenfolgen, also derjenigen Ton 

der Form («o + + ^ (a^ • • * * a^\ besteht darin, daß 

jedes ihrer Glieder für v>l aus dem unmittelbar vorhergehenden 
durch eine unveränderlich bleibende BecJienvorschrift erzeugt wird, 
nämlich durch die Addition einer jedesmal vorgeschriehenen, also aus- 
drüMich (äs gegeben^) anzusehenden Zahl bzw. durch MuUiplikcdion 


1} Hierauf liegt der Nachdruck. Denn andererseits läßt sich ja jedes 
Glied {p ^ 1) einer ganz beliebig vorgelegten Zahlenfolge durch Addition einer 
passend bestimmten Zahl und, falls durchweg | | > 0, auch durch Multiplikation 

mit einer solchen aus erzeugen. Man hat nämlich: 

i) 


bzw, a„ — 


Daraus folgt weiter; 


1 


+ i) <*)> ***) 


bzw. 


• rT-^ d«, |>0 för »»«O,!, . • -.n— 1). 
1 


Wenn sodann lima^ zum mindesten im weitesten Siime (s. § 73, Nr. 8, S. 685) 
»->«0 

existiert, so ergibt sich: ^ 

Hm 


bzw. lima^=:aQ 



Es läßt sich also der Grenzwert (im weitesten Sinne) jeder einen solchen besitzen- 
den Zahlenfolge auch durch eine unendliche Beihe und, im Falle | «^ | > 0, 
auch durch ein unendUcdies Produkt darstellen. Besonders von der ersten dieser 
beiden Möglichkeiten wird in der Funktionenlehre häufig Gebrauch gemacht. 
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mit einer solchen. Da man. die unbegrenzt fortznsetzende Wieder- 
holung irgendeiner bestimmten Bechenvorschrift such als unencUichen 
Mgorithnus zu bezeichnen pflegt, so erscheinen in diesem Zusammen- 
hänge die unendlichen Reihen und Produkte als einfachste Typen 
solcher unendlicher Algorithmen, da sie ja lediglich auf einer besi»n- 
digen Wiederholung je einer der beiden einfachsten Rechenoperationen 
beruhen. Im Anschlüsse hieran liegt die Frage nahe, ob die beiden 
noch übrigen der vier fundamentalen Rechenoperationen nicht geeignet 
sind, weitere Typen unendlicher Algorithmen Ton entsprechender Ein- 
fachheit zu liefern. Diese Frage ist zunächst offenbar zu Temeinsn. Denn 
die beständig wiederholte Ausübung der SvMraUion bzw. Division auf 
die Gf^lieder einer Torgeschriebenen Zahlenfolge {a^ würde ja wieder 
nur eine mendliche Heike, nämlich eine solche von der Form: 

Oj — ~ Uj — • • • — — bzw., mitHinzufügung der beschränkenden 

Voraussetzung |ö, 1>0, ein unendliches FroduU von der Form: 

«0 ' — • — — liefern. Dagegen besitzen wir in dem sog. 

Buhlidisdim Älgoriämus (§ 6, Nr. 2, S. 35) eine besondere Form eines 
fortgesetzten DiomoMsprozesses, welche zunächst zur Bildung eines 
neuen Typus von ZahleuTerbindungen, nämlich der (endlichen) Ketten- 
irüche Anlaß gibt, und diese letzteren lassen sich siflfließlich auch zu 
einem unendlichen Algorithmus von annähernd ähnlicher Einfachheit 
und Wichtigkeit wie die beiden zurorgenannten ausgestalten. 

2. Es seien zwei natürliche relativ jprme Zahlen, und zwar 
|q> I^. Die Anwendui^ des Euklidischen Algorithmus liefert alsdann 
nach § 6, 61. (3), S. 35, und 6L (4), S. 37, wenn man die dort 
gebrauchten Buchstaben: 

h a und: g 

durdi: Sj • • • I, ♦ • • and: • • • > 

anfierdem noch n — 1 durch n ersetzt^ ein Gleichungssysiem toh 
folgender Form: 


1) Andere Beispiele von unendlichen Algorithmen bieten die in § 78 
betrachteten iterierten Mittelwert und iterierten Summationen, Einen unendlichen 
Algorithmus von wesentlich yerwickelterem Bildnngsgesetz liefern die sog. unenä- 
liäwn Betermimmten, deren Betrachtung jedoch nicht im Eabmen dieser Vor« 
lesungen liegt. Dagegen wird in deren zweitem Bande noch ein weiterer ver« 
hältnismSiig einfacher^ wieder auf MittdmrthMrrog berohender unendlicber 
Algorithmus entwickelt werden^ der für die dortige Behandlung der Funktionen* 
lehre grundlegende Bedeutung besitzt. 
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(io 

= ^oi. 

+ ia 

i. 

== 

+ Is 

i* 

= ßA 

+ i* 

1 * 

i- 

1 = ßv-l 

ly+ §r+l 

I«- 

1 “ ßn—1 

i+1 

li„ 

= ^n-l 

> 


and es ist: 
(■ 2 ) 




Alis (1) ergibt sich weiter: 
is =ß 4-^ 

I =ß, +|, al,o: & = 

I +|. 

^8 



0 I ^ ^ 

“T“' — Py— I ^ also. * — t 

Sy §V Sy 1 * . »V-l-l 

Py_l + fc 


^«-*1^/? ? 1 I« _ 1 _ 1 

t ^«—1 f ^ also. ^ • 

S„_1 g g ,± 

Pn-^l ‘ £ P«— 1 ^ ß 

V »Ä r« 

fi fc I I 

Dtirch sukzessires Einsetzen der für P? • • • • •r-^ - ge- 

k k 6y_i Sn— 1 

fundenen Werte in die erste der Grleichungen (3) findet man somit: 
f + -^ = ^0+ ^ = nsf, 

»I Ä I ^ P i"*- 


allgemein: 


l'=A+- 
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schließlich: 

(5.) 




A+- 


A+ 


ft+ 


+- 


ß„-i+ß- 

oder in etwas bequemerer Schreibweise zunächst^): 


(5b) 




~ßo 


A+- 




A+' 


+- 


ßn-l+T 

Die auf der rechten Seite dieser Glleichung stehende Zahlen- 
Terbindung wird als ein n-gliedriger regdmäßiger KettenAntch*) oder 
such als regdmäßiger Keüenbruch »**■ Oränmg bezeichnet. Da in dem 
TOrliegenden Zusammenhänge nach üngl. (2) stets > 1, also > 2 
(im übrigen nur ß^>l), so mag ausdrücklich noch festgesetzt 
werden, daß der Eettenbmch auch dann noch ein regdtmßiger heißen 
soll, wenn an Stelle von ß^ die 1 steht^ sowie auch dann, wenn j$o die 
NviU oder eine mgaiim ganze Zahl bedeutet. Insbesondere läßt sich 
also der n-gliedrige regelmäßige Xettenbrdch (5b) stets in einen (»-f-l)- 
gliedrigm umformen, indem man das Endj^ed: 

^ durch; — j- 

ersetzt. ^ 

Da die in Gl. (5 b) wesentlichpositiTen ganzen Zahlen /Jg, ßv" ’ durch 
das auf dem Euklidischen Algorithmus beruhmide Gleichungssystem (1) 
ToUkommen eindeutig bestimmt sind, so ist in Torstehendem ein Yer- 
fahren gegeben, um einen positiven reäugiertm uneekten Brwh in einen 
regdmäßigen Edienbrwh zu „v&rwcmddn‘* oder ihn durch einen solchen 
yjcUareustdlenf^. Dieses Ter&hren läßt sich auch unmittelbar auf den 
Fall eines echten Bruches ausdehnen, wenn man nur beachtet^ daß aus 
der ersten der Glmchungen (3) folgt: 

i = _±_ 

So g lif 




1 } Weitere VereinfacliTuigen der Sdireibweise a, in Nr. 3 . 

2 ) Das additiTe Anfangsglied -veleheB, vie aich aogleich aeigen vird, auch 
feMen kann, vird also hierbei nicht miigezShlt. 
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und daß somit durch weiteres Einsetzen der aus den Gleichungen (3) 
resultierenden Werte für f*> ergibt: 

8l 5, S„_i 

(ß) I = _i_ (wo jetzt: |j < Ij), 


also ein (n + l)-gliedriger regelmäßiger Kettenbruch ohne additives 
Anfangsglied (mit der Zusatzbedingung 

Bedeutet ferner — y einen negativen (echten oder unechten) Bruch, 
g die nächste oberhalb y liegende ganze Zahl, bo kann man setzen: 

—y = -9-V{g-y) 

= 1*0 + (p—y)} 

wo jetzt /?£,< 0 und der positive echte Bruch g — y nach dem Vorbild 
von Gl. (6) in einen Kettenbruch verwandelt werden kann. 

Andererseits ist xmmittelbar ersichtlich, daß ein Kettenbmch von 
der Form (5b) (gleichgültig ob ßa>0 oder ßo < 0) auch umgekehrt in 
einen gewöhnlichen Bruch verwandelt werden kann. Denn eine solche 
Zahlenverbindung enthält (wenn man von dem rein äußerlichen Merk- 
mal der verkürzten Brnchstriehe absieht und allenfalls auf die korrektere 
Schreibweise (5 a) zurückgreift) nicht das Geringste, was durch die ge- 
wöhnlichen Regeln für das Rechnen mit Brüchen nicht vollkommen 
definiert wäre. Man braucht eben nur mit beginnend die einzelnen 
Ifenner auf Grund der Formel: 


( 7 ) 


flc aß' 

a'-ßß'+a' 

ß + J. 


der Beilie nach fortznschafien^ bis mau eineu Bruch erhalt^ dessen 
Zahler und Neuner nur noch aus additiven und multiplikativen Ver- 
bindungen der besteht "Da im ganzen Verlaufe dieses Rechnungs- 
verfahrens (allenfalls abgesehen von ß^) nur mit positiven (ganzen) Zahlen 
operiert wird, so erscheint die einzige Überhaupt denkbare Schwierigkeil^ 
nämlich das etwaige Auftreten vonNu/ZalsNenner; definitiv ausgeschlossen. 


S. Die zuletzt gemachten Bemerkungen lassen sich offenbar ohne 
weiteres auf den Fall übertragen, dafi man in dem Kettenbmch- 
Symbol (6 b) nicht nur die sondern auch die dort durchweg ans der 
Zahl 1 bestehenden Zähler dnrch gmz hdiehige positive Zahlen ersetzt 
Ja, sib behalten auch dann noch Gültigkeit, wenn man für den gleichen 
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Zweck beliebige komplexe Zahlen yerwendefc, die nur insoweit gewissen 
Mnschrmkmgen zu genügen haben, daß die Anwendbarkeit der 
Rednktionsfonnel (7) im Verlaufe der Rechmmg niemals durch das 
Auftreten von NvR als Nenner eine Storung erleidet. 

Wir wollen nun aber, um die Anwendbarkeit von Zahlenverbindimgea 
der Form: 


( 8 ) 




■k “ä 




n 


nach Mögliclikeit zu erweitern, jedes sololie Symbol zunäebst rein fornwl 
als einen n-gliedrigm EsUenbruch bezeichnen, auch wenn die a^, \ ganz 
MM>ige, den Begeln der vier Spezies genügende „Memerde“, ins- 
besondere "bdiebige hmpkice ZoMm (einschließlich der Evil) vorsteUen, 
die also eTentueU ni<M den oben erwähnten Einschrmhingen zu ge- 
nügen brauchen. Inwieweit ein solches Symbol auch im letzteren Falle 
geeignet erscheint, eine bestimmte 2W, vorzustellen, wird sich aus 
späterhin noch zu treffenden Festsetzungen ergeben. 

In dem Ausdrucke (8) heißt \ das Anfangsglied (welches infolge 


d 

der MSgliehkeit 6^= 0 auch schlechthin feUen kann), / (v = 1, 2, • • • ») 

das Glied oder der v** TeiUmtGi.^ und zwar a^ bzw. der v** Ihü- 
söMer bzw. Teikiemer. 

Statt der etwas weitlänfigen Schreibweise (8) bedienen wir uns in 
Zukunft der gedrängteren^): 


a,| u«| 


(9) 

oder auch der Abkürzung: 

( 10 ) 


+ f“ 


“n-l} 


h+ w ^ 


yJl 



1) In der Literatur findet man nicht selten anch die folgenden weniger 
charakteristischeii Schreibweisen: 

öl . öj 




+ 


^oT i I 1. 


»«-1 «, 


fi) Treten an die Stelle von a,, b^ Ausdrücke, welche mehrere Indizes eni- 
halten, sodafi es notwendig erscheint, denjenigen, welcher der Eeihe nach die 
Werte 1,*2, > * - n anzunehmen hat, ausdrücklich kenntlich zu machen, so schreibt 
man statt (10): 




RD 
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Erscheint es erforderlich, eine gewisse Anzahl Ton Anfangsgliedem 
(z. B. wegen eines von den übrigen Gliedern abweichenden Bildungs- 
gesetzes) besonders herausznheben, so schreiben wir statt (10) nach 


Bedarf: 
■ (lOa) 



^1" 


Im Falle = 0 mrd das additive Glied hg zumeist einfacli fort- 
gelassen, sodaß wir dann also statt (9) bzvr. (10) zu Betreiben pflegen: 


.h 




bzw,: 


Ml 


Lautet der Teilzähler (— ci^), so schreibt man auch: 


«li 


I 4.-Ü-4 Il-I 


statt: 


also z. B.: 


I 4 - ~1 1 — 4 U 


» \h \h 




oder auch.: h.+ 


[-E’ 

wenn aUe Teilzähler den Wert — 1 haben, und: 

wenn sie, mit + 1 anfangend, zwischen + 1 und — 1 alternieren. 


4. Um die Bedingungen übersichtlich zu formulieren, welchen die 
a,., genügen müssen, damit der Eettenbruch (8) (bzw. (9), (10)) nach 
demselben Verfahren wie der regelmäßige Kettenbruch (5 b), also ledig- 
lich mit einwandfreier Benützung der Formel (7), auf die Form eines 
einfachen Bruches gebracht werden kann, erscheint es zweckmäßig, ein 
System linearer Gleichungen aufzustellen, welches zu dem fraglichen 
Kettenhruche in der nämlichen Beziehung steht wie das Gleichungs- 
system (1) zu dem regelmäßigen Kettenbruche (5 h). Wir betrachten 
also den Kettenbruch (8), d. h. schließlich die Zahlen 
(v~l, 2, -'-n), als gegeben und definieren sodann die Zahlen 
(v = 0, 1, • • • w) durch die folgenden (w + 1) Gleichungen: 
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(11) 


[^0 =^« 1 +®!^?, 


^«- 2 = ^„_ 2 ®«_ 1 + 
a;„ = & ,» +o 

X = J • 


Die (w + 1) Zahlen sind dann in jedem Falle völlig ein- 

deuiig hestimont Kennt man nämlicli für irgendein v die Zahlen 
und x^y so ergibt sich daraus sofort auch der Wert von Da 

aber und durch die beiden letzten Gleichungen bestimmt sind, 
so können auch s^J^sssive berechnet werden* Dabei 

ergibt sich schließlich x^ als ein lediglich aus additiven und multi- 
plikativen Verbindungen von bj, • ■ • \ und cig, * • • cb^ zusammengesetzter 
oder, wie man kürzer zu sagen pflegt, ganzer rationaler Ausdruck bzw. 
als ganze (rcationale) Funktion^) dieser Zahlen, zu denen dann bei der 
Bestimmung von Xq noch und in analoger Verknüpfung hinzu- 
treten.*) 

Wir heben für spätere Verwendung ausdrücklich hervor, daß dieses 
Ergebnis, d. h. die eindeutige Existenz bzw. Bestimmbarkeit der x^y ins- 
besondere diejenige von und x^, da sie lediglich auf Additionen und 
Multiplikationen der a^, b^ beruht, von deren Auswahl völlig unahhimgig 
ist Zunächst aber wollen wir bezüglich der (ira übrigen beliebigen) 
Auswahl von bj, • • * b„ und Uj, • • ' \ die Einschränkung treffen, daß 
durchweg von Null verschieden ausfallen sollen, in Zeichen: 

(12) |a:,[>0, |a:,|>0, >0 

(wobei man also unter x^, <üe ans den Gleichungen (11) hervor- 

gehenden ganzen Funktionen der betreffenden a^, \ zu verstehen hat). 
Diese Bedingungen werden z. B. insbesondere stets ausnahmslos eriüUt 
sein, wenn \ and Oj, • •• a„ durchweg positive Zahlen sind. 

Unter der Voraussetzung (12) lassen sich nun aber die Gleichungen 
(11) auch durch die folgenden ersetzen: 


1) Bezüglich dieser Bezeichnnng vgl. § 26, Nr. 4, 8. 16S. 

2) Allgemein erscheint also (vol, 2, •••*> — 1) als ganze Fonktion von 

K> - K «»+!• • • • ®«* 

Pvlngihcim, VoiletimgffL I, S. 


44 
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6i + ös-^’ also: 




, , ^v+l , 1 

= 0 , T a • — also: — 

v-i^ r a;, a:,+i 

«»r-l + V — 


= 0 , + Ä • 

/r « — 1 ‘ ; 


35» 1 1 

J ,4-a • — 


U ö 

l **'n 


und hieraus ergeben sich durch sukzessives Einsetzen der für — j 

aj aj 1 . . 

_J1_, Jt-, _ gefundenen Ausdrücke in die erste dieser Gleichungen 

^1»— 1 ®Ä— “1 

die Beziehungen: 

f 4- A! -L. AAl 

+1 a:, 


X , “li , “8| , , “’-il I ‘*»*»'+11 

-^• + 157 + 16, +-- + |»,_,+| , 


«ll , “*l 


X , I *1 I , I “'«-*1 I "«-1*^»! 

-I 4 .^ 4 .-^ 4- «»«-»I ■ «,-11 , ««I 


Jeder der Kettenbrüche (14), insbesondere der letzte (mit dem vor- 
gelegten Kettenbruehe (8) bzw. (9), (10) identische) liefert dann eine 
Darstellung der in der einfachen Bruchform — darstellbaren, durch das 
Gleichnngssjstem (11) emdeutig definierten ZaM. Dabei erweisen sich 
die für die MSgUchkeit einer solchen Darstellung als hinreichenä er* 
kannten Bedingungen (12) bezüglich des letzten Kettenbmches in ihrer 
Gesamiheit auch als notwendig, da ja im Falle — 0 (für irgendein 

V aus der Folge v = 1, 2, • • • «) und simüos werden. 

Xy 

Andererseits kann offenbar die Bückverwandlung des letzten der 
Kettenbrüche (1|) in den vorletzten dadurch erzielt werden, daß man 
den letzten Nenner nach dem Yorbilde der Formel (7) fortschafft, 
da ja (mit Benützung der beiden letzten der Gleichungen (11)): 



Nr. 4. 


§ 88. Elementare Eettentrüche. 


677 


j %\ ^«-1 _ ««-1». 


Das analoge gilt bezfiglich des Überganges von irgendeinem an- 
deren der Kettenbrüelie (14) zn dem nnmittelbar vorhergehenden, da ja: 

a.-i| a,_t 

1^-1 ■*‘1 s . 


■'v-l ■ 


«.«=.4-1 1®» + %‘»v + 1 


Hiernacli läuft es also scUießlicli auf dasselbe hinaus^ ob man, den 
letzten der Kettenbrüelie (14), also den Kettenbrueb ? durch 

sukzessives Fortschaffen des jedesmaligen letzten Nenners schließlich 
auf die Form eines Quotienten — zweier bestimmter ganzer Funktionen 
der a^, \ bringt oder ob man und x^ aus den Gleichungen (11) be- 
rechnet. Und es erweist sich somit unter der Voraussetzung (12) der 
fragliche Kettenbruch, falls man ihn nur in seiner ursprünglichen Ge- 
stalt, also folgendermaßen: 


io + 





+ 


“'n— 1 


a 

t 1 « 


anschreibt, als eine Zahlenverbindung, deren Sinn lediglich auf Grund 
der dementaren Regeln für das Rechnen mit Brüchen sdion vollJccrnmen 
festsM und die auf Grund dieser Regeln eine eindeutig bestimmhare 
Zähl vorsteRt. Wir wollen daher einen solchen Kettenbrueb als einen 
dementaren bezeichnen. Der Bruch — heißt die reduzierte Form des 

t . * * * 

Kettenbruches oder auch, da er ja eine bestimmte Zahl in gewöhnlicher 
Brachform vorstellig der Wert des Kettenbruches. 


[ Ä **1 Ä 

JL ist auch jeder der iKetteu- 
br&che ^ farl<Mt<neia dmentarer, wie ohae weiteres aus 

*- ^“*fn l“ 

den für den elementaren Charakter von maßgebenden Bedingungen 
(12) herrorgeht Mit anderen Worten, ein dementarer Kettenbruch 


1) Das additive Aufangsglied hat offenbar auf den Charakter des Eetteu* 
bmches keinen Einfluß, wetdialb wir es hier und auch sonst häuflg « 0 setzen, 
also einfach weglassen. 


44 * 
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bleibt elemeatar, wenn man eine beliebige Anzahl von -In/awj'Sgliedern 
fortläßt,^) Irrig wäre es dagegen, anzunehmen, daß das analoge stets 
auch bei Weglassung einer beliebigen Anzahl von jEwe?gliedem statt- 

fu “j”* 

finden, also jeder der Kettenbrüehe j für m < n gleichfalls ein 

elementarer sein müßte, wie das folgende einfache Beispiel verdeutlichen 
möge. Man hat: 

ci,h, I ^ i3_ . 

ry * = “li 4- 

Wi iö, i^s bj. + a. 

Ist nim: 0^= — ^, so wird: 

r^l * _ fltl Wlj ! _ ai5;S,+gttt, 

L^Ji 1^' i6s^ + ®s 

während der Versuch, den Kettenbmch F zn reduzieren, auf die sinn- 

0,1 ^ r« 1 ® 

lose Form fährt. Der Kettenbruch j ist somit in diesem 
Falle ein ehmmtarer (sofern nur: | 62 &3 + 0 $ ] > 0, | ßj | > 0), nicht 

r®»i* 

aber der Kettenbruch r’ ■ 

•- ’’-'i Co -]« 

Besitzt aber ein elementarer Kettenbrnch — die besondere Eigen- 

L -|OT 

Schaft, daß auch jeder Kettenbruöh von der Form , wo m < w, 
ein dementarer ist, so gilt nach dem zuvor Gresagten das letztere wieder 

, wo 1 < Ä < m, d. h. 

schließlich für jedm aus konsekutiven Gliedern bestehenden Tdlkettefh 
bruch (insbesondere auch für die einzelnen. Teübräche d. h. man hat 
in diesem Falle ausnahmslos | b, | > 0 für v > 1 ). Einen solchen 

t o 1“ a 

, d. h. „elementar“, also 6^ von 

NM verschiedmj wie ja schon die letzte der Bedingungen (12) aussagt. Dagegen 
kann für v <^n auch hei einem elementaren w-gliedrigen Kettenbrüehe beliebig 
oft 5^ — 0 sein, z, B.: 
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Kettenbrncli wollen wir als durchweg demeniar "bezeiclmen. Offenbar 
gehört jeder aus lauter positiven Zahlen bestehende Kettenbruch dieser 
besonderen Kategorie an. 

Der Vollständigkeit halber sei noch erwähnt, daß durch die am 

— ö \ 

Ende der Torigen Nummer getroffene Festsetzung, statt auch zu 
a \ ^ I . 

schreiben: — zunächst bei demeniaren Kettenbrücken offenbar kein 

p» 

Widerspruch entsteht, da ja: 


— 1 1 



\K-i 


__ 

— 1 | 



1^»— 1 

1 J 



§ 89. Die Eäherimgshiüclie durchweg elementarer Eettenhrfiche. 

1. Das im vorigen Paragraphen angegebene Verfahren zur Her- 
stellung der reduskrtm Form eines »-gliedrigen dementaren Ketten- 

r®»!" • 

brunhes Jg + ist einer wichtigen Ergänzung fähig, welche ge- 
stattet, die reduzierte Form eines durch Pinzutreten eines weiteren 
Teilbruches entstehenden (»-f l)*gliedrigen elementaren Ketten- 


bruches 10 + 


"n+l 

■Rir* 


zu bestimmen, ohne daß es nötig wäre, wiederum 

be- 


den gesamten, nnmnehr mit der Fortschaffang des Nenners 
ginnenden Beduktionsprozeß vollständig durchzumachen. 

Wie in Nr. 4 des vorigen Paragraphen bemerkt wurde, sind die 
dort mit und x^ bezeichneten Zahlen, also Zahler und Nenner der 
reduzierten Form des g^ebenen »-gliedrigen Kettenbraches, bestimmt 
durch gewisse ganze rationale Ausdrücke in den a^, und zwar ist 
der Nenner % unabhängig von \ und %. Wir wollen, um dies durch 
die Schreibweise kenntlich zu naachen, den fraglichen Zähler jetzt mit: 

den Nenner mit: 




6„; ö, 


K'i 


1» %> ” ■ 


bezeichnen. 


1) Bei dieser Schreibweise bedeutet; alsa bzw. 3^ nicht etwa einen Faktor, 
sondern dient aJi ^^FuiMonsgeiehen^U bezeichnet aleo einen bestimmten, aus den 
in der Klammer stehenden Zahlen (übrigens ganz und rational) zusammengesetkten 
Äitsärudi. 
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Um hieraus eisen Schluß auf die Zusammensetzung des analog mit: 


A+l (^0, h,'“ K+i, Oi; «3, • • • ®„+i) 

bZW. (&!, ' ^„+1? ®8J ®J? ■ ■ ‘ 

ZU bezeichnenden Zählers und Nenners der reduzierten Form für den 

ra 

(n + l)-gliedrigen Kettenbruch + j^~ J ziehen zu können, braucht 

man nur den letzteren durch Fortschafiung des letzten Nenners in 
einen w-gliedrigen umzuformen, also: 


(1) 




\K+1 + 


der also aus dem gegebenen w-gliedrigen Kettenbruche hervorgehen 
würde, wenn man daselbst 
* a durch: h,.a 

K durch: 

ersetzt. Das Entsprechende muß also auch für die betreffenden redu- 
zierim Formm gelten, und man findet somit: 

“^«+1 *.^0> ■ * * ’ ®«+i) 

' ■ ■ ^«-1’ ^«+1 K "l" ®«4 -i 5 ®1> ■ ■ ' ®n— l>^n+l ®«) 

■®«+l (^1> ■ ■ ’ ^»+1’ ®s> * • • ®n+l) 

= -S« (^i> ■ ■ ' ^«—1» K+1 K + ®«4-i5®2» ■ ■ '• 


Man ist also imstande, die Ausdrücke ^n+i ®®^ort anzuscbreiben, 
sobald die Zusammensetzung der Ausdrücke Ä^, vollständig bekannt 
ist Um diese Kenntnis zu erlangen, "vroUen ■mir jetzt noch die Yoraus- 
setzung machen, daß der vorgelegte n-gliedrige Kettenbruch nicht nur 
überhaupt, sondern durchweg dementar sein möge, und sodann allgemein 

mit ^ die reduzierte Form des Kettenhmches in + + • • * + nr' 

•°» _ 1^1 1®» 
(r = 1, 2, • * • n) bezeichnen, sodaß also ^ eine bestimmte Zahl vor- 

stellt und insbesondere | 5'^ [ > 0 ist Der Gleichförmigkeit halber 
werde auch noch gesetzt: 

cg = = A d.h. Ao = 6o ^0 = 1, 

mit dem ausdrücklichen Zusätze, daß diese Festsetzung auch im Falle 
^0 — 0 gültig bleiben soll, daß also in diesem Falle nicht nur zu setzen ist: 

Aj = 0 (was ja selbstverständlich). 


5o“l- 


sondern auch: 
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Des weiteren ergibt sieb: 

(Ji) \ = A = ^1^0 + «u A = ^1- 

Um hieraus die Werte Yon jS^ abzuleiten, hat mau nach dem in 
den Formeln (2) enthaltenen Verfahren lediglich durch und 

durch 62 6^ + «2 zu ersetzen und findet somit: 

A2 “ (^2^1 “t* Ötg) 6 q “f" ^2^1 '®2 “ ® 2^1 "t" ^2 

== 62 (^1^0 ^2 * 

also; mit Berücksichtigung von (I^) xmd (I^): 

(I2) Af = ^2“^! “i“ ^2*^0; *^2 ^ ^2“®! “1“ ^2*®!)* 

Durch vollständige Induktion läßt sich aber unmittelbar zeigen^ daß 
analoge Begehungen for jedes A^, bestehen. Denn an- 

genommen, man habe für irgendein v>2: 

00 KA-i + ®» A-s A = KA-i + 

BO ergibt sich daraus, da ja A-tf A-v A-» ®»> K 

abhängig sind, mit Benütznng der Formeln (2): 

A+i = A+iK + %+i)A-t + K+i%A-t 

= K+lAA-l + ®yA-s) + «r+lA-l 
^r+1 ’^iK+iK + %+i)A-i + K+i\A-t 
= + ^A-,) + <^r+iA-l> 

d. h. mit Berücksichtigung von (I): 

A-^i ~ K+iA ^r+xA—i A+i.~ \+iA ^y+iA—i‘ 


Gelten also die Formeln (I) für einen gewissen Index v, so hleihen. 
sie auch gültig, wenn v durch v+1 ersetzt wird. Sie gelten somit 
für jedes v> 2, da ihre Eichtigkeit nach Gl. (^) für » = 2 bereits fest- 
steht, und können daher dazu dienen, auf Grnnd der für A^, Bg, 
A gegebenen Anfangswerte (Ij), (Ij) die A^, für v == 2, 3, — n 
sukzessiTe zu berechnen. 

Die Brüche ^ (v = 0, 1, • • • ») heißen die N&ientngidmiche Oid- 

nnng des n-gliedrigen (zunädist als d/wrehweg Aementar rorausgesetzten) 

Eettenhmdiea » ünd zwar ist ^ für V'> 1 identisch mit der 

redueierten Form des v-gliediigen. Kettenbrtfches ß« + i?- + * • • + jr- 

j. i"i 1 » 

(bzw. mit \ im Fälle v = 0). Insbesondere ist ^ anf Gmnd der Tor- 



»■gliedrigen Eettenbmehes, also ^eich dem Werte des letzteren; anders 
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l-i 


ausgesprochen: man gelangt zu demselben Endergebnis, venn man den 
Bruch durch BeMrsion (vermittelst der Eekursionsformel( I) und der An- 

fangsbedingungen (]j), (I,)) bestimmt, wie wenn man die reduzierte Form 
des Kettenbruches durch direkte Bedvktion (d. h. durch sukzessive Fort- 
schaffiing der Nenner, mit dem letzten beginnend, vermittelst der Formel 
= herstelit») 

¥ J 

Im Übrigen läßt sich das oben bezüglich der Berechnung der Nähe- 
rungsbrüche gewonnene Ergebnis zu dem folgenden Satze zusammen- 
&S8en: 

Die Zähler und die Nenner (v > 2) der Näherungsbrüdie 

eines durchweg elementaren Kettenhruches + r ? 

a • 

redtmerten Formen der Kdtenbrüche -f • • • + 

1^1 

(v = 2, 3, • • • «) genügen den Bekursionsformdn : 

(I) -f 5,. = 

also der gemeinsamen BeJtursiottsformd: 

(10 e,=j,c„. + «,c,_„ 


I». 


mit verschiedenen Anfangsledingungen, nämlich: 

(Io) ^ h ^ 2 ;w. Cq = Bq = 1 {auch im FaUe \ = 0) 

(IJ Ci == = &J&0 + 


Hierzu sei (analog wie ün Yorigen Paragraphen zu Grl. (11); S. 675) 
ausdrücklieli bemerkt, daß bei gmz beliebiger Vorgabe der Zahlen 
5^, ••• und < 2 ^ 1 ; • • • also ganz unabhängig davon, ob der aus ihnen 

gebildete Kettenbruch b^ ein durchweg elementarer ist oder nicht, 


1) Bei dem letaigenannten Yerfalnen mid also von rechts nach linJas (bzw., 
bei der Tursprünglicben Schreibweise der Kettenbräche, von u/nten nach oben) 
operiert, xmd jeder Schritt liefert eine Umformung des gegebenen Kettenbruches 
in einen anderen mit jedesmal nm 1 yenninderter Gliederzahl, bis schließlich die 
redimerte Form zum Vorschein kommt. 

Bei dem neuerdings entwickelten Verfahren schreiten die an dem gegebenen 
Kettenbrache #voxzxmehmenden Operationen von links nach rechts (bzw. von oben 
nach unten) fort, imd die Einzelergebnisse sind die reduzierten Formen von Teil- 
kettenbruchen^ deren Gliederzahl jedesmal um 1 znnimmt und die auf diese Weise 
dem gegebenen Kettenbruche zum mindesten formal immer naher kommen: daher 
die Bezeichntmg Nahertmgsbruche^ die im übrigen, wie sich später noch zeigen 
wird, hei besonderer Auswahl der a^, b^ (z.B., wenn alle a^, 5^ positiv sind) eine 
noch wesentlich prägnantere Bedeutung gewinnt. 
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die Zahlen (v = 0, 1, • • • «) aus den vorstehenden Bedingungen 

stets eind&idig iestvnimbar sind (wobei dann allerdings für irgendwelche 
Werte von v der Wert B^ = 0 zum Vorschein kommen, also das Bruch- 
symbol ^ sinnlos werden könnte). 


2. Als Beispiel för die praktische Verwertung der Biekursions- 
formel (I) zur Berechnung der reduzierten Form eines numerisch ge- 
gebenen Kettenbruches diene der Kettenbmch: 

1 _ 11 o- il _ _i_ H _ 11 

^ 12 ' 14 [ 6' "^14 12 ' 


Die betreffende Eechnung läßt sich am zweckmäßigsten in Form 
des folgenden Schemas zusammenstellen: 


II 

o 

1 

2 

3 

4 

5 


-1 

3 

— 5 

3 

-1 

^=1 

2 

4 

6 

4 

2 

A, = 1 

2.1—1 

4.1-1-3.1 

6.7 — 5-1 

4. 37 -f 3-7 

2.169—1.37 

1 

7 

37 

169 

301 

B =1 

2 

4. 2+3*1' 

6. 11-^5. 2 

4.56 + 3-11 

2.257—1.56 



11 

56 

267 

458 


Die einzelnen Naherungsbrüche lauten somit: 

1 1 7 87 169 301 
T’ T’ 11 ’ 56’ 257’ 458’ 


und der letzte dieser Brüche liefert den Wert des vorgelegten Ketten- 
bruches. Wül man denselben nach dem im vorigen Paragraphen be- 
sprochenen Verfahren der direkten Beduktion ermitteln, so gestaltet sich 
die Eechnung folgendermaßen: 


1 - 


ll + Ü_iI + ll_ 

|2 + |4 |6 ^ |4 


11= 1 11 I 3| 5| 2.3 I 

12 12 ^ |4 16 ^ (2.4—1 

= i_li + Ü 1*5J 

(2 “ |4 l7.6'-l-6 

1 1| , ^8-3 I 

[2 148.4—35 

w 167-1 I 

|167.2-f-144 
_ 458—167 _ 301 
~ 458 ~ 468* 


Oder audi, wenn man nach dem Vorbilde des Oleichungssjstems (11), 
S. 675, zur Berechnung der reduzierten Form — des gegebenen Ketten- 
braches die Oleichungen zugrunde legt: 
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aro = l-a:i — l-j;, 

X^ = 2 •X 2 + 3 'Xs 

= 4 • 5 • 

Xj = 6 •a;4 + 3 •% 

OTj, = 4*fl% — 1 

«5 = 2, 

80 mfit sich die obige Kettenbmchrediikiion einfacher in Form des 
folgenden Schemas darstellen: 

V— i 3 2 1 0 

4-2—1 6-7-f8'2 4-48— 5-7 2.167 + 8-48 1-468— 1-167 

®» ~ 7 48 167 468 301 


§ 90. lllgemeinste endliche Settenbiüche ans beliebigen Zahlen. 
— Ansdehnnng des NShernngsbrneh-Verfahrens anf solche 

Kettenbrfiche. 


1. "Wie in § 88, Nr. 4, S. 675, bereits herrorgehoben wnrde, sind 
durch ein Gleichnngssjrstem von der Form (s. 6L (11) a. a. 0.): 


( 1 ) 


«0 

= 6««l + 


«1 

= \X2 + 




+ «»*r+l 


1 = K-i\ 

1 * n 


= h_ 



3^, und Xi bei gam Idd^iger Wahl der Zahlen ' * * K »i, - • • 
dis emdeuMg ’b&ümmie Zalüm definiert. Und da im Falle | j > 0 (fSr 
V = 1, 2 • • • ») — die reduzierte Form des (in diesem Falle „elementaren'^ 

- -n 

KettenbrucneB &o + r darstellt, so wollen wir jetzt in jedem Falle 
L. v-*! ^ 

dem obigen Nettenbmehe das Brucksymbol gleichgültig ob dasselbe 
«me bestimmte Zahl vorstellt oder nichts als reduzierte Form znordnen 
nnd diese Festsetzung durch die Formel ausdrücken: 


( 2 ) 


.+1^ 




wobei das doppelte Gleichheitszeichen darauf hmweisen soll, daß 
ZcSder und Nemer des Smohsjmbols einzeln genommen &/näeuiHg 
hestimmie Zeilen sind, auch wenn sie in der Yerbindung 
•ohfiie liefnn, was offenbar dnuu und nur' daun eintritt, wenn = 0 
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ist. Hat man aber j : > 0, so wollen wir die unter der Form --- 



erscheinende eindeutig bestimmte Zahl auch wiederum als den TFer^ 
des betreffenden Ketteribrnches bezeichnen, bzw. den Kdtenhruch als 
eine auf Grund der getroffenen Festsetzungen zulässige Darstdlungs- 
form der Zahl — betrachten (wie dies ja schon ohnehin der Fall 
wäre, wenn der betreffende Kettenbruch sich als ein demmtarer 
erweist). Im Falle: > 0 kann also die Beziehung (2) auch ohne 

weiteres durch die Gleichtmg: 



ersetzt werden. Ist dagegen == 0, so hat es bei der Schreibweise (2) 
sein Bewenden, und wir sagen in diesem Falle, der Kettenbruch sei sinnlos. 

2. Die Herstellung der reduisierten Form für den Kettenbruch 
TM'" 

^ 0 + y vorstehenden Betrachtung in der Weise gedacht, 

daß man von ausgehend der Reihe nach ‘ 

den Gleichungen (1) berechnet. Da hierbei und die für 

i; ^«— 2 ? • • * ergebenden Zahlenverbmdnngen durch- 

aus identisch sind mit denjenigen^), welche sich für die jeweils auf- 
tretenden Schlnßnenner bzw. den schließlich letzten Zähler ergeben 
würden, wenn man den fraglichen Kettenbruch, genau wie einen als 
elementar vorausgesetzten, durch sukzessives Fortschaffen der Nenner 
j,redu0i€ri^^ (also unbekümmert darum, ob unter den hierbei auffereten- 
den Nennern x^ solche Zahlenverbindungen Vorkommen, die gleich NuU 
sind)*), so mag diese Art der Herstellung der reduzierten Form wieder 


1) Ygl. bierra in § 88 die Gleichungen (14), S. 676, sowie das munerische 
Beispiel am Schlüsse des Toxigen Faragiaphen und die folgende Fußnote. 

2) Man hat diese Axt des Operierens mit sonst sinnlosen Brüchen lediglich 
als eine besondere, in dem Torliegenden Zusammenhänge bequeme Sckreibtceise 
für die sukzessive Beduktion des Gleichungssystems (1) bis zur schließlichen 
Bestimmung von und zu betrachten und die Bechtfertigung dieser Methode 
darin zu erblicken, daß nicht nur das JEnäergehrds, sondern auch jedes Zwischen- 
resuHat auf Grund der gegebenen Definition für die reduzierte Form eines 
beliebigen Kettenbruches ein vollkommen richtiges ist Jeder der Kettenbrüche, 
welcher hei der sukzessiven Eeduktion von 


6«+jJ+--- + 

ftuftritt, hat die Form (vgl. S. 676, 61.(14)): 




®ll , , S— ij , 
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als eine ^jdurc% direkte BeduUim^^ erfolgte bezeichnet werden. Es ist 
nun für unsere weiteren Entwicklungen wichtig nachzuweisen; daß 
dieses Yerfahren, geradeso wie bei einem durchweg elementaren Ketten^ 
Iruche, auch durch ein rekursorisches ersetzt werden kann. 

Hierzu betrachten wir an Stelle des Grleichungssystems (1) ein 
solches, bei welchem der dort als fest gedachte Index n durch einen 
veränderlichen Index v ersetzt ist und die (aus den wiederum als gegeben 
anzusehenden Zahlen Jq, • • • ^u bestimmenden Zahlen, als 

wesentlich von v abhängig, mit x^\ bezeichnet werden 

mögen, also: 




Für reduziert sich also dieses System auf die einzige Gleichung: 

( 4 .) 

Sodann hat man für i; = 1 : 

( ^ "f" ö, 

,A\ jo Ol ~ 1 




Wird die reduzierte Form dieses letzteren Kettenbruches mit —7 bezeichnet, so 

hätte man auf Grund der gegebenen Definition Xq, aus des Gleichungen zu 
bestimmen: 

=&o^l+«1^2 
a?i' ^iiX^+OiXi 




wobei dann durch die noch fehlenden Gleichungen des Systetns ( 1 ) 

bestimmt sind: , , 


*„_1 = a „ 


Biese beiden Gleichnngssysteme zusaminen besagen aber genan dasselbe vie 
das System ( 1 ), nnd man findet daher: 

»0= *0- 
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Führen wir noch (wie sich sogleich als zweckmäßig erweisen wird) 
die Bezeichming ein: 

so lassen sich die Beziehungen ( 45 ) und ( 4 ^) in Verbindung mit der 
soeben eingeführten in die folgende Form setzen: 

(5o) ®r=^) a;f = l 

(öl) + «1 »f’ = h- 

t 

Des weiteren lautet das System (4) för v = 2 : 

(«f =bja:f 4 a^a:f 

( 4 *) 




(Sl 


e‘®>= 


also, wenn man den Wert von in die beiden ersten Gleichungen, 
den sodann ans der zweiten Gleichung resultierenden Wert Ton in 
die erste Gleichung einsetzt: 

«r = ^ M + «s) + = ^ 1^3 + 

= ^2(^0^+‘*l)+®3^0 =l>gii+ag’l 

oder mit Berücksichtigung Yon (5g) und (5i): 

Durch Yollstandige Induktion läßt sich nun aber unmittelbar zeigen, 
daß analoge Formeln für bei beliebigen v ^2 bestehen, 

immlich: 

Es werde also angenommen, daß die Eichtigkeii dieser Beziehungen 
für irgendein bestimmtes v>2 erwiesen sei. Andererseits haben ja 
dem Gleichungssystem (4) zu genügen. Das entsprechende 
Gleichungssystem zur Bestimmung von unterscheidet 

nch von (4) dadurch, daß an die Stelle der letzten mei Bedingungen 
nämlich: 

ajf*’ =6 ,«‘* + 0 




(*) 


nunmehr die drei folgenden treten: 


y— 1 ir— 1 y 
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die sicli aber durcli Emfuhrung des Wertes* von aus der dritten 

Gleicbung in die beiden ersten auf die folgenden ^wei reduzieren lassen: 

.(»'■fl) 


^(»^+ 1 )^ 2 ^ h a 
" y r-fl »■ 




’y ’y y-J“! ' 

Jetzt besteht das System zur Bestimmung von 
ebensoviel (nämlich v + 1) Gleichungen; wie das zur Bestimmung von 
dienende System (4), auch haben die ersten v — 1 Bestimmungs; 
gleichungen in beiden Systemen genau dieselbe Form; und nur die 
beiden letzten unterscheiden sich dadurch, daß jetzt 
a durch a i 

V V y-f-1 

durch + 

ersetzt ist Dnrch Vornahme dieser Vertauschung in den Formeln (5) 
müssen also z^\ in übergehen. Beachtet man, daß 

(x = 0, 1) Ton a^, Tollig unabhängig sind (da ja in 
den betreffenden Bestimmungsgleichungen alle Indizes sich nur bis 
V — 1 hzw. V — 2 erstrecken), so folgt aus (5) zunächst : 

= ( 6 A +. + ».+0 

also, mit nochmaliger Benützung von (5): 








und ganz in derselben Weise: 


*1 "r+l^l 


(I— 1) 

J 


d. h. die Formeln (5) bleiben bestehen, wenn v durdi y + 1 ersetzt 
wird. Sie gelten also für jedes v > 2, da ihre Richtigkeit für v = 2 
bereits, feststeht. 

Anders ausgesprochen genügen also und d. h. Zähler und 
Nenner der reduzierten Form des (aus bdiäng gegebenen Zahlen 


gebildeten) Kettenbruches 4 1- der gemeinsamen Bekur- 

sionsformel; 

{5^) + 

und unterscheiden sich nur in den Anfangswerten für y == 0 und v = 1, 
nämlich (nach GL (ög) und (bj)): 


*0 


zf> = 
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3. Die Yergleicliimg dieser Beziehttagen mit denjenigen ffir die 
Zähler nnd die Nenner der Näherungshrüche eines durt^weg 
elmmtarm KeUeribrudies, nämlich (S. 682, GL (I), (Ij), (Ij)): 


(I) 


■^0 ^0 




®r=5o 


Ä,= \\+a, 

A = KA-i + A-s A = KA-i + (*' ^ 2), 

zeigt nnmittelbar, daß: 

( 6 .) = A 

(60 

mid daher für jedes.!/ >2 auch: 

( 6 ) 

■wenn man in (I) unter 5, nnd a^, • • ■ a, diesähen als Ididiig 

gegeben anzusehenden Zahlen rersteht, wie in dem Eettenbmche 

6* + .-r^ + • • • + Bezeichnet man also auch in diesem Palle die 

® h 1 ^^ 

Bruchsymhole ^ (!/ = 0, 1, • • • n), gleichgültig ob dieselben einen Smn 

haben oder mM (welcher letztere Pall ja nur eintriti^ falls J? = 0 

“il 


(») 

■ 




+ 


soläßt 


ist), ah Nähemngsbräehe des Kettenbruches + 

sich das in den Gleichungen (6o), (6,), (6) enthaltene Ergebnis folgender- 
maßen aussprechen: 

Die reduzierte Form — eines aus hdiebigen Zcüüen 
1 ®»T 

gdnldden KetterAruches p" > ursprütylidie Defini- 
tion OAif der EersiMmg durch direkte BeduMion d. h. mf 
der Bestimmung von und x^ atiS dem Gfleicfimgssystem: 

*0 “ ^o®i ®1®S 

»1 =Ms+®i®s 


lendite, Jtam a/uck reJeursorisch dis Bäherwngämush Ord- 
nung gewonnen werden, d.h. man hat: 

«0=4 h+ m =17’ 

^ 1 n 

WO für v = 0g !,•••» sukfsesswe aus den Formen (I) 
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Oder auch, mit Rücksicht auf die am Anfang von Nr. 2, S. 685, und 
in der Fußnote 1, S. 682, gemachten Bemerkungen: 

Man gelangt en dem gleichen Ergebnis, wenn man einen be- 
legen jBjeüenhruch &o+ ’r^ durch sukeesswes Fort- 

schaffen der Nenner von rechts nach Units (also genau wie einen 
dementaren Kettenhruchy d. h. ohne Rücksicht auf das etwaige 
VorTiomnren von Null als Nenner) auf die reduzierte Form 
hringi oder aher, wenn man die letztere von linlcs nach rechts 
durch das Nähenmgshruch-Verfahren lestimmt 

Hieraus folgt insbesondere, daß der Wert eines dementaren Ketten- 
bruches auch dann als läder Näher ungslruch zum Vorschein kommt, 
wenn der Kettenbruch kein durchweg elementarer ist (im Gegensatz zu 
der § 89, Nr. 1 ausdrücklich gemachten Voraussetzung), wenn also 
unter den Näherungsbrüchen beliebig yiele sinnlose Torkommen. 


§ 91. Neue Bezeichnungen. — Ein Hauptsatz» 

1. TTm aus dem Hauptergebnis des vorigen Paragraphen noch weitere 
Folgerungen zu ziehen, führen wir zunächst einige neue Bezeichnungen ein. 
Es werde der Kettenbruch 


mit 







(wo: 0 < [i<v :< 


bezeichnet. Es ist also das Zeichen (K^ f) als durchaus identisch mit 
dem obigen Kettenbruche anzusehen, bedeutet nicht etwa die reduzierte Form 
des letzteren. Wir drücken diese Festsetzung durch die Schreibweise aus: 

fTT \ — 1. _I- 




Dabei dient also das Zeichen = als Iden^itäiszddasD. und wird auch 
weiterhin in diesem Sinne von uns gebraucht werden, wie übrigens 
in der Algebra und Funktionenlehre allgemein üblich.®) 


1) Die als zulässig gedachte Annahme ist natürlich so zu verstehen, 
daß dann ein Glied mit dem Index überhaupt nicht vorhanden ist und so- 
mit der Kettenbruch sich auf das Anfangsglied 1>^ reduziert. 

2) Anders in der Zdhlentheorie^ wo das nämliche Zeichen zur Bezeichnung der 
•og. Kongruenz dient. Bedeuten z. B. a, 5, m ganze Zahlen, so besagt die Beziehung; 

b = a (mod. w), 

(in Worten: 5 ist kongruent a modulo m) soTiel als: b unterscheidet sich von a 
nur um ein ganzes Vielfaches von m. 
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Bezeickaefc man ferner mit — fi + 1, •••*») <üe 

Zaiiler nnd Nenner der Nahenrngsbrüche von {K so stellt die 

reämkrte Form von (K^ ^ Tor, für welche letztere wir gelegentlich aneh ^ 
(ohne Klammer) schreiben werden, in Zeichen (ygl. S. 684, Formel (2)): 

( 2 ) 

Da hierbei offenbar genan dieselbe Bedentnng haben 

wie die früher benützten Bezeichnungen A^, B^, so werden wir uns 
zumeist für A^^^, dieser einfacheren Bezeichnungen bedienen und 
dementsprechend auch kürzer bzw. statt: bzw. ,, 

schreiben. 

Beachtet man, daß: 

und daß beim Übergange von (Kg ;i) zu (K^,^j) lediglich _j, B^ ^ an 
die Stdle Ton JL, .j, Bg ^ bzw. jB^ treten, so ergeben sich zur Be- 
rechnung der B^ ^ die folgenden Anfangsgleichungen und (mit Be- 
rücksichtigung der Formeln (I), S. 689) die folgenden Eekursionsformeln: 



B =1 

+ % + l 






Da ferner: 

J -H 





CL B 

1) Bringt man das letzte Glied dieser Identität anf die Form: 

folgt: 

nnd hieraus mit Benützung Ton (III) durch Vergleichung der Zähler, 'wenn man 
noch v^n setzt: 

•^ju— l,n n + ®/4 4. « 

för also: (i^<Cn, Für ft = « hat man nach (II): 

Vergleicht man diese Beziehungen mit denjenigen des Gleichungssystema (11) 
von § 88, Nr. 4, S. 676, wonach; 




so ergibt sich, daß: 




falls aus dem Gleichungssystem (11) bestimmt wird. 

P via Stil eia, YoTlmxigea 1, 8. 
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so folgt, daB der Nenner B, tob J?„ „ identisch ist mit dem Zähler 

•">“ -^,+1,,. •i“»- 

(lU) («äM+l). 

2. Ans den Betrachtungen des vorigen Paragraphen (vgl. insbesondere 
die Fußnote 2, S, 686) folgt, daß die reduzierte Form des Kettenbruchcs: 

(4) (XJsi.+ i5! + ... + iJ + - + ^ 

dieselbe ist wie diejenige des folgenden: 


‘'+i^+-+icf+r^- 


(v < « — 1), 


wo tmd ans den Gleichungen zu bestimmen sind: 


X ^ = J ^ X + a 
?i— 1 n— 1 n ‘ n 

= K- 

X 

Aus diesen Gleichungen geht aber hervor, daß die reduzierte 
Form des Xettenbruches 

(6) 

Torstelli^ sodaß also mit Benützung der in der Torigeu Nummer ein- 
geführten Bezeichnungen sich ergibt: 

m 

Da ferner auf Grund jener neuen Bezeichnungen dm^ Eettenbruch 
(E^) auch folgendermaßen geschrieben werden kann: 

(8) l-lir^+iTsM’ 


(8) (ir,)^i.+ jf+... + ^+^, 

SO läßt sich das zu Aufaug dieser Nummer ausgesprochene Ergebnis 
mit den soeben daran geknüpften Bemerkungen zu dem folgenden 
JSauptsatz zusammenfassen: 


1) Setzt man in (6) und (7) speziell i>. = 1, so folgte daß — ala reduzierte Form 


von (Kj^) identisdi ist mit der reduzierten Form von 


n a^Bi 


also mit: 




Die Vergleichung der Nenner gibt nur die bereits aus Gl. (III) 


ffli resultierende Beziehung: 

■®#i = ^0, n ” fl» 

mit deren Benützung durch Vergleichung der ZShler sich ergibt: 
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Der n-glieärige Keüenhrueh: 




®r-ji 


1 i“,—! 


ifc, ‘ ^ |&, 

■und der v-gliedrige (1 ^ v < ») 


6o+r;*^ + 


■"»— li 


«,J5, 

'n. 


r,n ' 


Ih ' ‘ |&,_i 

haben die gleidie reämierte Form, sie sind also entweder gleich^ 
wertig oder beide sinnlos. 


3. Der vorsteliende Satz würde offenbar eine nocli etwas einfacliere 
Form annehmen, falls es gestattet ist, bei dem zweiten der obigen 
Kettenbrüche Zähler und ISTenner des letzten Teübrnches mit dem 
Faktor zn mnltiplizieren, den betreffenden Teilbmch also in den 
folgenden nrnznformen: -gr— nnd anf diese Weise eine noch durch- 

sichtigere Beziehung zu der ursprünglichen Form des Kettenbruches 
zu gewinnen. 

Hierbei handelt es sieh offenbar lediglich um die Entscheidung 
der Frage: In welcher Beziehung stehen die reduzierten Formen zweier 
Kettenbrüche Ton der Form 




l&v-l 


^ \-k 


a A ca I 

— Ij , y« 


wo c eine beliebige, Ton jSwZZ yerschiedene Zahl bedeutet? 

Bezeichnet man die reduzierte Form des zweiten Kettenbmches 

mit BO ergibt sich: 

= =cD, 


d h. die redussierte Form des zweiten Ketlenbruches ist mit derjenigen 
des ersten zwar niM identisdv^ jedoch nur im Zähler und Kenner um 
den nämlichen Faktor yerschieden oder, wie wir sagen wollen, ögtn- 
vdlent^), die Kettenbrüche sdbst sind also entweder gleichwertig oder 
beide sinnlos. 


1) Es bandelt sich hier um* den einfachsten Fall der sog. ÄguivaUnz zweier 
Eettenbrücbe — einer Beziehung, Ton der sehr bald (s^ $ 94 Nr, S. 706) noch 
ansfahrlich die Bede sein wird und die eine wichtige Bolle in der Lehre yon 
den Kettenbrüchen spielt. 


45 
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Die Anwendbarkeit dieses Ergebnisses auf den vorliegenden Pall 
erfordert nur, daß der dabei in Frage kommende Faktor ;g eine be- 

Vf n 

stimmte Zahl vorstellt, also [ ^ | > 0 oder, was ja auf dasselbe hinaus- 

läuft, K niclit siraüos ist. 

Hiernach ergibt sieh als besonderer, öbrigens besonders einfacher 
und wichtiger Fall des obigen Hauptsatzes der folgende Satz: 

Ist die reduzierie Form K nicht sinnlos, so sind die beiden 
KetienbräcJie: 


+ ■•• + 7^ and h + ,-^ + '-- + W- 

Fr.« 


b + 

® ^ l&l 


gleichwertig oder beide sinnlos. 


4. Ein anderer wichtiger Sonderfall des Hauptsatzes von Nr. 2 
kommt zum Vorschein, wenn man ihn auf den Kettenbruch: 


1 ! I ^5 

rr 1 


!6x 




anwendet. Schreibt man den letzteren folgendermaßen: 

SO folgt aus dem obigen Hauptsätze unmittelbar*), daß die reduzierte 
Form mit derjenigen Ton: 

0-fr?!^ 


übereinstimmt, d. h. sie lautet: -F- Somit ergibt sich: 

■^n 

Die reduzierte Form des Ketterümiehes: 


J u 


ist die rezi^roTte von derjenigen des Kdtenbrudies: 

i.+^+-+5J’). 


\h 


\K 


1) Dabei ist es keineswegs notwendig, den Fall 5^ = 0 anszuschließen. 

2) Man bemerke, daß der Index Mer dieselbe Bolle spielt wie i; ~ 1 
bei der Fassung des Hauptsatzes, sodaß also Mer das betretende Ergebnis auch 
noch för = 0 gilt, 

3) Da es offenbar fireisteht, n auch durch jeden kleineren Index zu ersetzen, 
so folgt noch, daß sämtliche ISfaherurngshruche des einen Eettenbruches die rezi- 
proJcen des anderen sind, d. M bezeichnet man die Näherungsbrüche des zweiten 

A: JL;. - jB_ 

Kettenbruches mit-=", die des ersten mit so hat man: = — 

(* = 0, t, 2,...). 
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er besitzt also einen bestimmten Wert, wem A : > 0 ist. und 
zwar den reziprohen Wert von demjenigen des zweiten Ketten- 
bruches, wenn auch ,B^\> 0; den Wert Null, wenn = 0, 
also der zweite Keäenbrueh sinnlos ist. Dagegen wird er sinn- 
los, wenn Ä =0. 


§ 92. yerallgemeinerung der Bekarsionsformeln fdr die Zähler 
tmd Nenner der Nähernngsbriielie. — Differenzen der 
NMhernngshrfiehe. 

1. Der Hauptsatz des vorigen Paragraphen kann dazu dienen, die 
ßekursionsformeln für die Zähler und Nenner der Näherungshrüche 
wesentlich zu veraUgemeinem. Ist 0<fKv<v + p und sodann: 




=b.. 


l».+i 


+ • 




r+l I 


*+g ! 


i^v+l 


'v+9 


+ •••+■ 






so besitzt dieser Kettenhruch auf Grund jenes Hauptsatzes dieselbe 
reduzierte Form wie der folgende: 


b + ^ 4- 


,+AI 


1 r-{-$ 


Um diese leiastere lierzustelleii, hat man zimäclist mit Benützung der 
Eekursionsformeln (II), S. 691: 

h -L + , -L. ^ 4. == + ^- 1 

^ ‘ ^ pv pv+1 = . + Jx 

und daher: 


(1) 

( 2 ) 


y + l‘^r4-l,y+e 


Da andererseits: 

SO ergeben sich durch Trennung Yon Zähler und Nenner die folgende n 
Beziehungen: 

tiv) 


- v4-^ 1 


4 

V *'+!» 


+ <^v+l ^v+1, r+^ f 


1) Da nacb (HI), S. 692, 




80 läßt sieb die zweite der Formeln (lY) auch folgendermaßen Bcbreiben : 

y+9 = r -^v4-X,r+^ + »'—1 ’ 

und sie unterscheidet sieb dann von der ersten nnr dadnrcb, daß ft+1 an die 
Stelle von getreten ist. 

Aueb Vg^Tin man offenbar mit Hilfe der obigen Beziehung die Formeln (1^) 
to umgestalten, daß sie nur lauter A. oder lauter JB enthalten. 



096 Abschnitt IV. Kap.I. Allgem.GinndlagenderLehrevondenEettenbraolien. Nr.2. 

welche insbesondere für (i — O, wenn man wieder allgemem statt 

^ ^ schreibt, die folgende Form annehmen^): 


(V) 


[A . =A A,, 

I V r+1» 

^ =S A 

'' »'+C »' + 3* 


+ ß..+i A-i ^,+1.,+f (1 ^ ^ ^ 

y + ? * ^V-i-1 V- 


-1 -^r+l.r+e 


oder auch (nach (III), S.692): 


(Va) 




1J5 =B B 

V y-t-0 1» v#’' 


Man kann übrigens der recJden Seite dieser Beziehungen noch ver- 
schiedene andere Formen geben, wenn man davon Gebrauch macht, 
daß v + (>, also die li'nke Seite, ungeändert bleibt, falls man v und q 
vertauscht bzw. v durch v ± A, p durch p ^ A ersetzt. 


2. Eine andere wichtige Grundformel bezieht sich auf die Differenz 
zweier konsekutiver bzw, zweier beliebiger Näherungsbrüche. 

Es werde gesetzt: 

(3) \ = Ä^B^_^-A^_^B^iv = \,%Z,...), 

also insbesondsre: 


(3 a) Al == jS^ Aq Bl 

= (^1 \ + <*i) ““ h \ (^lacli (I), S. 689) 

flfi* 

Durch Anwendung der Bekorsionsformel (I) auf B^ ergibt sich 
aus der Definitionsgleichung für die Umformung: 

■®i'— X 1 "t" -^v—i ^v—l ~l" ®» ») 

= öy {A^_^ 1 — -^r—i f) 

(4) = — o^A,_,. 

Ersetzt man in dieser Rekursionsformel v der Reihe nach durch w — 1, 
V — 2, • • • 2, so findet man weiter: 



— — a 


»— X 


= — a 


'♦—2 



A, = — Oj A, = — Oj «1 

und daher durifii sukzessives Einsetzen dieser Resultate in GL (4) 
schließlich: 


(71) A,=A,R,_^-A,_jS^ = (-l)’' (»= 1,2,3, •••)• 


Ol'fir c = 1 gehen dies« Beziehungen (wegen: , , , =l 

nach AD, S. 691) in die gewöhnlichen Eeknrsionsfonneln für über. 
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Sind J5, von Niäl verst^ieäen, so ergibt sieb also: 


(Hl) = (-!)’ 

V "r— 1 


r— 1 




- (v — i,2, B • • •) 


als Aiisdruck für die Dijfferenz zweier konsekutiver UTaherungsbrüche. 

Eine entspreciiende Formel fär die Differenz zweier ieliä>iger 
NäkerungsbrQclie findet man mit Hüfe der verallgemeinerten Bekursions- 
formeln (V). Multipliziert man die erste dieser Gleiclrnngen mit 
und subtraJiiert davon die mit multiplizierte zweite, so folgt zunäclist : 


B -A B ^ 






also mit Berücksichtigung Ton (TI): 


('^III) = (l<i'<»+p) 

als Verallgemeinerung der Formel (VI) (trelche wieder zum Vorschein 
kommt, wenn man (> » 1 annimmt and sodann t* -j~ 1 durch v ersetzt 
— TgL Faßnote 1 der Torigen Seite). 

Man bemerke, daß die vorstehende, unter der Voraussetzong v ^ 1 
abgeleitete Formel auch noch für v = 0 gültig bleibt: Setzt man näm- 
lich in der letzten Glleichang von Fußnote 1, S. 692, n — q , so hat man: 


( 5 ) + 

oder auch, wegen: B, = 1: 


(Vffl.) = 

also genau diejenige Formel, welche aus (VIII) für v » 0 herrorgeht. 
Sind wiederum von NiM verschieden, so folgt weiter; 


/rvs w w ®»+t »+f 

als Ausdruck für die Differenz zweier bdiebiger Näherungsbrüohe. 


8. Da das An&ngsgUed \ nur für die Wertbestimmnng des Ketten- 
bmehes rmn additir in Betracht kommt, dagegen auf seine sonstige 
Natur, insbesondere auf die Beschaffenheit der Nahenmgsbrüche nidht 
den geringsten Einfluß übt, so ist es zaweüen bequemer, bei Dnter- 
suchui^ der Näherungsbrudheigenschaften, led^ch mit Kettenbrfit^en 

Ton der Form F^l zu operieren (wobei dann, wie bereits in § 89 

Nr. 1, S. 680, bemerkt wurde, = 0, J5(, = l zu setzen ist) und dem- 
entqtrecbend bei der Beti^achtang von Teilkettenbrüchan statt der bia> 
her benützten Form (§ 91, Nr. 1, S. 690/691, GIL (1), (2)): 
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{K 'S — }) +— 1--^ fgil, 


die folgende zugmnde zn legen: 

(6) {z;)=^+...+^;^(0S (.<»<«)■■) 

^ »^^+1 r*" ■"/«. V 

Da das Glied aaf den Nenner keinen Einfluß hat, so er- 
kennt man zunächst, daß ein fSr allemal: 

(6) 

Um auch -4 * ^ in die früher benützten Bezeichnungen zu über- 
tragen, hat man zunächst: 

fJE* '\=_?ü±i I 

und daher nach dem Hauptsatz von § 91, Hr. (2): 

» °° ii 

also insbesondere: 

Mit Benützung dieser Beziehung lassen sich die Fomeln (Y a) in 
die fo%ende etwas ein&chere Form setzen: 

iÄ.^ÄB +Ä ,A* 

ebenso die Formel (Vm) in die folgende: 

(W) - A,B,^^ = (- ir . a,a, . . . a, . 

Ferner hat man mit Benützung der Bezeichnungs weise (5): 


(1 ^ » < *» + p), 




+ • • • +1 




1) Setzt man mit Benützung der biskeiigen Bezeichnnngsveise (bei vrelcber 
ja die Annahme nicht ansgeschloseen vaz); 


so hat man also: 


und flodann: 






2) Die yergleichong der Nenner ergibt nnr die bereits auf S. 59) angeführte 
Formel (Ul): 
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folglich hat (K^, wegen: 

(X* 

^ r, x» 

~ ^ 

Vf n 

l+(K* ) 

V ' V-^tr,n' = Jß ' 

V» n 

nach dem Hauptsatze Ton § 91, Nr. 2, S. 693, dieselbe reduzierte Form 
wie der Kettenbruch: 




sodaß also: 

/gN ^ ifiv^ ^Tiw) ~^v — 1 ~i~ •^T, — Z n'^v— 

d. h. schließlich: .Die bekZe» Keüenbrüdie 

5j-j ^ g,^i[ , ^1 

rioi I'» 1^« 

l 1^ l®» Pnn 

habe» diesibe reduzierte Form. 

Daraus folgt insbesondere, daß: 

6, + + 6,+ c-|6, ^ ^ lö, ^ |1 =B,+eB,_, 


i 

B l +J.* ’ 

y, n V ‘ r, n 


§ 93. Formale Eigensehaften der Nähernngszlhler und -nenner; 
Irredazihilität. — Einflaß der Null als TeilzShler. — Eigen- 
schaften der Käheningsbrdche, falls kein TeilzShler gleich 

Null ist. 

1. Die Eehursionsformeln für die Zähler und Nenner der NShe- 
nmgsbrüche: ' 

(I) A =‘i A. .-\-aA ,, S = h B ,+aB , 

lassen zunächst unmittelbar erkennen, daß die ganzen Funktionen der 
a^, h^, welche zur Darstellung der A^, B^ dienen, keinen einzigen ron 
1 verschiedenen mmerisehm Koeffizienten besitzen. Da nämlich A^_^, 
bzw. B^_^, B^_^ weder noch b, enthalten, so kann hin 
Glied von \A^_^ bzw. ia hzw. votkommen. 

Haben also A^_^, A^_, bzw. B^_^, keinen von 1 verschiedenen 
Koeffizienten, so gilt das nämlicW von A^ bzw. B^. Da aber: 

(Io) .^ = bo No I 

(Ö Ji«=^b, + ai Ni = bi, 
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■0 folgt mitteM ToUständiger Induktion die Bicktigkeit der aus- 
gesprochenen Behauptung fSr jedes bzw. JB,. Daraus ergibt sich 
weiter, daß und keinen (ganzzahligen) numerischen Faktor, also 
auch keinen gemeinsamen derartigen Teüer besitzen.^) 

Des weiteren, Kßt sich aber zeigen, daß A^ bzw. überhaupt 
keinen „Teiler'‘ haben können, d. h. daß keine der aus den zu- 
sammengesetzten ganzen Funktionen, welche zur Darstellung Ton A^ 
bzw. B^ dienen, in ein JProäukt zweier solcher Funktionen zerlegbar 
ist (deren jede dann eben als ein Teüer der Qesamtfnnktion zu gelten 
hatte). Wenn nämlich für A^ eine solche Zerlegung existierte, so 
müßte sie mit Berücksichtignng des Umstandes, daß jedes Glied Ton A^ 
«inen der beiden Faktoren a^f in der ersten Potenz enthSH^ die F orm haben : 

( 1 ) A^ = {\K^ + a^L;)-M,, 

wo K^, L^, ganze Funktionen der a^,, für i < v — 1, also un- 
abhängig von a^, \ wären und somit keine Veränderung erleiden 
köimten, wenn man a^, b,. irgendwie spezialisiert. Mit Berücksichtigung 
von (I) würde sich also insbesondere aus ÖL (1) ergeben: 

. 1^ ** “ ^ A_i + A-t “ C A 

' ' Ifllr a, » 1, a= 2: 2A^_^ -f — (2Z, + L^) • 

und daher: 

<3) ^ + A-.) = ■K.if,’), 

d. h. müßte gemeinsamer Teiler von A^ und A^_^ sein. Dann ließe 
sieh aber ganz auf dieselbe Weise oder auch unmittelbar aus der 
Reknrsionsformel (I) folgern, daß auch Teiler von A^_^ und 
schließlich gemeinsamer Teiler von Ai und A^ sem müßte. Da aber, 


1} Dies gilt uaifirlicb nur so lange, als die Uj,, bj, ganz beliebige Zahlen vor- 
stellen, genauer gesagt, solange mit .den Zeichen a^, b^ rein formal gerecbnet, 
aber über ihre Bedeutung keine spezielle Verfügung getroffen wird (z. B. in der 
Weise, daß zwischen irgendwdchen Oj, b^ von vornherein besondere Seziehungen 

bertalieii wip in § 91, Nr. 8, S. 698, mto der letite TeilbracK lantet: — » oder 
daft die mmerüch gegeben sind). 

9) jUCan hfttte dieeee Besnltai offenbar etwu kürzer ans Gl« (1) dnicb. die 
einsige Fesi»etzniig: 

«rbalten. Da aber die NuU als TeikSiiler in gewisser Beziebnng eine Ausnabme- 
sUUung einnimm t (wie in Nr. 8 dieses Paragraphen noch genauer erürtort wird), 
so erschien es zweckmUig, diese ^ dem Torliegenden Zusammenhänge zwar als 
atd&siig erweisbare) Annahme Torlftnfig zu yexmeiden. 



I^r. S § 93. Irredanbilitat der Näherungsbrache. 701 

wie die Gleichimgeii (I^) und (1^) zeigen, and Ag keinen gemein- 
samen Teiler haben, so ergibt sich auf diese Weise die IJnzulSssig- 
keit der in GL (1) angenommenen Zerlegung.^) Man bezeichnet die 
hiermit festgestellte Unzerlegbarkeit Ton mit dem Ausdrucke: 

sei eine irredusMe ganze Funktion Ton bj, •••&,,; bzw. 

kürzer: A, sei irredugibd. 

In analoger Weise ergibt sich, daß eine irreduzüils ganze Funk- 
tion Ton • • • a, ist (ygL § 89, ITr. 1, S. 679). Daraus folgt 

weiter, daß die Nähemngsbrüdie (yon denen ja bereits gezeigt wurde, 

daß Zähler und Neimer keinen ganzzahligen numerischen Faktor ge- 
mein haben können) in der Form „reduzierter ** Brüche im üblichen 
Sinne erscheinen, also nicht „gekürzt" werden können (immer unter 
der Yoraussetzung, daß über die Auswahl der Zahlen \ 'keine ^ 
gidlm Verfügungen bestehen). 

Es verdient bemerkt zu werden, daß die IrreäugvbüUät der A^, 
muiaMs mwmtcmdis erhalten bleibt, weim durchweg a^<=l oder (zum 
mindesten für v ^ 1) b, = 1 gesetzt wird, wenn es sich also um Ketten- 
brüche Ton den besonders Imufigen rmd wichtigen Spezialformen 

+ undb^-t-j^yj handelt: im ersteren Falle sind die J5, 

irreduzible ganze Funktionen der bj, im zweiten ebensolche von b^ und 
den 0 ^. Dabei bleibt für den ersten Fall der oben geführte Beweis 
unrei&idert bestehen, da ja die unter (2) bezüglich gemachte Spedal- 
annahme schon von romherein erfüllt ist. Dagegen wäre im zweiten 
Falle die zweite der Spezialisierungen (2) wegen b^ = 2 unzulässig und 
müßte durch die folgende: 0 , = 2, b^ = 1 ersetzt werden. Alsdann 
ergibt sich durch die oben benützte Schluß weise, daß zunächst 
den Teiler haben müßte, sodann aber auch A^__^ wegen: 
A,_, s* (K, + Af, — A,_,, sodaß schließlich, der weitere Fortgang 
des Beweises keine Änderung erfordert. Im übrigen ergibt sieb, genad 
wie im Anfang dieser Nummer für den allgemeinen b^all, daß die A^, B^ 
auch keinen ^;anzzahligen) mmmschea Teiler besitzen. 

2. Wir wollen jetzt den Einfluß untersuchen, welchen das Auf- 
treten der Nvü, als TeihShler auf den Gharakto' eines tt-^edrigen 
Kettmtbmdhes ausübt. Man dürfte zi^^ächst geneigt sein, dem Ketten- 


1 ) Obsebou in dem vorliegenden Zusammenhänge die Oj, als „beliebig“ 
in der znvor (8. 700, FuSnote 1) angegebenen Bedeutung m gelten haben, so 
mag doch ausdrfieUieh bemerkt werden, datt im Falle -i 0 alle .d, (v ^ 1) offen- 
bar den Faktor o, haben. 
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[ CL T” 

Y j j feUs Oj = 0 ist, olme weiteres den Wert 0 beiznlegen, 
und falls für irgendein m>Q der erste Teilzähler mit dem Werte 0 

als gleichwertig mit demjenigen 
li W^Iassung des mit dem Zäh- 
darans entsteht, also mit: 


sein sollte, den Kettenbruch + 




Kettenbruche anznsehen, welcher durc 


1er 0 beginnenden Kettenbruches 


->n 

a 

V 

m+l 




r«vT 

pj . Diese Schlüsse erweisen sich indessen sofort als unzulässig, 

wenn man bedenkt, daß der etwaige Wert eines Kettenbmches durch 
seine reduzierte Form bestimmt wird und daß diese letztere, auch wenn 
ihr Zahler gleich Null ist, noch keineswegs den Wert NvU zu liefern 
braucht, vielmehr sinnlos wird, falls gleichzeitig der Nenner gleich 
NuU ist. 

Es werde nun angenommen, daß = 0, wo w > 0, und zwar 
soll m der Meinsfe Index sein, für welchen die NuU als Teilzähler er- 
scheint (eine Bedingung, die im Falle m = 0 schon von selbst, erfüllt 
ist). Wir betrachten alsdann zunächst den Fall, daß | | > 0 (welcher 

für 1» = 0, wegen Bj = 1, der einzig mögliche ist), sodaß also dem 
Pit TI ^ 

Kettenbruche bo + p j (welcher für m = 0 sich auf hj reduziert) ei 

bestimmter Wert zukommt. 

Aus den Beziehui^en: 


em 


(4) 


A JA 

it m-\~Q ^ 


welche aus den Formeln (V) des vorigen Paragraphen für v=^m und 
® hervorgehen, folgt sodann: 


(5) 


■®iii 


also:, bj -|- 




für jedes q, für welches ^ von Null verschieden ist, d. h. : 

(60 für § = 1, wenn: =j= 0‘), 

r d "1***"^^ 

(6) fttrp>2, wenn*): ^«+ 1 + yj =j= 0, auch nicht von der Form: 

1) Wegen: (®* üie erste der Gleichungen ÜD, S. 691), 

2) VgL die aus GL (1), S. 691, an entnehmende Definition Ton m+e* 



Kr. 3. 


§ 93. Einfluß der Null als Teilzähler. 
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Insbesondere hat man also fiir « > m + 2 : 


(’) !■.+ 




wenn: i 


«x-i-i 




''Jm +2 


4=0 iind4=-Q- 


( 


Ist dagegen; 


,m+o 


8 ) = 0 bzw. für 9 ^ 2 : 1 y | ~ ® Form: j 

A Ä ^ '-Im+J 

so wird bzw. (9 > 2) sinnlos (nämlich nach (4) von der 

Form: 

Es bleibt noch der Fall 5=0 zn betrachten, welcher offenbar 

m f 

nur eintreten kann, wenn m>0. Dann folgt aber aus (4), daß: 
^m+g “ ® ^ anderen Worten: ist der Kettenbrueh 


r d *1 

h 0 + -^1 simlos, so gilt das gleiche von jedem der Kettenbrüche 

r®rT 

+ j^yj , insbesondere also von \ + • 

Somit findet man als Gesamtergebnis der vorstehenden Betrachtung: 


Ist a , (wo m ^ Oj der erste Teüeahler mit dem Werte 

Nullf so Jcann der Kettetibnuli + y ( do«n einen be- 

stimmten Wert Jiäben, und swar: *■ 



wenn der rechts stehende KeUenbrttdi einen Sinn hat und außerdem: 


K+1 + 



= 1=0 bzw. 



Ist diese zweite Bedingung nicht erfüllt, so wird 
r» i”"*"? 

bj + sinnlos. Das lästere fmdä für jedes p > 1 

statt, wenn es schon für (► = 0 der FäU ist. 


3. Sind sämtliche a^{v=l,2,S,-- •) von Ntdl versätieden, so folgt 
zunächst ans der SiSerenzenformel (VT) von § 92, Nr. 2, S. 696, daß; 

(9) MA-x-A-Äl>0 

r®»i" 

l)ImFalIdm.=Obsv.o=l, hat wiederum 6, -f- baw.b . 

die Bedeutung Ton 6. W.b„+i. LU, + LU .+4 
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und daß daher die Nähernogszähler and -nenner solcher Eettenbrtlche 
die folgenden Sigenschaften besitzen: 

L Sind B , and ß von Ndl vers(Meden, so kann niemals die 

y— 1 y * 

A A 

Beziehung ^ 5 ^ = bestehen, sodaß also zwei honsäeutive Näherung^ 

■°y— 1 

brüche, die überhaupt bestimmte Werte besitzen, stets v&rsekiedme Werte 
haben.^) 

IL Ist = 0, BO folgt aus (9), daß | 1 > 0 sein muß, und 

da gleichzeitig mit UngL (9) auch die durch Vertauschung Ton v 
mit v+1 daraus herrorgehende Beziehung besteht, so folgt analog, 
daß auch | | > 0. Es können also niemals zwä hmäeutive Nähe- 

rungsbrüche gleichzeitig siwnhs ausfallen. 

Daraus folgt insbesondere, daß ein simhser Eetienbmch (mit lauter 
von Null Terschiedenen Teilzählem) durch Weglassung des letzten Teil- 
bruches oder durch Hmzufugung eines beliebigen Teilbraches (mit Ton 
Null verschiedenem Zähler) bzw. durch beliebige Abänderung des letzten 
Teünenners *) in einen solchen übergeht, der einen bestimmten Wert besitzt. 

ni. Ist B^ = 0, so muß I I > 0 sein. Ein Näherungsbruch kann 
daher immer nur in der Weise sinnlos werden, daß sein reziproher Wert 
unzweideutig gleich Ntdl ist. 


§ 94. Transformatioii eines Kettenbrnehes in einen Squivalenten. — 
Herstellnng eines Kettenbraches mit TOrgeschiiebenenMhemngs- 
brhchen. — Die beiden Hanptformen eines Kettenbmches. 

1 . Multipliziert man den TeilzShler und Teilnenner und, btH« 
m<n, auch den («»4-1)*“ Teilzähler des Kettenbruches: 




+»=■'+ 


“m-l-ll 


4-— 


( 1 ) 

mit einer beliebigen von Null Terschiedenen Zahl e, so entsteht der 
Kettenbmch: 


1 ) Dieses Eesultat kann auch folgendermaBen ausgesproclien vezden ; Be- 
steht fOr irgendein m die Beziebtmg: so mnB für mindestens einen 

Index p ans der JEteibe 1, 2, ••• der Teibählei a^»0 sein. Aus Nr. 2 folgt 
sodann, daß auch für alle nicht sinnlosen Nähemngsbrfiche mit höherem Index 
m+e gleichfalls die Beziehung gilt; 






2) Die Yezmehrnng des letzten Teilneuners um eine beliebige Zahl k ist ja 
gleichwertig mit der Hinzuffigung des Teilbraches 
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( 2 ) 


(Ä3=».+|4--t 




ea. 


1 1 







dessen Nähernngsbrüche mit (r = 0, 1, ■ • •«) bezeichnet 
mögen. Man bat alsdann zunächst: 

(3) A\ = A^, ß' = für: v = 0, 1, • • •, w — 1. 


werden 


Dagegen wird. 

1 + 1 = CA^ 

jji IW IW iW"**s in 

B' ci B ^ 4- ca B * = cB 

m ^ TO w— 1 m 

und analog: 
schließlich allgemein: 


(4) A[ = c J5' = (j j5^ für: v = w, w + 1, • • • «, 


wie sich durch vollständige Induktion leicht bestätigen läßt. 

Hiernach ist jeder Näherungsbruch gleichwertig mit/ dem ent- 
A 

sprechenden •?.- bzw. gUkJigeitig mit dem letzteren sinnlos. 

J>y 

Wir verallgemeinem nun die vorstehende Betrachtung in der Weise, 
daß wir ein analoges Multiplikationsverfahren auf jeden Teilbruch des 
Kettenbruches (KJ anwenden. Es seien also c^, c,, • • • beliebige von 
Null verschiedene Zahlen, und es werde jetzt gesetzt: 


( 5 ) 




I 


]— c T-- + '“+~^ 


Für die Zähler und Nenner der Näherm^brÜche dieses Ketten- 
bruches ergeben sich sodann die Beziehungen: 

(60) A',= A,, B' = B, 

(61) Aj s= c^Aj, B^ — <^Bj 

(6J A^ “ c^c^A^j B^ ™ c^CfB^ 

und schließlich Allgemein: 

(6) A'^ = c^c, • • • c^A^f B' = CjCj • • • c^B^ (v = 1, 2, • • • »), 


wie wiederum mit Hilfe der Beknrsionsformeln für die A'^, Bj durch 
vollständige Induktion leicht besfötigt wird. 

Daraus folgt auch wieder, daß jeder der Nähemngsbrfieh« 
Ä' Ä. 

(v « 0, 1, • • * n) mit dem entsprechenden glebdmertig bzw. ^eidt- 

Jiy ^ JSy 

zeitig mit dem letzteren sinnlos ist. 
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Man bezeichnet zwei w-gliedrige Kettenbrüche 
äquivalent, wenn für die Zähler und Nenner ihrer Näherungsbrüohe 
durchweg Beziehungen Yon der Form bestehen: 

(7) = = (y = 0,l,-n-,\CJ>Qy), 


sodaß also entsprechende Näherungsbrüche gleichwertig oder glddimtig 
sinnlos ausfaUen. Wir woUen eine derartige Beziehung zweier Ketten- 
brüche >Hid (2^*^) durch die Schreibweise kennzeichnen*):' 


( 8 ) {irpT. {K«>) äsmM {S^) 


oder atu^: 

( 9 ) 


_ 4 (») ^( 1 ) 

(*» = 0, 1, • • • n). 


Auf Grand der obigen Definition sind also die in 6L(1) und (5) 
mit (E^ und (E^) bezeichneten Kettenbrücbe äquiralent. Da sich 

[ c _,e a 1” 

- j setzen läßi^ wenn man die Be- 
deutung Ton 1 beilegt, so besteht also die Beziehung: 


( 10 ) 



1) Dabei ist offenbar, wegen: 

in jedem Falle; 
zu setzem 

2) E« erschien notwendig, für die „iqnivalenz“ zweier Kettenbrüche statt 
der Ton anderen Mathematikern hierfür gelegentlich gebrauchten Bezeichnungen = 
oder zur Yermeidung von Verwechslungen ein neues Zeichen einzuführen, da 
wir ja das Zeichen = als Jdentitätszeichen (§ 91, Nr. 1, GL (1), S. 696), das Zeichen ro 
zur Charakterisierung der infinttären AhnlicMbeit (§87, Nr. 6, GL (43 a), S.287) 
eingefübrt haben. 

Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, dafi die beiden Seiten einer Beziehung 
▼on der Form (8) oder (9) vertauschöar sind und daß ferner aus den Voraus- 
setzungen: 





stets folgt: 
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sofern ganz ieliehige von Ntdl verschiedene Zahlen bedeuten, 

während Cq = 1 zu setzen ist.^) 


2. Es yerdient bemerkt zu werden, daß der Inh alt der Beziehung (10) 
umkehrbar ist, sofern nur noch die Beschränkung j j > 0 (v = 1/2, • • • n) 

hinzugefügt wird, d. h. jeder mit äquivalente Kettenbruch ist 

[ c. 

— — (wo: Cq = 1, im übrigen: 

Dem Beweise seWcken wir den folgenden. Eüfssatg voran, der sich 
auch späterhin noch als nützlich erweisen wird: 


Es gibt stets einen und nur einen KeUeribruch &o + ^ t 
• A J I 

dessen NäJierungsbrüche für v=:0,i,-'’n identisch sind mit 

bdiebig vorgeschriebenen (eventudl aiich teümise simlosen) Bruch- 
ei B 

Symbolen ^ (i' “ 1; 2, • • • n), sofern die Zahlen €1^, der 
Bedingung genügen: 


(11) 


I -1 - (^ = 1, 2, • • •, n)}) 


J 0 J. 

Beweis: Um zunächst die Forderungen ^ 

friedigen, hat man zu setzen: ° ^ 

(12o) 


und sodann (wegen: + «i, = bf)i 


(12x) 


I Oj — £3fj “ ^0^1» 

1 =(^-Qo®i- 


S. 

«1 


zu be- 


1) Die linke Seite der Beziehung (10) läfit eich, wenn c,, wie die übrigen e,, 
nur der Bedingung: | c, | >0 unterworfen wird, auch folgendermaßen schreiben; 


6o + 


i.rv^T 
C* L 

on Cq nach § 88, 
j I pi*i ®i— 


oder auch ganz ohne Benützung yon nach § 88, Nn 3, G-l (10 a), S. 674, in der 
Form: 






•2) Danach hat man also stets; nnd zwar in dem Sinne, dafi 

1 

zwei honsekuUve dieser Bruchsymbole weder gUichwerHg noch gleichz^ig simkn 
sein sollen. 

Pxiiigiheiiii,yozleBiuigcnl,a[^. 46 
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AHgenommen nim, man habe für irgendein v'^2\ 

(13) und: 

80 folgt: 

(14) A = 

dann und nur dann, wenn und den Bedingungen genügen: 

= a,, 

d. h. wenn gesetzt wird: 

{v>2). 

Da diese Ausdrücke auf Omnd der Voraussetzung (11) eindeutig 
bestimmte Zahlen vorstellen und andererseits die Gültigkeit der Bedin- 
gungen (13) für = 2 bereits feststellt, so ergibt sieb zonSchst die 
Bicbtigkeit der Beziehungen (14) für v = 2, falls a^, gemäß den 
Gleichungen (12) bestimmt werden, und sodann durch vollstöndige In- 
duktion in entsprechender Weise für jedes weitere v<n. 

Somit genügt der durch GL (12o), (12,), (12) definierte Eettenbrnch 

6o + den verlangten Bedingungen, und er ist der einzige dieser Art. 

3. Es werde jetzt angenommen, man habe: 

(15) ~5(, + [y und 1 aj > 0 für V- 1, 2, • • •, M. 

A' A 

Bezeichnet man wieder mit bzw. ^ (» = 0, 1, • • *, n) die Nähe- 
mngsbrüche dieser Eettenbrüche, so folgt ans den Formeln (12), daß : 


_, 6 _ = 


Infolge der Äquivalenz (15) müssen nach 61. (7) für v = 0, 1, • • •, n 
Beziehungen von der Form bestehen: 

(18) — G^A^, B' = (wo: (7, = 1, im übrigen \ö,\> 0), 


1) Man bemerke, daS diese Beziehung, sobald man die 6f, ^ durch td, B 
ersetzt, keine andere ist als die in f 92, Br. 2, S. 696, als Gl. (4) in der Form 
angeschriebene: ^ . 


“ö A .i. 
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sodaß sich durch Emsetzen dieser Werte in die Ausdrücke (16) und 
Vergleichung mit den entsprechenden Ausdrücken (17) ergibt: 

anders geschrieben: 

( 19 ) K=<^X 

wenn für v>2 gesetzt wird: 

Q 

(20) = also speziell: Ol = Cj. 

W — 8 

Da überdies aus (15) folgt: 

, , ~ -^0 ~ -^0» 


d.h. 

(19o) 

und sodann: 


K = h> 


Ah. 

(i9i) ( ^X + »i' = CiMo + Ci«i» K = <>Af 

(also: 

so erkennt man schließlich, daß, wie oben behauptet, in jedem Falle: 


(21) »^ + [|1=».+[|S> 

sein muß. < 

Durch Zusammenfassung des Torstehenden Resultates mit demjenigen 
Tou Nr. 1 ergibt sich also (mit Rücksicht auf die WillkOrlichkeit der 
Zahlen c^, e^, • • •, cj: 

Zu jedem Ketfenbmche bo + gibt es umendlick vide 

re _ e a,~\“ 

ihm äquivalente, nämlvdi alle von der Form: &o+ I j 

(wo Co“ V> mar, fäUs durchweg j<z^| >0, nur diese}) 

1) Igt etwa and m der Heinate Index, far welchen dieser Fall ein- 

tritt, BO wird ja nach § 92, Nr. 2, GL (VI), S. 699: 

for jedes nnd somit die Darstellung der durch GL (17) för 1 

sinnlos. In der Tat wird ja in diesem Falle nach § 98, Nr, 2 am Schlüsse, S. 708, 

f£lr i>>in jeder nicht sinnlose Nfiherangsbraoh — t sodaß also die be- 

"m— 1 

sonderen Werte der Teik&hler fdr und der Teilnenner für soweit 

sie nicht sinnlose Nftherongshzüche liefern, auf deren TFail heinerlei Einfluß üben. 


46 ’ 
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4. Da es bei den Anwendongen. der Kettenbrücbe im allgemeinen 
nicht auf die besondere Form der Näherungsbrücbe, sondern nur auf 
deren Wefrt antommt, so pflegt man jede Menge von äquivalenten 
Kettenbrüchen als verschiedene Formen jedes einzelnen anzusehen, und 
man bedient sich auf Grund dieser Auffassung der Ausdrucksweise, es 
werde ein Kettenbruch durch Äquivalenz- Transformaiion in einen an- 
deren (nur formal Terschiedenen) übergefiihrt. 

Unter den verschiedenen Formen, deren ein Kettenbruch in dem 
obigen Sinne fähig ist, wollen wir zwei als besonders nützlich und 
wichtig hervorheben und als erste und zweite Sauptform bezeichnen, 
nämlich diejenigen, bei welchen sämtliche Teüzähler bzw. sämtliche 
Tednenner den Wert 1 haben. 

Um einen Kettenbrueh durch Äquivalenz-Transformation auf die 
erste Hauptform zu bringen, etwa: 

( 22 ) 

was offenbar nur möglich ist, wenn durchweg | | > 0, hat man ledig- 

lich die oben mit c^ (v = 1, 2, • • •, n) bezeichneten Hilfsfaktoren so zu 
bestimmen, daß: 

Cj «j =1, Cj Cg = 1, Cg Cg »3 = 1, • • •, Cy_j c^a^ = 1 (v = 2, 3, ' • • ») 

und findet daher zunächst: 


und allgemein: 





3_ 


«1 «s • • • 1 


a.a 


f c 




»M+i aia8”-ag^_iaj^^3 


(/i — 1, 2, 3 • • •), 


sodaß sich für die Teflnenner b' jener ersten E.au$tform die Ausdrücke 
ergeben: 


(23) 


und: l' 

1 Og 1 fe Oj • • • o, 1 


K 


_ag«^..-ag^ 




«l“s ••• 


>) 


1) Eine verwandte, gelegentüch mit Torteil benützte Spezialform von im 
übrigen 'wesentlich geringerer Bedentxmg gewinnt man, indem man $amtlichen 
Teilzahlem den Wert —1 gibt, sodaß also etwa: 


^0 + 


[ -| W P 


— - * — -i 

Man findet alsdann ganz analog wie im Texte bei der Herstellnng der ersten 
Hanptfom: 
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Einfacher gestalten sich die entsprechenden Formeln für die Transfor- 
mation eines Kettenbruehes in die zweite Haiiftforrnj etwa: 

(. 4 ) ^ 

welche im übrigen nur anwendbar ist, wenn durchweg jbj >0. Zur 
Bestimmung der dient in diesem Falle die Beziehung: 

c^b,= l, also: c^ = l (v = 1, 2, • • •»), 

V 

sodaß sich ergibt: 

(25) K~ir v>2: = v 

Äußer zur Herstellung der ersten oder zweiten Hauptfonn eines 
Kettenbruehes kann die ÄquiTalenz-Transformation zuweüen sich Torteil- 
haft erweisen, um einen Kettenhruch in einen formal einfacheren Qber- 
zuführen. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn die einzelnen Teil- 
zähler und Teünenner zunächst selbst in Bruchform erscheinen. Man 
findet auf diese Weise: 




und noch allgemeiner: 


\+ IT 


'iia, a' ,5' ,6'ol” 


Schließlich sei noch bemerkt, daß man bei einem Eettenbruche von der 


r 

" ft 


wo die a , b bdidtige redk Zahlen bedeuten, durch eine 


sehr einfache ÄqniTalenz-Transformation alle etwaigen negatmn Teil- 
nenner in jgosithe Terwandeln, ihn also auf die Form bringen kann: 

[■^1 > i Man hat zu diesem Zwecke nur zu setzen: = 


's a 

y V 

~Y~ ^ 


-wo die in den Formeln (28) angegebene Bedeutung hat. 

Der fraglichen Kettenbzaohfonn, die bieber in wenig charaMeristiseber und 
leiebt mißTergtändlicber Weiie als reduzierte Form bezeichnet wurde, könnte im 
Eabmen der hier gewählten Terminologie (bei der ja über die Bedeutung dei 
Atwdmckei , Reduzierte Formf* eines Eett^brucheB bereits anderweitig Teifügt 
wurde) etwa die Bezeichnung negative erste Hau^orm heigdegt werden. 
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§ 95. Transformation eines Eettenbruches in eine äq[niTalente 
Somme bzw. ein ä^nivalentes Produkt nnd umgekehrt. 

1. Angenommen, die Nähernngsbrüche des Kettenbracbes 

(E J haben für » > w (wo w > 0) bestimmte Werte (also 

i >0 für n>m), so findet man mit Hilfe der Identität ‘); 

»/l + l 

und der Differenzenformel (VQ) Ton § 92, Nr. 2, S. 697: 




v—X 


W r=r+2(-ir‘-*, 

also insbesondere, wenn die firagliche Näherongsbrudi-Eigenschaft schon 
für m = 0 besteht: 










B, 




“löjOj 


+(-ir 


-1 

’ .B 


Es erscheint auf diese Weise der Wert des Eettenbruches dargestellt 
durch eine Summe gewöhnlicher Brüche. Diese letztere kann aber 
geradezu als äquivalent mit jenem Eettenbruche angteehen werden, in 
Zeichen: 


( 3 ) 




OjL Oj • • • 


in dem Sinne, daß auch jede durch Abbrechen bei irgendeinem Index 
v’=m <n entstehende Teüsumme, wie aus der Art der Herleitung 
unmittelbar hervorgeht, dmiselben Wert liefert wie der entsprechende 

Näherungsbmch 

Ist durchweg j o, | > 0 (v = 1, 2, • • • »), so sind alle Glieder der 
Beihe (2) bzw. (3) von Ntäi v&rschieden. Ist dagegen = 0 nnd 
m der kleinste Index, für welchen dieser Fall eintritt,. so bricht die 

Summe mit dem Gliede (— b ” ^ Übereinstimmung 

mit der Mher (§ 93, Nr. 2, GL (7), S. 703) bereits festgestellten Tat* 
Bache, daß in diesem Falle di^chw^: ^(p = l, 2, •••»»—♦»). 


1) Ygl. I SS, Nr. 1, Fufinote 1, S. 666. 
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2. Das Ergebnis der vorigen Nummer ist auch v,mkehrbar, d. h. zu 
jeder beliebig vorgelegten Summe läßt sich auch ein (in dem oben an- 
gegebenen Sinne) ihr äguivälenter Kettenbruäi herstellen. 

Versteht man unter Zj, beliebig gegebene Zahlen, 

welche nur der einzigen Beschränkung; (v = l, 2, •• • «) 

unterliegen, so liefert der in Nr. 2 des vorigen Paragraphen bewiesene Hilfe- 

r T « 

Satz sofort das Mittel, eine?» Eettenbruch h^-j- herzustellen, dessen 

LMi 

Näherungsbrüche die Werte K., K , •••,£■ haben, nämlich denjenigen, 
dessen Näherungsbrüche identisch sind mit den Bruchsymbolen 
(v = 0, 1, • • *, n). Man hat danach in den Formeln (12o), (12i), (12) 
des vorigen Paragraphen (S. 707/8) nur zu setzen; 

= ^ “1 (1^ = 0, l,...«; 


und findet auf diese Weise: 






1 _ Äy 


(t/ = 2, 3, ...,«)•>) 


Ist nun eine Summe: mit beliebigen, für v>l von Null ver- 

0 

Bchiedenen Gliedern gegeben imd setzt man: 

Ä© + "1 H (*' = 0, 1, • • »), 

so folgt: 

— '^r — 1 ~ — ^ r—t ~ ^ r —1 1 — '^»—1 ~ ^»—1 

und daher für 1 < »« < n: 

^ j 4. Al _ ^ . . _ 

-T ' 1 + jJ i + {-^ 

also insbesondere: 




hl hJ 1 


1 ) Man hat also für v > 3 : 


b„“l — «. 
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oder auch, weim man mit Benütznng der Formel (26) des Torigen Para- 
graphen die Nenner der als Teilzähler und in den Teilnennern anf- 
tretenden Bräche fortschafit: 


r^.Jl I I hK 


Ä. 




K—iK 


!*v— i + ^V 


i^w I 


Man kann dieser tnchiigen Beziehung noch rerschiedene andere 
zuweilen nützliche Formen geben. Setzt man in der Formel (5): 

K — so geht sie zunächst in die folgende über: 

-^1 i 


Ol j 


i 

C. 1 


! 




1 


CL 


und hieraus ergibt sich durch Fortschaffhng der Nenner innerhalb der 
einzelnen Teilbrüche: 

m ' ^«-1 I 

^ 0, 0^ |0l l<?i + 0, . i^i/— l + pn— 1 + ^n 

Setzt man in Formel (6): = 1 und für v > 1: \ — 

k 

also: = so ergibt sich: 

*»— i 


(8a) 1 + 1 4- |j 


Äll 


|1 + »* 


|1 + Ä„ 


Die beiden Anfangsglieder dieses Eettenbruches gestatten noch eine 
merkwürdige üxnfonnung. 

Läßt man nämlich auf beiden Seiten der Gleichung (5) das Glied \ 
fort und ersetzt n durch n + 1, so wird zunächst: 




j 

K\ h 1 

K 

K 


|i 


‘^1 


*a+l 


1 + 

l "i J '-1 I 

Setzt man sodann: 

kl *= 1 und für » > 1: = Äj • • • Ä,,, 

so eigibt sich: 




(8b) 


l-J-Äi ll+Ä, 


1 + Ä_ 
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also für die auch in der Formel (8 a) auf tretende Summe ein äquivalenter 
Kettenbruch, der erst vom dritten Grliede ab mit jenem früheren über- 
einstimmt,^) * 

3. Um zu einem gegebenen Kettenbruche (KJ ein ihm äquivalentes 
FroduU herzustellen, hat man von der Identität auszugehen: 

(9) 

für deren G-ültigkeit nur erforderlich ist, daß sämtliche bestinunte 
Zahlen TorsteUen und — allenfdls mit Ausnahme Ton K — von NiM 

n 

verschieäm sind. Da sodann: 


und für v>l: 


K. 


Z, 


V — 1 


' 3 ^ 

V — 1 V 


A ,B 

K— »1 V 


= ! + (-!/ 


Ä ,B 

so geht die Beziehung (9) in die folgende über: 


( 10 ) 




und da deren Gültigkeit erhalten bleibt, wenn man n durch jede kleinere 
natürliche Zahl ersetzt, so findet man: 


( 11 ) 


io + 




Ist umgekehrt ein ProduTct von der Form: H (1 + K) voj^legt, 

0 

dessen Faktoren — allenfalls mit Ausnahme des letatm — von 0 ver- 
sMeden und — allen&Us mit Ausnahme des ersten — auch von 1 ver- 
schieden sind, und handelt es sich jetzt darum, einen mit diesem Produkte 
äguivdlenten Keitenbrueh herzustellen, so hat man zu setzen: 

(12) (1 + Ä,)(l+Äi)”-(H-Ä,) = ^, (v = 0,1, •♦.,»»), 

wo infolge der gemachten Einschränkungen: 

Ä. + 0 




}(r = 0,l. 


!)• 


1) Et beruht diet tchließlich auf der munittelbar zu Terifizierenden Identität: 

A 1 


1 + 


1 *4* 


1 - 


l + ÄjL-f-K 
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— lierzustellen, desseji Nähe- 

_ o,Ji 

rungsbrüche die Pom (v = 0, 1, • • •, ») haben, kann man entweder 
die a^, 6^ wieder mit Hilfe der Formeln (4) bestimmen oder etwas 
schneller znm Ziele gelangen, indem man, von der ümformnng eines Pro- 
ävktes in eine Summe ansgehend, nämlich (s. § 85, Nr. 1, Sr^646, 61. (5)): 


(18) x.-i+'!,+5rÄ,-A 

1 

auf diese Summe das in der vorigen Nummer gewonnene Ergebnis anwendet. 
Man findet auf diese Weise mit Benützung der Iquivalenzformel (5): 


(U)]7(l + fc,)=^l + 7ro+^ 

0 

wo: 


c» I 

ll + C, 



(14a) Ci = (1 + und für v > 2: = (1 + 


Ti+C 


1 


§ 96. Kontraktion und Extension eines Kettenkrnehes, 

1. Der Hilfssatz von § 94, Nr. 2, S. 707, kann auch dazu dienen, 
um aus einem n-gliedrigen Kettenbruche \ J > dessen Teilzähler 
von Null verschieden sind und dem ein bestimmter Wert zukommt, 
einen anderen mit geringerer 61iederzahl m, etwa 5^ + p herzuleiten, 
der nicht nur den gleichen Wert besitzt, sondern dessen sämtliehe 
Näherungsbrttche ^ (v == 0, 1, • • • w) .mit einer (bis auf gewisse Ein* 
Schränkungen) }>di^ig heramg^dbmen Folge von m + 1 Näherungs- 
brüchen ^jenesM-^edrigenKettenbruchesder Reihe nach übereinstimmen. 

Es werde mit - p^ eine Folge wachsender ganzer Zahlen 

bezeichnet, und zwar sei » = n. Alsdann bedeuten die Ausdrücke 

-jg-f • • • > «iue Folge von w + 1 (mit ~ schließenden) Nähe- 

■^o Pfn 

rungsbrüchen, welche nur den Bedingungen genügen sollen: 


( 1 ) 


i>0» + (^ = 1,2, 


Pr -1 


5 


Pv 


m)}) 


1) D. b. wiedcjr (ygl. S. 707, Fußnote 2); zwei solche Bruchsymbole sollen weder 
gleichwertig noch gleichzeitig sinnlos sein, sodaß also mit Mcl^sicht auf dieYoraus- 
Setzung jayj>0 und den Inhalt von §93, Nr. 8, Ilf, S. 704, durchweg: 
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Die oben gestellte Aufgabe ist dann offenbar gelost^ wenn man setzt: 

(2«) 6; = 

und im übrigen die a', h' (v = 1, 2, • • •, m) so bestimmt, daß: 


^ ^ (v = 1, 2, . • m). 


und (12)) ergibt sidi also: 



{2i) 

h;=B 

(2)* 

/ ^P.y'^Py— 1 “^Pv—l^Pv 

““ A„ s„ -A^ .it. 


A B B 

,, Pv-i / A o N 

^j, ^ R 

Dabei lassen sieb a'^, a', b' auf Grund der aUgemeinen Diffmenzen* 
formel (VIII) Ton § 92, Nr. 2, S. 697, auob in die Form setzen: 


( 2 “') 




'J ..+1 




a 


Pr~l + l»Pt 


Py—l+l » 


Pi'— l+*»Pr— 1 


&:== 


Py — sHh^Py 
^Py— j4-l»Py—l 


p , dessen^ Teilzäbler nnd 

Teilnenner durch die Gleichungen (2^, (2,), (2) bzw. (2“*) definiert 
sind, oder jeder damit ägpiivdente^) hat dann offenbar die im An&nge 
dieser Hammer beschriebenen Eigenschaften und wird passend als ein 

aus dem Kettenbruche + F^l durch KontraMon hervoi^egangener 
bezeichnet. * * 


2. Als Beispiel für die Anwendung der vorstehenden Formeln 
wollen wir den 2 OT-gHedrigen Kettenbruch: = \+ f^l »n 


1) Man kann z. B. noch die in den a', 6' (»=<1, 8, • • • m) aufbetenden 
Nenner durch die in § 94, Nr, S, Gl. (88), S. 711, ang^ebene j.q[uiT^ens<Tnuu> 
formation forteohaffen. 
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einen »»-gliedrigen: ig + ,^ontraliieren'', dessen Nähenrngsbrüche 
mit den Näberungsbrüchen ^gerader Ordnung (v = 0, 1, • • •, m) 

"Sv 

übereinstimmen.^) Man bat also in den allgemeinen Formeln der vorigen 
Nummer p = 2 v (v = 0, 1, • • •, m) zu setzen und findet zunächst aus 
( 2 .). ' 

(3.) = K-^-W + 'h 

"o 

und sodann aus (2“*) mit Benützung der Formel (UI), §91, Nr. 1, S. 692; 

Jß 

K — A, } 


«PB 01/ m. ö« 


^jv— 2 ^2y— 1 


*®8y— l,2y 7^/ 3,8v 

^ n — 

"Sy—S, Sv— 2 . *°2v— 8, 2y— 2 

•^2 y, 2 y •^2y—2, 2 v 

•^2^— 2, 2y— 2 ^2v— 2, 2v— 2 


r>2. 


Da nach § 91, S, 691, 6L (11) A ^ 6 , im übrigen -dL den 

^ ^ a I a I 

Zähler der reduzierten Form ron: {K ) = 6 + TtT^ + . . . vor- 

^ I I V 

stellt, also jy denjenigen der reduzierten Form von: 


(•^2v— 2,2y) — ^2y— 2 

SO ergibt sich: 

"42,2 "^2»',2y ^ ^2v^ 

2,2y ^ (^2y— 2 ^fy— 1 ^2y- 

und daher: 


^2y— 1| j ^2yl 
P2y^l *^|^2y ^ 

A =zh 

"^2y-2,2v— 2 ‘'Sy-f 
l) ^2y ^2y—2 ^tv 


(3i) 

(3) 


ö' = bj 

/ ^2 V 

*'2y— 2 

j/ (bjiy — g bgy — l*^“^2v — l) ^2y‘i‘^2v — 2 ^2 v ^ 2^ 


‘'2y-2 


1) Dabei ist auf Grnnd der zweiten Bedingung (1) ausdrtichlicli Toraus- 
zosetzen, daß durchweg: 

•^Iv— 2 , ’^2v 
^|y~2‘^^2y* 

Hierzu ist, wie ein Blick auf die Eekoxsionsfoimeln 
“^2y ‘^^2y*^2y — l‘i"®2y'^2y— 2 
J?2v ™ ^2y^2y— 1 +®2y *32^—2 
zeigt, erforderlich, daß durchweg: 

I ^2y 1 > ^ • • • , m). 
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Der Eettenbrucli 


■‘K+ V > 


dessen Teilrahler nnd Teilneoner 


dnr(di die Gleichungen (3o), (3i), (3) definiert sind, hat dann die ver- 
langten Eigenschaften. Durch Fortschaffhng des den o', i>' {v > 2) ge- 
meinsamen Nenners^) nimmt er schließlich die Form an: 


( 4 ) 




t S ^iv—\ ^8 r 


und man hat, wenn man die Nähemngshrtlche dieses Eettenbrutiies 
Bi 


mit -57 bezeichnet: 


( 5 ) 


W — ^ (v = 0, 1, ... m)}) 


-’lr 


In ganz analoger Weise laßt sich auch der Eettenbruch: 

■iÄm+1 


ra'n^ 

in einen m-gliediigen ^ kontrahieren, dessen Näherungsbfüche 

L®. Jj ^ 

mit den Naherungshrflchen mgerader Ordnung - (v=0, 1, ••• «») 

■"fr+l 

übermnstimmen. Man findet (nach Fortschaffung der Nenner in den 
a", b"): 

( 6 ) ^ 


Oja,. 


k. 


‘^*—1^1 r^Sr—t^lr+l 


_L I 3 , .r — A .T .1— « »TT.. j 

L (Sj &i+<h) ^» + ^1 (&*»— + 

und hat sodann: 

A" 

wenn die Naherongsbrüche von xnit ^ bezeidinet. werden. 


1) VgL die Fußnote 1 auf S, 718. 

2) Infolge der zur .FortBohafihng der Kenner benßtEten Xquivalenr-Trane- 
fonnaidon sind ja die betrefTenden NäherungebrCLche nicht mehr identMckf eondemi 
nur ä^välmt, sodaß also die Schreibweise (6) so yiel besagen soll wie: 
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Die vorstehendea Formeln vereinfachen sich sehr wesentlich, wenn 
die zu kontrahierenden Kettenbrüehe in der zweiten Sauptform gegeben 
sind, etwa (indem man der Einfachheit halber — 0 setzt) : 

t /7 "1” T/z "1^”* r a 

al.o: ,) = [f ]_ , . 

Alsdann ergibt sich aus (4) nnd (ö): 

( ) ( ro L^+O,’ l + «Sv-l + “ä Jg’ " ^ L ^ + ®Jr + ®2r+lJi 

und man hat wieder: 

(10) (—0,1, 

Sir ” -“Si'+l 


3. Ist ein m-gliedriger Kettenhruch (Ä^) aus einem «-gliedrigen 
{K^ (wo: n>m) durch Konfraktim hervorgegangen und betrachtet 
man sodann diesen kontrahierten Kettenbruch als den ursprünglich ge- 
gebenen, so kann man sich die Aufgabe stellen, aus diesem letzteren 
jenen »tehrgliedrigen Kettenbruch herzuleiten, der in diesem Zusammen- 
hänge als durch Extension erzeugt bezeichnet wird. Es handelt sieh 
hierbei also datum, dem m-gliedrigen Kettenbruche (E') mit den 
Ä' 

Näherungsbrüchen — {v^O, 1, • • •, m) einen w-gliedrigen zuzuordneu, 

” A' 

bei dem in die Folge der (»» -f- 1) Nähemngsbrüche — an beliebigen 

Stellen noch (n—m) weitere willkürlich vorgeschriebeue eingeschaltet 
sind. Und zwar genügt es offenbar, diese Aufgabe für den Fall eines 
einzigen in dieser Weise einzuschaltenden Näherungsbraches zu lösen, 
da ja durch entsprechende Wiederholung des betreffenden Yer&hrens 
die Zahl der einzuschaltenden Näherungsbrüche nach Belieben ver- 
mehrt werden kann. 

Der ursprünglich vorgelegte Kettenbruch werde wieder mit 

(ZJ = bo -f (wo durchweg: \%\> 0), mit (v = 0, 1, • • •, n) 

die Folge seiner Näherungsbrüche bezeichnet. Bedeutet sodann C' eine 
(bis auf eine sogleich noch auzugebende Beschränkung) beliebig vor- 
geschriebene Zahl, so soll ein (n-f l)-gliedriger Kettenbruch 

p J hergesteUt werden, für welchen die Rmhe der Näherungs- 

brüdie, nämlich: 


Bi* Bl* 
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mit der folgenden übereinstimmt: 




Ä , Ä 

2i ’ ^ ’B~* " 

m. — 1 "m 


Dabei soll C' nur der Beschräniung unterliegen, von ^ und ^ 
verschieden zu sein.^) "* 

Zuimcbst ist unmittelbar ersichtlicb, daß für v <m — 1". 

( 11 ) ^ <=«.„ K=K 

Die Abweichung der a^', 5 ' von den a^, beginnt also erst bei 
v — m. Setzt man; C = wobei wir uns die besondere Auswahl 
der ja nur bis auf einen ganz willkürlichen gemeinsamen Faktor be- 
stimmten Zahlen A', B' noch rorbehalten, so folgt aus den allgemeinen 
Formeln (12) des HiKssatzes Ton § 94, Nr. 2 , S. 708, für v>2: 


A'-i K 


A'yB;_,-Ä;_,B' 


A'-I B^_^’ ~ B'_^-Äi_^ B;_^ 

A* A' A^ A 

also mit Rücksicht auf die Beziehungen: ^ 5 ^ = -=^ (für 

■°m -® -°r+l 

v>m) und mit Benützung des Differenzen symbols {§ 92, Nr. 2 , 

ei. (3), S. 696): 

(«; =- '‘— K 


A« i ^ A« 1 \ =s J 

n2ja' j, A„. ^ 


®«1+S 


A,n4-1 

'A^B'-A'B„ 


^;+s= 


A^B'-A’B^ 


Weiter erstreckt sich der Einfluß der Zahlen A', B' auf die Bil- 
dung der a', b' niM. Denn man hat: 

An+lB„-A„5„+x "•+*» 

j / Bju*— 

®m-|-S ~ , , B —A B . , ~ »n+J 

' iB+1 m jn m+1 

und in dieser Weise fortschließend allgemein: 

(18) = a,, b'^j = 6 , (v = j» -f 2 , 1 « -t- 8 , • • • »). 

Der Unterschied zwischen dem ursprünglich gegebenen und dem 
„ftrfmdierfe»“ Kettmbruche beschränkt sich also darauf, daß an die 

Stelle der mei Teübrüche: p> diejenigen dret treten, deren Zähler 


iWVV XOAiWAIAVrJUaV/ • X ' 1, W W** W« W w- 

folgt Mlion axif der gemackten Vorftuswtzxmg \%\>^ 


(nach S 98t Ni. S, I, S. 70i). 
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and Nenner dnrcli die Gl* (12) vollständig definiert sind, sobsld man 
noch über die bis zu einem gevrissen Grade willkürlich gebliebenen 
Zahlen A', B' verfügt^ z. B. indem man setzt: Ä'—G', B'=l. In 

diesem Falle ist offenbar während bei jeder anderen (der Bedin- 

•®"‘ A' G' 

gung 4=C' genügenden) Wahl nur und der resultierende 

KetteDLbmch. dem zuTor gewonnenen äguiwlent ausftllt. Unter den 
hiemacli vorliandenen Möglichkeiten verdient eine ausdrücklicli hervor- 
gehoben zu werden, bei welcher der extendierte Kettenbmch eine 
besonders einfache Form annimmt. 

Dividiert man Zähler und Nenner des in (12) angegebenen Aus- 


druckes für durch so folgt: 


m ft 


/) also: (15) 


Hiernach steht es frei, unter der Voraussetzung, daß unter die 
durch GL (14) definierte Zahl verstanden wird, zu setzen: 
{A'=Ä—A^ 

A\ j ' w m — 1 Tn-fi 

sodaß sich weiter ergibt: 

(17) {; 


.3'=^ AB .-A^ : 


Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in die Ausdrücke (12) folgt sodann: 


(18) 


'*m+i 


(s. §92, Nr, 2, GL (4), S. 


A , 

— 1 

/ ^m-fl 1 

“m+l 

T / ■^,»■^1»— » An— S-^m (•^m— 1-^m— I — i)**ct-H 

Am-1 

t / A„ 

K+i =Ä“ ^ 


An» • ®m4* 1 






1) übrigens auch hängt also nicht von den Einzelwerten, 

A\ B% sondern nur von 0' ab, im Gegensatz zu 
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Die für gefandenen Werte gelten mit Eücksicht auf das erste 

Gleichungspaar (12) zunächst nur für w > 2. Im Falle m = 1 tritt 
mit Benützung der Gleichungen (12i) von § 94, Nr. 2, S. 707, an 
die Stelle dieses Gleichungspaares das folgende: 

und da andererseits die Gleichungen (16) in diesem Falle die Form an- 
nehmen: 

A'^Ä,- + a,-b,a;, B' = B,-BX= 

SO findet man: 

d. h. genau dieselben Werte, die sich aus (18) für m = l ergehen 
würden. 

Schreibt man schließlich noch der Einfachheit halber a' statt 
das vorstehende Ergebnis in folgender Weise aus- 
gesprochen werden: 

f" €t T ^ 

Ersetzt man in dem Kettenbruch: 1 ®, i > 0) 

den Näherunffshruehen ^ = 0, 1, • • • m) die beiden Ted- 

brücke: ’’ 

dwck die drei folgenden: 


1 , a1 


h I 


I 

WO. a ~ 


< M. 

und 0 eine ganz bdidnge, nw von verscMedene Zahl 

■"m— 1 

A' 

bedeuM, so genügen die K&wrvngä/rüche des anf diese Weise 
entstandenen Kdtehbrwhes den Bezüdnmgen: 





(»<}»— 1) 


d« 



(»=«»+ 1,«»+2, • • •, »+ !)• 


Der yöÜBtäQdigkeit lialber sei noch bemerkt^ daß ein analoges 
Ergebnis auch ftir den Fall m = 0 besteht, wenn es sich also danun 

Jtingflieim, V<wl€tTingMi 1,5. 47 
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handelt, einen Nähemngsbruch mit beliebig Torgesohriebenem Werte G 
nicht in die Folge der einznschalten, sondern ihr Toransznschicken. 
Man hat alsdann die beiden Anfangsglieder: 


(21«) 5. + i 

durch die drei folgenden zu ersetzen: 


(21b) 






wo: a' = b(,— (7, 


wie sich (ähnlich wie im Falle m = 1) durch entsprechende Modifika- 
tion der Qleichnngen (12) ergibt, übrigens' auch leicht durch direkte 
Ausrechnung bestätigt werden kann. 


§ 97. Unendliche Kettenbrttche. — EonTergenz. — Anßenresent- 
liche nnd wesentliche Dirergenz. — UnTeränderlichkeit des 
EonreTgenz- nnd DiTergenzcharakters bei Igniralenz •Trans- 
formationen. — Terwandlnng unendlicher Eettenbrfiche ln 
ägniralente Beihen oder Prodnkte. 

1. Aus zwei beliebig gegebenen unbegrenzt fortsetzbaren Zahlen- 
folgen: 


hann man zunächst rein formal den ,^imenälichm" d. h. unbegrenzt 
fortsetzbaren Eettenbruch bilden: 


( 1 ) 




+ ••• + 



kürzer geschrieben: 




(2) \ -f- oder nach Bedarf: -t] 

Bezeichnet man sodann wieder mit: 


^ 0 » 


K,, 


K ; 

n 


oder auch: 

■»0 -“i 


die redwmien Formen der Kettenbrüohe (E,), (E^), • • • , (EJ, , 

welche entstehen, wefin man den Eettenbruch (E^) beim Index 
V = 0, 1, • • • ta, abbricht, anders ausgesprochen die. Nahermgs^ 
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JrwcÄe 0*®', 1*®*, • • • , w*®’', Ordnung des unendlichen Ketten- 

bmclies (X„), so heißt der letztere konvergent und K sein Wert, in 
Zeichen: 

< X 

Jj=Z bzw. (ZJ = Z, 

v-1 

wenn ^ für n — >• oo einen hestimmien Grenmert K besitzt, wenn also : 
(4) limZ„=lini ^=Z 

» n->aD ’^n 


und K eine bestiminte Zahl Torstellt.^) 

In jedem anderen Palle heißt der unendliche Kettenbruch diver- 
gent. Dabei soll er als außerwesenüidv divergent bezeichnet werden, 
wenn die Folge der reziprok genommenen Näherungsbrüche den Grenz- 
teert NuU besitzt, wenn also: 

(5) lim y”= 0. 

Ä->00 


Dieser Fall tritt offenbar insbesondere ein, wenn lim -^=00 (d, h. 


wenn lim 

n->« 




= 00 ), wenn also, wie man in diesem Palle sagt, der 

Kettenbruch nach Unendlich divergiert; aber auch dann, wenn unter 
den Kähernngsbrüchen unendlich viele sinhbse (mit nicht verschwinden- 
den Zählern*)) verkommen und nur die Folge der übrigen nach 00 
divergiert, ja selbst, wenn von irgendeiner Stelle ab ade Näherungs- 
brüche smdos (mit der angegebenen Beschränkung) ausf allen.*) Es 
läßt sich leicM zeigen und wird im imchsten Paragraphen noch deut- 
licher hervortreten, daß solche außertoesenüvdi divergente Kettenbrüche 
noch eine gewisse Verwandtschaft mit den konvargenten besitzen. 

Nach dem Satze von § 91, Nr. 4, S. 694, Fußnote 3, stehen zwei 
Kettenbrüche von der Form: 


1} Heimit ist sebon implinte geai^ dafi die NähetungsbrSche ^ znm 

zaindesteii yon einer gewissen Stelle ab Zählen vorstellen müssen. Da- 

gegen läßt die gegebene Konyeigenzdefinition sehr wobl die Möglichkeit ofTen, 
daß die Folge der NShemngsbrücbe eine beliebige endliche Anzahl sinnloser ent- 
halten kmuL 

2) Diese Bedingung ist allemid von -selbst erfoUt, wenn durchweg | «y | > 0: 
vgL § 98, Nr. 8, IH, S. 704. 

8) Dieser Fall kann nach § 98, Nr. 8, II, S. 704, niemals eintreten, wenn 
durchweg | | >0, wohl aber, wenn mindestens cm a^^O ist (s. a. a. 0. Nr. 2 

und § 99, Nr. 4, S. 746). 


47 * 
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[vC 


in der Beziehung, daß die Näherungsbrüche des einen die reziproken 
des anderen sind. Wenn also einer der beiden gegen den von Null 
verschiedenen Wert K konvergiert, so konvergiert der andere gegen den 
Wert ~ Wenn dagegen der eine nach Null konvergiert, so ist der 
andere mßenoesenüich divergent, und umgekehrt,^) 

[ a “j* 

Y (wo I <*1 i > 0) 

außerwesmdich divergiert, so gilt das gleiclie aach tob dem Eetten- 
bniohe 

esTsteren wieder mit die des letzteren mit jp) so hat man nach 


t l ^ "1 

■ Denn bezeichnet man die Näherungsbrüche des 
1 wieder i 

§ 91j Nr. 2 fär » > 1: 


b,B:+a,A: 




3' 

V, 


und somit zum mindesten für hinlänghch große v (für welche ja auf 
Grund der Voraussetzung | | > 0 sein muß): 




»1-®, 




X’ 


1-^0^; 


also: 


-j 7 = Of wenn: lim 0. 


Analog erschließt man umgekehrt aus der mßerwesentlichen Divergenz 

diejenige von ^+[^] ' 

Durch Anwendtmg der zuvor gemachten Bemerkung ergibt sich 
also der folgende Satz: 


r 1 ®»i“ 

1 ) statt des SettenbraolieB 1 yj kann man auch den durch Multiplika- 
tion mit einer beliehigen von Niül venohiedenen Zahl daxana herrorgehenden 

r®»i* r®»i* ®o 

-j- emfOhien. lat aladann 6 « -f ir = JE’ + 0 i so hat man t" 

k ^ •- r«.T »0 Lyo ^ 

Umgekehrt würde ana jyj =Z' 4-0 folgen: ^o+l'pj hn Falle Är =0 

bzw. K' = 0 erleidet die entaprechende Anaaage dea Textes kmne Indemng. 
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L Ist der Eeüenbruch | 1 ^ 0, (also auch 

Y) yj J au ßerw es entlieh divergent, so 

Jconvergiert I^ull, und umgeTcelirt Ist der 

letistgenannte Eettenbriich außer wesentlich divergenty so hon- 

t l a “j* ra ”1®® 

y} yj nach Null, also 


Werte 6., md umgekehrt. 


Bezeichnet man einen unendlichen Kettenhrnch, von dem nnr 
so viel feststeht, daß er entweder konvergiert oder außerwesenüich diver- 
giert, als höchstens außericesentlich divergent, so folgt noch: 


11. Ist der Kdlenbruch höchstens außertcesent- 

lich divergent, so ist entweder er selbst oder der Kettenbruch 

ra ,* 1 ® 

F konvergent. 


Jeder unendliche Kettenhrnch, der weder konvergiert noch anßer- 
wesentlich divergiert, soll wesentlich divergent heißen. Diese Be- 
zeichnung findet also insbesondere Anwendung, wenn die Folge der 
Näherungsbrflehe mehrere HäufungssteUen^) besitzt, in welchem Falle 
der Kettenhrnch auch als osgiUierend bezeichnet wird. Ein anderer 
Fall von wesentlicher Divergene würde ferner dann eintreten, wenn der 
Kettenbruch imendMeh viele sinnlose Naherungshrüche liefert, ohne daß 
diese selbst sowie die Folge der etwa noch übrigen Nähemngsbrüche den 
oben für die außerwesentliche Divergenz geforderten Bedingungen genügen. 


2. Wir bezeichnen zwei mendliche 


K + 



als äguivedent, in Zeichen: 


Kettenhrüche 



und 


( 6 ) 




t 


1) Mindestens eine diesei Häufängsstelien muß offenbar eine enäiichs be- 
stimmte Zidil sein, da ja in dem vorliegenden Zusammenbange Limites mit dem 
absoluten Betrage -f oo und verschiedenen JBinheUsfaktoren als eine emsige 
Häufangsstelle anzuseben sind (vgl. § 73, Nr. 4, GL (24), S. ß66> Besteht z. B, der 
Eetteubmcb aus lauter redHen Zahlen, und besitzt die Folge der Nßherungsbrücbe 
nur die beiden Limites — oo und -f oo, so gelten diese hier nur als eine H&ufongs- 
stelle oo (ohne Vorzeichen). In der Tat ist ja der fragliche Kettenhruch auf 
Grund der gegebenen Definition nur als emßerwesefäUch divergent anzuseben. 
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■wenn und für jedes w = Ij 2, 3, die Beziehung besteht; 


(7) 


K + 


a'l’* r^r' ” 

F r 

‘'»üi L »'Ji 


Auf Grund des Satzes von § 94, Nr. 3, S. 709, ist dann ins- 
besondere: 


(8)6o 


c b 

V 


1* r® 

■ — F ™ übrigen: lcj>0), 

-1 ‘ L * 


und umg^ehrt ist, sofern nur duroh’weg' | | > 0, jeder mit ij-f F^l 

rc . e n -i“ 


äquivalente Kettenbruch in der Form + 


S-l 


enthalten. 


Des weiteren ergibt sich, daß zu jedem unendlichen Kettenbruche 


rd ”1* 

6o + ^ , für -welchen durchweg | o, | > 0 bzw. i J,, | > 0 (v > 1) ein 
L-Ji ^ „ 

und «Mr ein ihm äguivalent&f von der Form ho + p ^^w. 

[ <* *1* 

Yj existiert, welcher wiederum als dessen erste bzw. emite Maupt- 


form bezeichnet werden soll (s. § 94, Nr. 4, S. 710). Dabei sind die 
h' bzw. a' wieder durch die a. a. 0. angegebenen Formeln (23) bzw. (25) 
bestimmt. 

Da infolge der definierenden Beziehung (7) entsprechende 
Naherungsbrüche zweier äquivalenter unendlicher Kettenbrüche stets 
gleichwertig oder aber gleichgeitig und in gleicher Art sinnlos sind, so 
erkennt man unmittelbar, daß zwei 6ol(fiie Kettenbrüche stets gleich- 
seiiig Jconvergieren bzw. gleichgeitig divergieren. Dnd zwar besteht im 
Falle der Eonvergeng die Gleichung: 


( 9 ) 



in dem Sinne, daß ihre Beiden Seiten ein und dieselbe bestimmte Zahl 
Torstellen; während im anderen Falle die beiden Kettenbrüche nicht 
nur überhaupt gleichzeitig divergieren, sondern vbUig gleidiarUg 
dirergieren. 


3. Analoge Yerhältnisse ergeben sich bei der Übertragung der 
Transformation in äguwcdente Summen oder Produkte auf unenddMte 
Kettenbrüche. Sind die Näherungsbruoh-Nenner des unendlichen 



Nr. 4. § 97. Üj^endliclie Kefctenbrüche und äquivalente Reihen. 729 

für V >m durcliweg rwj ämR verst^üeden, 
so hat man nach § 95, Nr, 1, 6L (1), S. 712, für jedes n>Mi: 


( 10 ) 


i r“’T "*• I 


bzw. in dem besonderen Falle m=^Q: 


( 11 )- 


L ^ 


gj - - 

B .B ' 
*• — 1 


Wenn, also durchweg | | > 0 und der Kettenbruek Jconvergiert 

(in welchem Falle ja verschwindende nur in endlicher Anzahl ver- 
kommen können), so gehen auch die rechtsstehenden Summen für 
n.-—*(x> in konvergente BeOim über, und umgekehrt würde aus der 
Konvergenz dieser Beihen such diejenige des betreffenden Ketteni>n(ches 
folgen. Man hat also in jedem dieser Fälle: 


( 12 ) h + 

bzw. 

(13) l>o + 




und zwar im Sinne der JLguivalen^ von Kettenbiuch und Beihe, d. h. 
so, daß für jedes n>m bzw. n > 0 die Beziehung (10) bzw. (11) statt- 
ffndet und daher das Gleichheitszeichen in Gl. (12), (13) auch durch 
das Zeichen ~ ersetzt werden kann 

Gleichzeitig mit dem Eettenbruche divergieren auch die betreffenden 
Beihen und umgekehrt. Bei der ersten dieser Aussagen wird voraus- 
gesetzt, daß die Divergenz des Eettenbruches nicht mit dem Auftreten 
unendlich vieler sinnloser Nähemngsbruche verbunden ist: in diesem 
Falle wird die Müglichkeit der Glei(diungen (10), (11) von vornherein 
hinfällig^ und die betreffenden Beihmi werden simüos. 


4. Geht man statt von der Umformung eines Eettenbruohra in 
eine äquivalente Summe von dem lungekehiten Prozeß, also von den 
Formdn (6) — (8b) des § 95, S. 714, an^ so ergibt si^ für n — ► oo: 


(14) 


K+K 


T» Jß .-00 


(I Ä i > 0 für 1 » ^ 1) 



r 
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K 1“ 


(16a) 


1 -r W • ■ • Ä, ~ 1 + r^> 


(let) 


{l' 


_r 




in dem Sinne, daß für jede noch so große an die Stelle des Zeichens oo 
gesetzte Zahl n die betreffende Äquivalenz besteht^); daß ferner gleich- 
zeitig mit der unendlichen Beihe auch der entsprechende Keüenbruch 
Imvergiert bzw. gleichartig divergiert^ und daß im Palle der Konvergenz 
jene Äquivalenzformeln durch Gleichungen ersetzt werden können. 

Beispiele. 1) Wir fanden früher (§ 59, Nr. 3, 61.(9), S, 415): 


= ln 


Um diese Reihe und somit lg 2 m einen Kettenbruch zu verwandeln, 
hat man in der Formel (15) zu setzen: 

J^ = 0, im übrigen; C =(— r, 

sodaß sieb ergibt: 

2*1 i>* I 


il 1-1 

^ , ül 

“II ^11 


2*i 

+ — 4 - 
^11 ^ 


i(-ir 

+?^i+ 

^ii ^ 


'*) 


2) Es ist (s. § 33, Nr. 4, Gl. (26), S. 204): 

1 

Setzt man daher in den Formeln (16 a, b): 

‘,= T (»-1. 2. 3, ), 


» V 

SO findet mau nach W^sohafinng der Nenner in den Zählern und 
Nennern der Teilbrüche: 

2 | i > — 1 1 

M *’* l»’+l 

_!] i\ IJ ^ »-1 I 


(17.) 

(17b) 


g 1 _L JLl L! 

^ ^11 18 


|v+l 


1) Daians folgt insbesondere, daß ein solcher Eettenbmch nimah ainnüwe 

n 

Jl^ähermgsbrüche besitzen kann, da ja stets eine bestimmte Zahl vorstellt. 

0 

2) Die (auf Grund der Eerleitimg bereits feststehende) Konvergenz dieses 
Kettenbruches folgt auch aus. dem Kriterium (Yy B) des § 102, S.767, und wird 
dort aosdrücklicb als Beispiel angeführt. 
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Ans diesen Kettenbruchdai'stellungen der Zahl e würde nacli einem 
später mitzuteilenden Satze (s. § 109, Xr. 3, S. 776) unmittelb.tr deren 
(in § 33, Nr. 4, S. 205, bereits anderweitig bewiesene) Irratiomlität 
folgen. 

3) Eine andere merkwürdige Kettenbrucbdarstellung der Zahl e 
ergibt sich aus der Reihenentwicklung: 

= 1 + ^ (— l)" 

1 

welche mit den hier zur Verfügung stehenden Hilfsmitteln am ein- 
fachsten in folgender Weise hergeleitet werden kann. Bezeichnet man 
die Summe der obigen Reihe vorKufig mit s, so findet man mit Be- 
nützung der Cauchyschen Multiplikationsregel: 

11 0 
wo: 

Cq = 1 

und für i; ^ 1: 

- ^ ^ I ^ ^ I f H vV’— ‘ 1 1 ^ 1 / 4 ^ 

ir(v— 1)! 2! ‘(V— 2)1 (y — y! 

= iJr (^ “ iVF:!)! + ai (v- 2 )! + (“ ‘ (~^T! it + 

= ^ (l — C**)! + (*')* H (— 1)’~^ (*'1^-1 + (~ 1)*^ • ) ^ 

= i(l-l)’' = 0, 


sodaB also: 


e • s = 1, somit s = e 


— 1 


Setzt man hiernach in der Formel (16a): 

= ~ li 2, 3, ), 

so ergibt sich nach WegschafPung der Nenner in den Zählern und 
Nennern der Teübrüche: 




I ^ 


1 ^12 ^ ' *- 


e - = 1 

Hieraus durch Subtraktion von 1, Multiph'kation mit — 1 und Über- 
gang zum reziproken Werte: 

9 I 

+ • 


^ = 1 -f — 4- ■ 

e_l ^ 


4._U + , 


1) S. § 14, Nr. 4, Gl. {6a), S. 89. 
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durcli nochmalige Subtraktion von 1: 


e—l 11 ^ 


+ * • ■ "t" ■ 


und schließlich, durch nochmaligen Übergang zum reziproken Werte 
und Addition Ton 1: 


e = 0 4. j- , 


+ T^ + ' 




5 . Die früher gefundene Formel für die Umwandlung eines end- 
lichen Kettenbruches in ein Produkt (§ 95, Nr. 3, GL (10), S. 715) 
gilt auch für n — ► 00 , also: 


( 18 ) 


unter der Voraussetzung, daß für *» > 1 durchweg: | | > 0, j 0, 

und zwar gilt sie wiederum in dem Sinne, daß ÄquivaHem besteht, 
wenn man das Zeichen 00 durch jede beliebige Zahl n ersetzt; daß 
ferner der Eetteuhriteh ionvergiert, wenn das vnenäliehe FroduM Icon- 
vergiäd oder nach Null divergiert^ und umgekehrt^ daß in jedem dieser 
Fälle das Äguivaleneieij^eia. durch ein GZeic/t^ei^szeichen ersetzt werden 
kann und daß schließlich, abgesehen von dem Falle der Dvoergem des 
Produktes nach 'Null, Produkt und Kettenbrach auch gleicheeiUg und 
gleichartig divergieren. 

Das analoge gilt bezüglich der Formel für die umgekehrte Operation, 
also für die Umwandlung eines Produktes in einen äquiralenfen 
Kettenbruch (a. a. 0. S. 716, Formel (14)), d. h. man hat in ent- 
sprechendem Siime, wie die Formel (18), die folgende: 


1) DaDaoh besteht neben der im Text benützten Kettenbrachdarstellnng von 


e ^ auch die folgende; 


* 12 +12 +••• + !, +• 


▼eiche man auch direkt gewinnen kann, wenn man die zugrunde liegende Eeihen- 
entwicklong auf die Form bringt; 




(v+l) 

und die Formel (16 a) in der Weise anwondet, dali man das Anfangsglied 1 auf 
beiden Seiten wegläßt und setzt: 


K 

2) Vgl. § 80, Nr. 8, S. 619. 


filr 


v + 1 ^ = 



( 2 ) 
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(19) J7(l + y-l + ^o + [p- 


i+c. 


wo: 


e,={l + K)K, c, = (l + U^(*'>2), 


unter der Voraussetzung, da£ für jedes »: 

(1 + K) 


"v—l 


0 

« 4*1 

0 


§ 98 . Verhalten von Eettenhriichen bei Weglassnng von infaiigs- 
gliedern. — Bedingte nnd nnbedingte Konvergenz. 

1. Das additive Anfangsglied bg übt offenbar keinerlei Ein&uß auf 


die Emergene oder Divergenz des Kettenbruckes + 


, da ja jeöfer 


seiner Nähemugsbrüelie von dem entsprechenden des Kettenbruckes 

^ sieb immer nur um diesen Summanden bg unterscheidet. Beide 

Kettenbrücke sind also entweder gleichzeitig hmmgeid oder gleichzeitig 
divergent und besitzen im letzteren Falle auch völlig gleichartigen Di- 


Dagegen fanden wir m Nr. 1 des vorigen Paragraphen, daß der 

Kettenbruch (außerwesentlich) divergiert, falls 6g + ^ gegen 

den Wert 6g konvergiert. Es zeigt sich hier also die von dem ent- 
sprechenden Verhalten konvergenter Beihen oder DrodvScte völlig ab- 
weichende Erscheinung, daß ein konvergenter E^teribrwh lediglich durch 


gewisser Aniangsgüeder in emen 
kann. Wir wollen daraufhin jetzt allgemein untersuchen, was -sich 

unter der Voraussetzung der Emvergem "des Kettenbruches 6j -f- ^ 

To "l” J, 

über alle möglichen Kettenbrücke von der Form 6^-f ^ (®*^i) 

aussagen Ifißt. * 

Setzt man in den Formeln (V) von § 92, Nr. 1, S. 696: w=m — 1, 

V -f p = n, so nehmen sie die Form an: 

f „ A^ , -+- a B A , 

« B B +.% S 

^ w ?7J» fl fji— 1 f« fWi fl m— J 

Multipliziert man die erste Gleichung mit bzw. die zweite 
mit A^_j bzw. A^_^, so folgt durch Subtraktion: 

S 'S fl 1 Iwa.A ^ ^ T? J R 

AS ,-SA B B 

fi f7) 37)j fl ^ 
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Es werde jetzt angenommen, daß durchweg | | > 0, also auch j | > 0 

(s. § 93, Nr. 3, Ungl. (9), S. 703), daß ferner der Kettenbruch 


&0 + 



( 3 ) 


den Wert K besitze, sodaß also: 


lim K =K, 

n * 

n->« 




Da alsdann zum mindesten für jedes m, welches eine passend gewählte 
Zahl «j übersteigt, | | > 0 sein muß, so lassen sieh die Gleichungen 

(2) jetzt in die folgende Form setzen: 




w, a m — 1 a n ^ n m — 1 m — 


Da die reduzierte Form des Kettenbruches ^ 

OT, n ^ ^ 

so ist es, um eine Aussage über ^ machen zu 


vorstellt, 
können, noch 


erforderlich, diese beiden Gleichungen durch einander zu dividieren, was 
wiederum nur gestattet ist, wenn der Divisor, d. h. schließlich der 
letzte Faktor auf der rechten Seite der einen oder anderen Gleichung 

(4) , von Nuli verschieden ist Man hat nun: 

(5) Km (Z„ = KB^_- A^_„ 

«->«) 


und es bestehen daher nur die beiden Möglichkeiten; 


( 6 .) 


iJso: jü=i + jr 

— 1 


A 

(d. h. ^ - ist entweder eine von K verschiedene ZM oder sintüos) 
oder; 

(61.) d.o: ^ = Z 

"in — 1 


(wenn man berücksichtigt, daß offenbar >0 sein muß, da ja 

im Falle: = 0 auch: = 0 sein müßte, was, wegen | <*,, | > 0, 

nach § 93, Nr. 3, III, S. 704, unmöglich ist). 


2. Hiernach sind also nur die folgenden mei Fidle möglich: 

F<dllt Wegen \FB^_^— \ >0 ist dann mit 

Rücksicht auf die Beziehung (Ö) für hinlänglich große m, etwa für 
n > n, > »», such: 
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sodaß aas (4) duroli Division hervergelit: 


(7) 


CT» n 


~ An—S 


und scUießlich für n — > oo sioh ergibt: 


( 8 ) 


lim 


n*>ao n 




Fä 1 

d. b. der Kettenbrucb p ist konvergent, und zwar bat 

L »Jm+i 


man: 


(9) 


-I- r^l“ I + 0, wenn: | \ > 0, 

■ = 0, wenn: = 0. 


Fdl II: 


A. 


’m — 1 


Nr. 3, II und lÜ weder 
so bat man: 


K. Da unter dieser Yorausseizung nach § 93, 
■ K, noch: »= 0 sein kann, 

* CT— a CT— * f 


=-CT— 2 




tn — 2 


1 2 2 I ^ 9 


und daher mit Nüchsicbt auf die Beziehung (5) für binl&aglicb große 
», etwa für » > Wj > »j, auch: 


I^A_2- 


A-2l>o. 


Alsdann folgt aber, indem man die zweite der Bleiobungen (4) durch 
die erste dividiert: 


( 10 ) 

und somit für n 

( 11 ) 


^m,u ^ — 1 — 1 

tt ®m •^m—2 

<■ oo: 

jB„ . 1 EB^ 1 —A^ , 




= 0 , 


d. h. der Kettenbruch h^ + 


~a 1* 

ist mßerwesentJdch äwergeni. 

Zugleich ergibt sich daim noch aus dem Satze I von Nr. 1 des 
vorigen Paragraphen, S. 727, daß: 


( 12 ) 


( 13 ) 




'^y-JCT 
•I« 


**«.+1 + 


'^T = 

A-lm+2 


und daß umgekehrt jede dieser beiden Beziehungen die a/ußerwesentUche 
Divergenz des Eettenbmehes &_ + l «»d somit schließlich auch 

A LPißJmA’l 


die Existenz der Beziehung 


^‘in— 1 

5«_i' 


■ K nach sich zieht. 
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Den Torstehenden BeiraclitaiigeQ lag durchweg die Ann a h me 
m>2 zugrunde. Die Gültigkeit der gefundenen Resultate auch für 
?» = 1 ergibt sich indessen unmittelbar aus dem soeben erwähnten 
Satze I Ton Nr. 1 des Torigen Paragraphen und der vorausgesohickten 
Bemerkung über die BßsiprogiWt zweier Kettenbrüche von der Form: 

) sofern man nur beachtet, daß ja ^ = &o 
und K = 6a + > folglich die Bedingung: 

^ K identisch ist mit der folgenden: = K — 6^ 4 = 0, 

— = f— 1 = 0 


Durch Zusammenfassung dieser Ergebnisse erhält' man also den folgen- 
den Haupisatg: 

Ist K der Wert dies konvergenten Kätenlruches -f- 

(too durchweg: | >0), so hest^t die notwendige und hin- 

reichende Bedingung für die Konvergeneeinesheliebigen Ketten- 

hruches von der Form: Be- 

ziehung: 


^la—l "ui— 1 

oder auch simdos sein). 

Ist dagegen: 


soU eine von K versdtiedene Zahl 


so divergiert der Ketterdmuch ^ außerwesentlich, 

wtffirend die beiden „benachbarten“ Kettehbrüche dieser Art, 
d. h. di^enigm, die durch V&icmschung von m mit »t — 1 bzw. 
wt-fl daraus enist^im, konvergieren, und zwar hat man: 

t“) ‘-+.+[8 Ih. ,=»• 

1) Im Falle föllt die Beziehung (12) mit der YorauBBetzung 


ih. + \ 


zusammen« 



Nr. 3. 
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Umgekehrt zieht jede der Seeiäiungen (1^) und (13) die außer- 
wes&^iche Divergenz des Keüenbruches ^ vmä diese 
letztere, unter der Voraussetzung, daß der Eettenlruch p 
gegen den Wert K konvergiert, die Beziehung: - j,— ^ = K nach 

"jw— 1 

sidi. 


3. Aas dem eben attsgesprochenen Satze folgt insbesondere, daß 
unter der Voraussetzung: 6,+ — K (|ö,| > 0) jeder. der Ketten- 
brücke von der Form: ^ (»t = 1, 2, 3, ) konvergiert. 

Trenn in dem immlichen Umfange die Beziehung: ^ — 4= ^ besteht, 
d, h. Trenn keiner der I^aherungsbrüche (v = 0, 1, 2, ) mit dem 

•Oy 

Werte des unendlichen Kettenbraches übereinstimmt. 

Wir Trollen einen konvergenten Kettenbrach als urAedingt konvergent 
bezeichnen, Trenn jeder durch Weglassung beliebig vieler Anfangsglieder 

daraus herrorgehende, also jeder von der Form: + r . («*^1) 

glddifcdts konvergiert. Mit Benützimg dieser AusdrucksTreise ^t sich 
also das vorstehende Ergebnis auch folgendermaßen formulieren: 

Die notwendige md hinreichende Bedingung für die un- 
bedingte Konvergenz eines konvergenten KetterArwhes mit lavier 
von IMl verschiedenen Teüzahlem bestcM darin, daß sein Wert 
keinm seiner Kaherungsbrüche gleich ist. 


Von der vrirklichen Existenz solcher unbedingt konvergenter Ketten- 
brüche kann man sich (ohne Benützung irgendvrelcher hier noch nicht 
zur YerfQgtmg stehenden Konvergenz-Kennzeichen) leicht überzeugen^ 

Trenn man denjenigen Kettenbrach betrachtel^ welcher mit einer aus 

00 

posUivm Zahlen bestehenden konvergenten Beike ^k^ = K äguivedent 
isi^ also (s. § 97, Kr. 4, Grl. (14), S. 729) den Kettenbruch: 


(14)JSb 


KK 


K—sK 


11 1 *»+*» 




= K. 


A 

Da die KSherongsbrÜche auf Grund der Beziehung: k 

* e 

mit » monoton zmefmen, also keiner derselben den Grenzwert K er- 
reichl^ so folg^ daß der obige Kettenbmch unbedingt konvergiert. 



7 38 Abschnitt IV. Kap. I. AUgem, Grruiidlagen der Lehre von denKettenbrüchen. Nr.4. 


L Ein honvergenter Kettenbruch Iq + soll bedingt konvergent 
heißen; wenn unter den durch Weglassung von Anfangsgliedern daraus 

V 

y-'iTi'f' 1 

(j»>l) sicli befindet. Wird dann wieder angenommen, daß durch- 
weg: I I > 0, so folgt aus dem Hauptsatze von Nr. 2 dieses Para- 
graphen, daß jeder dieser divergenten Eettenbrüche nur mßerwesentlii^i 
divergieren kann, daß ferner die beiden „benachbarten“, d. h. die mit 
dem Glieds bzw. beginnenden unendlichen Kettenbrüche alle- 
mal Tconvergieren. Es können also in diesem Zusammenhänge niemals 
zwei Tconsäcuüve divergente Kettenbrüche Vorkommen. 


Ist 6^ -j- ^ der einzige bzw. der letzte di 

Pa -|* 

brach, so konvergiert der Kettenbruch 


Ketten- 
Es 


können aber auch solche divergierende Teilkettenbrüche in unbegrenzter 
Menge auftreten, sodaß also von Itemer Stelle ab mledingte Konvergenz 
stattfindet. Auch für das Eintreten dieses Falles lassen sich mit Hilfe 
der Kettenbruch-Transformation passend gewählter Beihen einfache 
Beispiele herstellen. 

Es sei (jWj) für X = 0, 1, 2 eine unbegrenzte Folge wachsender 

natürlicher Zahlen von der Beschaffenheit, daß: 2 < < », 

wo n eine beliebig geprahlte ganze Zahl >2 bedeutet, ferner (k^ eine 
unbegrenzte Folge bis auf gewisse, sogleich anzugebende Beschränkungen 
beliebiger Zahlen, und es werde gesetzt: 


"*« “i+i 

(15) = — 0 (X = 0, 1, 2, ), 

0 n^l 

wobei die letzte ELategorie von Bedingungen so zu verstehen isi^ daß 
man i '^'iUkürlich annehmen kann und so- 

“z+i-i ' 

dann nur Ä =— zu setzen hat. Aus (15) folgt alsdann, 

daß: ifc, = J5r für X = 0, 1, 2 Werden jetzt die noch der 

0 

Beschränkung unterworfen: lim k = 0 zunächst für v 4= , so ergibt 

sich infolge der Voraussetzung ^ auch; 

m 

& 2 *» = 0 K + 1 ^ »»i+J, Hm k = 0. 
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eo 

Daraus folgt weiter, daß die Reihe konvergiert, und zwar gegen 

o“ 

den Wert K. Das gleiche gilt daher wieder für den mit der Reihe 

A “Z 

äquivalenten Kettenbruch (14). Zugleich hat man: ^ 


(i = 0, 1, 2, 




+ 


r^iT 

IkL 


), sodaß also jeder Kettenbruch von der Form 


d.h.: 


V-^ 171 -^2 




äj_ Tci . f o 








*{X — 0,lf2f ) 


5. Ißt der Kettenbruch außerwesentlicli divergent, so be- 

sagt ja der Satz I 'von § 97, Nr. 1 , S. 727, daß alsdann der Ketten- 

bmch 6 ^ + ^ (nach. NnU) Iconvergiert, Somit hängt das Verhalten 

-|® 

aller weiteren Kettenbrüche von der Form 6 ^ + ^ (m>2)ledig- 

lieh davon ab, ob der mit dem Gliede 6 ^ beginnende Kettenbmch mw- 
iedingt oder nur ledingt konvergiert. 

Steht ferner zunächst nur so viel fest, daß irgenäeme/r der Ketten- 

r»yi* 

brüche Von der Form + 1 j" 'höehetens außerweserMch divergiert, 

so gUt das gleiche auf Grund der vorhergeh^en Bemerkungen nicht 
nur für jeden durch Weglassung weiterer Anfangsglieder entstehenden 
Kettenbruch, sondern, mit Benützung der Beziprozitätssätze von § 97, 
Nr. 1 (s. insbesondere S. 726, Zeüe 3) für alle Kettenbrüche, welche zum 
Vorschein kommen, wenn man den Index m sukzessive durch m — 1, 
m — 2, • • • 0 ersetzt. BUemach läßt sich das Hauptergebnis der vor- 
stehenden Betrachtungen in folgender Weise aussprechen: 


Ist der Kettenbruch \ -j- 


rüiT 


wo I I > 0, höchstens 


außerwesmtlich divergent, so güt das gleiche von jedem dweh 
Weglassung von AnfangsgUedem daraus hervorgehenden KeUen- 

brache, jedoch Mnnen in der Folge der Kettenbrücke + 1 5 ^ 

C»» = 0, 1, 2, ) niemals zwei hmä&dwe divergieren. Audi 

wenn nur so vid feststeht, daß irgendeiner der Kettenbrüche 

bm+ ^ höchstens außerwesenÜich divergiert, so güt das 


Pxingihclm, Voxletongen 1 , 8. 


iS 
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gleiche für jedes m (emschließich m = 0 und mit dem gleichen 
Zuscde heeüglieh des Verhcdtens gweier in dem <Mgen Sinne hon- 
sshitiver Kettenbrüche). 


Atis diesem Ergebnis lassen sieb aber unmittelbar noch die fol- 
genden, das Verhalten wesentlich dwergenter Kettenbrüehe charakteri- 
sierenden Schlüsse ziehen: 


Jbt der Ketterdmwh 



wo I I > 0, wesentlich 


divergent, so güt das gleiche von jedem durch Weglassung von 
Anfangsgliedem daraus hervorgäimden Kettmlruche. Umgekehrt 
ist jener Kettenbrueh (und somit auch jeder durch Weglassimg 
von Anfangsgliedem daraus hervorgehende) wesentlich divergent. 


wenn nur irgendeiner der Kettenbrüdie wesent 

LoJm+i 

lieh divergiert. 


Hiernach bestimmt die BeschafPenheit eines Hettenbmehes von der 
Fa 

Form:!»«,-}- ~ bei beliebig groß anznnehmendem m oder, wie man 
anch sagen kann, das infinitäre Verhedten der o^, b^ den Charakter des 
Eettenbraches &o + (unter der Voraussetzung j | > 0) nur in- 

soweit, als daraus unzweideutig herrorgehi^ ob derselbe höchstens außer- 
wesendvdi oder toesenüiek divergiert. Steht das erstere bereits fest, so 
hängt die Komergem nodk durchaus Ton den Anfangsgliedem (abgesehen 
Ton bg und af) ab, die unbedingte Konvergens ron jedem eingdnen Gliede 
(mit den eben genannten Ausnahmen). 


§ 99. Übertragung des Hauptsatzes Ton § 91 auf unendliche 
Kettenbrüehe. •>- EinfluB der Hüll als Teilzühler. 

1. Im Torigen Paragraphen haben wir uns insbesondere mit der 
Frage beschäftigt, welchen EinfluB die Divergmz (zumal die außer- 
wesenllidie, schlieBlich auch die wesentlich^ eines Kettenbruches von 

der Form: A -}- 


&0 + 




FfüT 

IhX 


(m > 1) auf das Verhalten des Kettenbruches 

«j«,+i — 

mit durehw^ Ton Null Terschiedenen Teilzäblem ausfibt. 


Wir wollen jetzt untersuchen, welcher Zusammenhang im Falle der 


Konvergene des Kettenbmehes b -f 




V Jm+l 


zwischen dessen Werte und 


dem Verhalten des Gesamtkettenbruches bg -f ^ (I 1 > 0) besteht. 

L"» Jj 
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Dabei können wir uns von vomlierein auf die Annahme be- 

schränken, da ja der Pall w == 1 durch die Betrachtungen von § 97, 
Nr. 1, S. 726/7, über Kettenbrüche mit reziproken Näherungsbrüchen 
seine unmittelbare Erledigung findet. Danach hat man nämlich^ falls 

+ [^1 ^ ® ^ i ’ [ 

und umgekelirt; wälurend im Fafle K = 0: 6^ + -^ sintüi 

t a 1* ^ 

^ mßerwe$en£liäi divergiert (TgL a. a. 0. Satz I) — 
J| 

.Ergebnisse, die mit den nunmehr für m>2 abzuleitenden durchaus 
übereinstimmen. 

Nach Analogie der bereits eingeführten Abkürzungen: 
{Ji^...)=»»+rrT («• 8 M. Nr. S. 690) 

(Z^) =\ + [^]* (s. § 97, Nr. 1, Gl. (1), S. 724) 

wollen wir einen unendlichen Eettenbruch von der Form: 



wird und der 


bezeichnen (sodaß also (K^) die Bedeutung von (K^^) hat, wie wir 
ja auch Z„, statt 2^,, 4, „, Z, „ zu schreiben pflegen). 

Ferner wird im Falle der Kmvergene des unendlichen Eettenbruches 
desselbai mit bezeichnet (dabei werdoi wir statt 
wie bisher, K schreiben). Es besteht somit in jedem Falle die 
formale IdenUläl: 


(•^m,«) = ®m+rFl 


und im Falle der Komergene von (Z^_^) die Gleidnmg: 

(2) (N.,.)=ä'-’. 

Mit Benützung der Bezeichnung (1) hat man: 

to\ 7. . . ®i| , , »m-i| , ! 

und es handelt sich jetzt darum, unter der Yoranssetzung (2), die Be- 
ziehung dieses mendlichenEettenbruches zu dem endU<flienEettenbrache: 

/4'i j, **«— 1| ■ **» I 
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festzustellen, also den Hauptsatz Ton § 91 in der am Sdilusse von 
Nr. 3, S. 694, gegebenen Fassung auf den Fall eines unendlichen 
Kettenbruches zu übertragen. 


2. Durch Dmsion der für « > m > 2 geltenden Formeln (1) von 
Nr. 1 des vorigen Paragraphen ergibt sich: 


(5) 


A A 

ifit n • 


m — — S 


■®a ■^m, n •®m — 1 '®ni» 


Infolge der Voraussetzung (2), vrelche ja besagt, daß: 

( 6 ) 


lim Z= lim 

^ Tihn 

*1-^00 


n->äo ^mtn 


muß ^ für hinlänglich große n, etwa für » > durchweg von 
Null verschieden sein. Es ist daher für n > ft' gestattet, die 
Beziehung (5), indem man Zähler und Nenner des rechts stehenden 
Ausdrucks durch dividiert, in die folgende umzuformen: 


(7) 



5«" 

JE" _J5_ 9 

ftt^n IW— 1 ' IW IW— a 

und Merans folgt: 



(8) 

lim^ 

n->ao"n 

«->« ■^in,w®iw— 1 — 2 


sobald nur feststeht, daß mter der beiden Grenzwerte (im weitesten 
Sinne) existiert, insbesondere also, wenn er enMich ausfällt. 

Wir gehen nun erstms Ton der Voraussetzung aus, daß dies für 
den lif^ stehenden Grenzwert gilt, daß also: 

(9) 1^^=^, mithin: bp + = JK. 

Alsdann ergibt sich zunächst, daß auch: 


( 10 ) 


«-►«0 — l'i' ®m'®m — t 


Dabei steht es frei, den Grenzwert dieses Quotienten durch den 
Quotienten der betreffenden Grenzwerte, also die Beziehung (10) durch 
die folgende zu ersetzen: 


( 11 ) 




falls der Nenner dieses Ausdrucks von NiM versdiieden ist. Wäre 
nun aber: . , 
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so müßte mit Eücksicht auf die Endlichkeit des Gb-enzwertes (10) 
auch der Zähler den Grenzwert 2Ml besitzen, man hätte also 
zugleich: 

,+ aA .== 0 , 


und aus diesen beiden Bezieliungen würde, wenn man die erste mit 

die zweite mit multipliziert, durch Subtraktion sich 

ergeben: 

was mit Rücksicht auf die Voraussetzung 1 | > 0 unmöglich ist 

(s. § 93, Nr. 3, TJngL (9), S. 703). Somit besteht in der Tat die 

Gleichung (11). Da aber deren linke Seite offenbar die reduzierte Form 
des folgenden endlichen Kettenbruches: 


( 12 ) 


K+^+ — 


“'TO— 1 


“ to — 1 


<hn, I 
jgim) 


TOrstellt, sofo]^, daß der letztere den TFcrÜ besitzt, also denselben Wert 

[ d 

M ' 

Wird jetzt zweitens angenommen, daß der in GL (8) r&Ms 
stehende Grenzwert eine bestimmte Zahl K ist, daß also GL (10) 
besteht, so laßt sich diese zunächst auf Ghrimd der oben angestellten 
Betrachtung durch GL (11), also schließlich durch die Annahme 
ersetzen, daß der endliche Eettenbruch (12) den Wert K besitzt. Dann 

ul- 
folgt aber aus GL (8), daß auch lim -^=K, d. h. daß der unendliche 


Eettenbruch (3) gegen den Wert K Teonvergiert. 

Da jedes dieser beiden Ergebnisse die ümkehrung des anderen 
YorsteUt, BO liefern sie auch völlig bestimmte Aussagen für den EaU, 
daß — immer unter der Voraussetzung der Konvergenz von — 

die sonst noch in Frage kommende Voraussetzung der Konvergenz des 
unendlichen Eettenbruches (3) bzw. der Bestmm^teii des endlichen 
Eettenbruches (12) nuM erfüllt ist Wird nämlich die Divergenz des 
unendlichen Eettenbruches (3) vorausgesetzt (welche übrigens wegen 
der Konvergenz von (K^J) nach Nr. 5 des vorigen Paragraphen 
jedenfalls nur eme mßerweserMche sein kann), so muß der endliche 
Kettenbmoh (12) smüos werden: denn Mtte er einen bestimmten 
Wert K, so m^te ja jener unendliche Kettenbrach nach E ionver- 
gieren. Und wird der endliche Kettenbruch (12) als sinnlos voraus- 
gesetzt, so kann wiederum der betreffende unendliche Kettenbruch 
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nicht gegen einen bestimmten Wert K konvergieren, er mn£ also 
(anßerwesentlich) dmrgierm.^) 

Durch Zusammen&ssung dieser Ergebnisse läßt sich also die oben 
angekündigte Übertragung des Eaupisatees von § 91, Nr. 3 in folgen*, 
der Weise formulieren: 


(13) 


Ist dwrtlmeg |o^|>0 mä ist b^-f 
die Gleichmg: 


sogüt 





sofern nur festste, daß entweder d&r unendliche Ketterdmult 
(links) konvergiert oder daß der endliche Eäienbruch (recMs) 
einen bestimmten Wert besUet. Wenn der ufiendliche Ketten- 
bruch divergiert (und swar dann eo ipso außer wesentlich), 
so wird der endliche sinnlos, und umgekehrt. 


Man kann diesem Satze auch die folgende Form geben: 

Unter der Yormssetnung j a, | > 0 (v = 1, 2, 3, ) und 

b^+ r^l = besfehi die notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Konvergene des unendlichen Ketten- 

t fl- ”1 * 

darin, daß der endliche KeMeribruch 

bfl + iT^+ • ’ • + i- i — + rr^ einen bestimmten Wert besüet, 

der dann mit demjenigen des urmdlidm Kettenbruches 
zusammenfaBt. 


1) In dem (ja keines^regB ausdrücklich ansgeschlossenen) Falle = 0 
rednziezt sich die Gleiehnng (11) auf die folgende: 


und man findet daher: 


h+ 






.iT, 


I 


sofern nur fesisteht» dafi entweder der nnendlidie Sottenbmch konvergiert oder 


daß der Nfthezungsbruch 


“m— 2 


einen bestimmten Wert besitzt. Dieses Besnltat 


ist bereits in dem Hauptsätze Ton Ni. ß des Torigen Paragraphen enthalten: 
man braucht. nur in dem auf Gl. (18), S. 786, bezüglichen Teil des Satzes m+1 
durdi m zu ersetzen* 
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3. Der in DL (13) enthaltene Satz sich auch in der Weise 
nmkehreu, daß er, statt die Eonrergenz des Eetienbruches 

[ d 

Y gegen einen gewissen Wert zur Vbratts- 

setgm^ zn haben, eine Aussage ttber die Konvergene und den Weri 
dieses Eettenbmches liefert nämlich: 


BestM die CMdiung: 

(14) (i«j>o), 

ä. h. stedt der en^iche KetteiAruch (reökls) edm hesimmte ZaM 
vor md_ Teonvergiert der unendUMe Kettenbrwd* (lir^s) gegen 
diese, so folgt: 


(16) 

(2...)=5.+ryT --R 



Beweis. 

Aus GL (14) ergibt sich: 

(16) 

j 4 r®’'T + 1,^-1 

f IkX 

(da ja 

“*^1 § 92, GL (YJ), S.696, von Null 


Terschieden), folglich lehrt der HaapteatzTonNr.2 des vorigen Paragraphen, 

daß der Kettenbrach 6,„+ Fpl Tcomergieren maß. Wird sein Wert 
. . 1 - 

wieder mit S: ' bezeichnet, so besteht anf Grand des vorigen Satzes 
die Gleichong (13) und man findet somit, wenn man die reduzierten Formen 
der rechten Seiten von GL (13) und (14) vergleicht, die Beziehang: 

aus welcher (mit Benützung der über bereits 

gemachten Bemerkung) hervorgeht, daß, wie behauptet: 

£« = B, J.o:(Z^.) = J!. 


4. Die Eonvergenzbetrachtungen dieses und des vorhergehenden 
Paragraphen (abgesehmi von den Definitionen der bedingten und 
unbedingten Konvergenz) bezogen sich aosschließlich auf Kettenbrüche 
mit durchweg von Butt verseMedenen Teilzählein. Es ist nodi fest- 
zosteUen, in welcher Weise der schon bei endHAen Eettenbrübhen 
beobachtete Einfluß des Auftretens von Biitt als TeilzBhler bei menä- 
liehen Eettenbrüchen sich geltend macht. 
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Es sei 0 , und zwar m + 1 der Meinste Index, für welchen 

der zugehörige Teilzahler den Wert NuU hat Ist alsdann der Ketten - 

rct " 1 ** Ä 

bmcli Nähenmgsbrnch ^ (w > 1 ) smüos, so 

L®rJi m 

gilt das gleiche für jeden Nähenmgsbruch ^ (9 = 1, 2 , 3, ) nach 

dem Schlußteile des Satzes tou § 93, Nr. 2, S. 703, und der uneM- 

t tt “j®® 

ist somit dwergent. Dabei ist die Diver- 
genz eine außerwesenüiche, wenn von irgendeiner Stelle ab durchweg 
i I > 0 »«sfdUt Da nach GL (4), S. 702: 
und andererseits : | | > 0 (nach § 93, Nr. 3, III, S. 704 — wegen 

I I > 0 für w < «t), so ist die fragliche Bedingung erfüllt, wenn 
j I > 0 für alle q, die eine gewisse Zahl q' übersteigen, und 

hierzu würde es (auf Ghmnd des soeben zitierten Ergebnisses von 
§ 93) genügen, wenn durchweg |o,|>0 für v>m-\- mit anderen 

ra n®® 

Worten, wenn der Kettenhruch endliche Anzahl 

von TeiMhlem 0 enthalt. 

einen bestimmten Wert 

so besteht für ade nicM sinnlosen Nahemngsbrüche mit einem 
Index »>»» die Beziehung (s. a. a. 0. Gl. (5)): 


(18) 


n”” 


rd n* 

Wenn also der unendliche Kettenbruch ^ überhaupt Icmver- 

nitwi,. Bn isf. SAin Warf: crlAiAlifn.11a JT ^ 


giert, so ist sein Wert gleichfalls K^, 
Nun wird jeder Nahemngsbmch 




sinnlos, für dessen letzten 


Index m + Q die Beziehung besteht (s. a. a. 0. Gl ( 8 )): 

r-Q, 

( 19 ) r“»i 


^«- 1 - 1 + 


rd 

T = 0 . 


Findet diese letztere also für men^idi viäe q statl^ so enthalt die 
Folge der Küherungsbrüche ^ mmdlich vide simdose, und der unend- 

ra - 1 « 

liehe Eettenhmch 5g-f -pj wird dwergent. Er hmvergiert dagegen, 

wenn die Gleichung (19) höchstens für eine endUche Anzahl von Werten g 
erfüllt ist 
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Kapitel 11. 

Eadliclie uiid imeiidliche Kettenbrüclie ans reellen ZaMen. 


§ 100. Endliche Kettenhrüche mit positiven Teilzählem und nicht- 
negativen Teilnennern. — Besondere Eigenschaften der Näherungs- 
brüche. 

1. Es mögen (v = l,2, •• •, n) wesentlich positive Zahlen 

bedeuten, während auch eine beliebige reelle Zahl (einschließlich der 
NviM) sein kann, und es werde gesetzt: 


( 1 ) 




Werden die Näherungshrttche durchweg mit ^ = Kv (v = 0, 1, • • •, «) 
bezeichnet, so folgt aus den Beziehungen: 


(2) Bo = l, = = {v^2), 

daß sämtliche Nenner By wesentlich positiv ausfallen.^) 

Das gleiche gilt wegen: 


(3) Ao = ß„ A, = ß^ß, + A, = |3,A_, + a^A,_, {v > 2) 


auch von den ZäMem A^ für v> 0, falls ß^ > 0, und für v> 1, faUs 
/3j>=0. Ist dagegen jS, <0, so fallen äUe A^ negativ aus, falls: 
ßißo + ®i ^ 0» während sie im Falle: > 0 von einer gewissen 

Stelle ab auch positiv werden können und sodann auch positiv Ueiben, 
wenn von zwei konsekutiven \ das eine > 0, das andere > 0 ist. 

Setzt man in der Formel (IX) von § 92, Nr. 2, S. 697, p = 2 und 
berücksichtigt, daß nach § 91, Nr. 1, Gl. (III), S. 692: 

^»-1-1, r+a ^*+t, y+s ß r+S 


(wenn analog den dort eingeführten Bezeichnungen: 


gesetzt wird), so folgt: 

(4) K, 


“jU-t-ll ■ “-'“A 


l 




ft, V 


ß 

rv 


!✓ / 1 . *^ * * * ^>+1 Py+i 2\ 


1) Danach ist also das Yorkommen sinnloser Mherungshrüche bei Ketten- 
brücken von der Form (1) und auch solchen, die dnrch Weglassen von AnÜings- 
gliedem daraus entstehen, ein für allemal ansgeschlossen. Solche Kettenbrüche 
sind also, wie schon am Schlüsse von § 88, S. 679, erwähnt wurde, dttrcfmeg 
dementare in dem dort angegebenen Sinne. 

2) Die Formel wird etwas eleganter, wenn man v durch v — 1 ersetzt, 


nämlich: 




-K,_, = (-!)’ 


1 
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tmd daher: 

> 0, wenn v gerade (inkL v = 0) 


Nr.l. 




1 < 0, wenn v ungerade, 
sodaß fdso die Näherungsbrüche mit geradem Index eine trmoton eu- 
nehnende, die mit tmgeraäm Index eine monoton dbnämende Fo!^e 
bilden: 


( 6 ) 


< ■ 
> 


al8o>0, 


[K(, < K, < • • •< Kj^ 

IKj > Kg > • • • > • • • > 

Da andererseits aus Formel (VII), § 92, Nr. 2, S. 697, für r = 2;t + 1 
folgt: 

W K„+,' 

80 hat man zunächst: 

(8) K.,<K.m+i 

und daher mit Büoksicht auf die Ungleichungen (6): 
also Bchliefilich: 

(9) K.,<K..+. 

bei bdiebiger Wahl von g, und X, d. h. jeder Näherungsbruch mit ge- 
radem Index ist Meiner als jeder mit imgeradem Index. 

Ist sodann die UUedeizahl n des Eettenbrnohes eine gerade, so 
hat man:. 

(10a) Ko < K, < • • •< K„_, < K„< K„_i < . . . <K, < Kl 
und im Falle eines ungeraden n: 

(10b) Ko<K,<..-<K„_i<K„<K„_,<.-.<Ko<Ki. 

Die Brüche K, = d^ gewinnen also hier den (schon in §89,Nr. 1 

am Schlüsse der Fußnote 1, S. 682, angekOndigten) pifignanteren Cha- 
rakter Ton NaAerut^sbrüchen in dem Sinn^ daß ihre Werte bei wach- 
sendem V dem Werte" des Eettenbnudies ccq sich mehr und mehr 

nahmt, und zwar bei geradem v wachsend Ton der Seite der Memerm 
Zahlen, bei ungeradem v dbndmend Ton der Seite der größeren Tnblim 
Da im übrigen aus (10a, b) folgi^ daß: 


( 11 ) 


K..<K, 


< Kit+v 

SO kann xuau den Inhalt dieser Ungleichungen auch dahm zusammen- 
fassen^ daß stets 0uH$chGi% und (v ^ 2^ • • • W““ 1) liegt. 
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2 . Während aus den Ungleichungen (10 a, b) nur so viel herror- 
geht, dafi stets neSier an liegt als so legt die zuletzt 

gemachte Aussige die Frage nahe, oh auch för und die analoge 
Beziehung stattfindet. Diese Frage ist nicht ohne weiteres, wohl aber 
dann zu bejahen, wenn die (v > 1 ) noch gewissen Nebenbedin- 

gungen genügen, nämlich den fönenden: 

ßr = zugleich: ß^'^1 (v = 1 , 2 , • • • «). 

Infolge der zweiten dieser Bedingungen nehmen die (ja bereits in 
Nr. 1 als wesentlich positiv erkannten) mit v monoton m, wege^: 

(13) + 


Da sinnlose Nähemngsbrüche in dem Torliegenden Zusammenhänge 
nicht Vorkommen können, so liefert der Hauptsatz von § 91, Nr. 3, 
S. 694, für p > 1 die Beziehung: 


MdI K — /} I “il I I I 1 

1141 N+f - Po + Ift + + \ß^ 

wo: 

(15) K,+,, + . . . + 

Aus HL (14) findet man: 

(16) - A, - - (K.+,B„.- A._0 

und daher mit Bücksicht auf die in (15) enthaltene ünglei<fiinng: 


(17) |K.+,B,-A,|<|K,+,B,_.-A„.1, 

wo das HfeicÄÄeifezeichen nur gilt, wenn gleichzeitig p = 1 , ß,^i= «, 4.1 
(s. Fußnote 1 ). Die Differenzen haben also, wie aus (16) 

hervorgeht, alternierendes Vorzeichen*) und ihre absoluten Beträge nämen 
mit wachsendem v momAon ab (abgesehen von dem eben erwähnten 
Sonderfall, in welchem Gleichheit zweier konsekutiver Absolutwerte 
stattfindet). ^ 

Multipliziert man üngL (17) mit §~ und zieht rechts den Faktor 
heraus, so folgt weiter: 


(18) |K,+,-K,|<-^‘ 



<|K,+,-K,_J (i ÜngL (18)) 


1 } Das erste eieuMeOszevUim. würde nur für gelten (in welchem Falle 
ja K» 4 .l»+i = /*»+! nceUe, wenn dann anBeidem: (was 

ja auf Grand der ersten Bedingnng (18) znläisig ist). 

8) Dabei hat A, das Vorzeioh«! von (—1)*', da für r = 0, j ^ 1 

sich endbt: 

K,B,-A„-K,-P,>0. 
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und durcli wiederliolte Anwendung dieser Ungleichung: 

(W) |K,+,-K,|<|K,^,,-KJ o.<., cai). 

also insbesondere für v + p = »: 

(20) |K„— K^j<jK„ — K^l (ii<v<n, übrigens offenbar auch für v — n). 

Somit ergibt sich der folgende Satz: 

Genügen die ^positiven Zahlen a^, /S^ (v = 1, 2, • • • n) den Be- 
dingungen (12), so liegt jeder Näherungshruch einem Nähenmgs- 
hruch mit Mherem Index Im. dem TTerfe des Gesamt - Edden- 
hnuhes näher als irgendeiner seiner Vorgänger. 


3. Sind alle = 1, gehört also der Kettenbrach der ersten Haupt- 
form an (s. § 94, Nr. 4, S. 710), so reduzieren sich die beiden Be- 
dingungen (12) auf die eine: 

(21) ß,>l (1^ = 1, 2,. ••,»). 

Die Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, S, 697, nimmt als- 
dann die einfache Form an: 


( 22 ) („ = 1 , 2 ,...,») 

und daraus folgt insbesondere für „ = »: 

(23 a) |K„ - K„_j| = ^ (s. UngL (13)). 

n— 1 n Dn— 1 

Nimmt man andererseits v<» — 2 an, so liegt auf Grund der 
Schlußbemerkung von Nr. 1 dieses Paragraphen awischen und 
K,,.}.!» sodaß also: 

und daher, wenn man in Gl. (22) „ durch v-f-1 ersetzt: 

(23b) |K.-K,|<g.^.<A (» = 0,1, ■■•,»-2), 


Durch Zusammenfassung dieser Beziehung mit der zuvor unter (23 a) 
angegebenen, der Annahme „ = » — 1 entsprechenden, ergibt sich: 


Ist: (3,^1 („= 1,2, ...,n), sohatmm: 

|K.- K,|Sbj^< i /a-: » = 0, 1, • ■ ■, (»- 1). 

Dabei güt das Gleidtheitseeidien mir für den FcM: v — n — 1. 


( 23 ) 
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4. Wir wollen noch untersuchen, inwieweit die in Jfr. 1 festgestelltrai 
Eigenschaften der A^, bestehen bleiben, bzw. Abänderungen er- 

leiden, wenn für die Teilnenner auch der Wert NiiU zugelassen wird 
(während nach wie vor durchweg: «,>,0 vorausgesetzt wird). Aus der 
Bekursionsformel: 

B = i3 B *4“ cif ß Ä 

folgi^ daß in jedem Falle: 

(84) 

also bei fortgesetzter Anwendung dieser Beziehung, wenn man noch 
die FäUe v = 2[i> und v = 2/t + 1 trennt und berücksichtigt, daß; 

Bo = 1, Bl = ß,i 

(25) • • • «o/Ji 0^1). 

Die B,^ sind also unter oMen Umständen von NiM versdiieden, und 
das gleidie gilt von den B,^^i, sofern nur feststeht, daß ß^ >0. Ist 
also diese letztere Bedingung erfüllt, so ist das Yorkonunen sinnloser 
Ni^terungslrüdte definitiv ausgeschlossen, auch wenn für v > 1 beliebig 
oft oder sogar besifindig ß^^O ist. 

Für die A, findet man, falls /Sj ^ 0, analog: 

( 26 ) A,^ > «j/* ' «ißo, 

sodaß also dUe A, wesentlich positiv ausfallen, und das gleiche gilt 
für die A,^, wenn do>6 (anderenfalls, wegen: • A,^_i, für 

lt>m, wenn /S,^ > 0). Im Falle ßQ<0 ei^eben sich entsprechende 
Modifikationen wie in Nr. 1. 

Läßt man die Bedingung ßi>0 fallen und ist etwa m der kleinste 
Index, für welchen so nimmt die Bekursionsformel für 

/I = 1, 2, • • • (ffj — 1) die Form an: 

• • • a,ßt = 0 , 

während: 

und daher nach (24) auch für /t > m: 

In diesem Falle, d. h. wenn: ßi= ßi — ‘ “ — ßi„—i = werdmi 
also die ersten m — 1 Näherungsbrüche mit wig&ra^n Index smrdos, 
jedoch Jeein weiterer, falls ßf„,^i > 0 (übrigens auch, wie aus dem oben 
Gesagten hervorgeht, Jeein emsiger mit geradem Index). Sind also mcht 
dUe ßtn^i — 0, so gibt es von einer bestimmten Stelle an Iceme sinn- 
losen Näherungsbrüche. 
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Nr.l. 


Aus der erstm der für die Näherimgsbrüclie geltenden Differenzen- 
formeln: 

Y 1 / _/ iy 1 / 1 / _/ a 


folgt, daß geradeso wie früher: ^ (mit Ausschluß der Gleichheit 

und unter der Voraussetzung, daß nicht simüos ausfäUt), während 

die zweite Formel, mit Berücksichtigung der nunmehr zulässigen Mög- 
lichkeit: ^„+, = 0, ergibt: hzw. (wobei das 

Gläc}ilieHszmh.eJi gilt, falls: 

gleich: " * = j5j = = 0). Hiernach ergibt sich insbesondere 

im Falle ßi>0 (in welchem ja da§ Vorkommen sinrdoser Näherungs- 
brüche ausgeschlossen ist): 


(27) 


k*SKiS'--SK.<-.-2K,<k, 


(wobei von den zu leidm Seiten von auftretenden Gleichheitszeichen 
selbstverständlich nur das eine Geltung haben kann, nämlich das erste, 
wenn n gerade, das zweite, wenn n vngerade und zugleich ß^<= 0). Ist 
dagegen: /Sj = • • • = ß^^_^ = 0, so bricht die Folge der nicM-sinnlosen 
Näherungsbrüche mit ab, bzw. wird selbst sinnlos, wenn: 

« = 2»t — 1. 


§ 101. Endliche regelmäßige Eettenhrttche. — Identitätssatz. — 
Sesondere Eigenschaften der Nähemngsbr&che. — Lineare 
Diophantische Gleichungen. 

1 . Spezialisiert man die zuvor betrachteten Eettenbrüche von der Form 

[ 1 1** 

Y noch in der Weise, daß man unter den Teilnennem für v > 1 
Pdi 

durchweg natwTMie Zahlen versteht^ während ß^ eine IdMiige ganze Zahl 
(einschließlich der Null) sein kann, so kommt diejenige einfachste Gattung 
von Eettenbrüchen zum Vorschein, welche den Ausgangspunkt unserer 
Betrachtungen über Eettenbrüche bildeten und in § 88, Nr. 2, S. 671, 
als regdmäßige Eettenbrüche bezeichnet wurden.^) Ihre Näherungsbrüche 
besitzen dann außer den bereits im vorigen Paragraphen entwickelten 
Eigenschaften (s. insbesondere die Beziehungen (10a, b), (11), (13), (19); 
(20), (22;, (23)) noch gewisse andere wesentlich zMenOworetisißwr Natur, 
die von der OcmzzaUigJceit der ß^ herrOhrmL 
Aus den Grundformeln: 

(1) Bo = 1, Bl = /Jy B, = + B,_, (wo.: /), > 1) 

1) Han findet in der Literatur gelegentlich auch die Bezeichnungen tmfache 
oder gewölwiliche Eettenbrüche. 
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folgt zunächst, daß die durchweg ntMrliche Zahlen sind, die im tlbrigen 
(zum mindesten mit v ^ 2 anfangend^)) gleichzeitig mit v monoton en- 
näwnm (wie schon hei den Eettenbiüchen Ton Nr. 2 und 3 des Torigen 
Paragraphen — s. TJngl. (13), S. 749). 

Das gleiche gilt auf Grund der Formeln: 

(2) Ao = Al = /So + 1, A, = /3, A,_, + A,_, 

för die A,, falls /So>0.*) Ist dagegen: /5o<0, d. h. so folgt 

offenbar: A^ < 0, mithin werden alle weiteren A, negaivo und mit v 
ntmeris<^ gmehmenä. 

Da ferner aus Gl. (VI), § 92, S. 696, folgt: 

(3) A,B,_,-A,_.B,-(-ir‘, 

SO können A^, keinen gemeinsamen Teiler haben, mithin erscheinen 
alle Nähemngsbrüche von Tomhmrein in der Form reäimerier Brüche. 

Den letzten Teilnenner eines regelmäßigen Eettenbmches können 
wir, wie schon in § 88, Nr. 2, S. 671, hervorgehoben wurde, nach 
Belieben als > 1 oder als = 1 voraussetzen oder auch, was auf das- 
selbe hinausEuft, den Eettenbruch so anschreiben, daß seine Glieder- 
zahl nach Belieben eine gerade oder ungerade ist. Dies Torausgeschi«^, 
gilt der folgende wichtige Satz: 

Zwei gleichwertige regehnäßige Eettenbriiehe, deren Meter 
Teünmner größer als 1 ist, sind identisch. 

Beweis. Da: 


(4) /J^+rfT (für m = l,2,..-(n-l)) 

r 1 n” 

und der Eettenbruch g- <fon reziproken Wert des Eettenbrudhes 
LPfJm 

(4) darsteUi^ so fo^ daß durchweg: 


(5) 


0< 


KI 


<1 


(und zwar unter der über gemachten Toraussetzung auch noch für 
m = n). Angenommen nun, man habe: 


( 6 .) 

also: 

(7.^ 




1) Im Fall^ A « 1 väTe noch B, « sodann ab«r: + l xutL 

2) Ist: A “= 0» A 1* A *** h «0 *wird: =* 1, A, *= 1, also: A, =» A^ imd 
erst: Ag — A, + 1 > A, nsf. 
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Nr. 2. 


so folgt, da die linke Seite dieser Gleiclmng eine ganze Zahl (ein- 
schließlich der Null), der absolute Betrag der rechtm kleiner als 1 ist, 
daß beide Seiten den Wert 0 haben müssen, und man findet somit: 


(8o) 


Aus der zweiten dieser Gleichungen ergibt sich als Gleichung für die 

reziproken Werte: , 

r 1 rin” 

«+[«]. kl 

und hieraus durch die zuTor benützte Schlußweise: 


(8i) 




UJa 


In dieser Weise weiter fort schließend gelangt man zu der Beziehung: 


(6J 


r n ‘ 


aus der mit Notwendigkeit folgt, daß: 

/ 

1 




(8J 






= 0, d. h. »' = «. 


n-f-l 


Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen. 


2. In§ 88, Nr. 2, S. 669fiF., wurde bereits gezeigt, daß jede positive 
gebrochene Eationalzahl bzw. ^ relativ prim zu und > Ij) 
durch einen r^elmäßigen Eettenbruch dargestellt werden kann.^) Dieses 


1) Treten an die Stelle von |q, zwei Zahlen, |j, die einen von 1 ver- 
schiedenen größten Gemeinteiler 3 haben, also = 3^, wo S,, wieder 

relativ prim zueinander sind, so liefert der Euklidische Algorithmus an Stelle des 
Gleichungssystems (1), S. 670, das durch Hultiplikation jeder einzelnen Gleichung 
mit 3 daraus hervorgehende, also; 




Dieses GleicliTmgssystem liefert aber für genau dieselbe Kettenbrueb- 

darstelltiiig wie diejenige, welche für sich ergeben hat. Der letzte Nähernngs- 

I' 

bruch dieses Kettenbruches ist also nicht identisch mit sondern mit der redu- 

I 

zierten Form dieses Braches. 

»1 
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Resultat läßt sicR jetzt dahin TervoUständigen, daß eine solche Dar- 
stellung nur auf eine einzige Weise möglich ist, sobald bezüglich des 
letzten Teilnenners (oder auch der Öliederzahl) die oben angegebene 
Einschränkung gemacht wird. 

Hierzu sei noch ergänzend bemerkt, daß sich auch jeder negative 
(echte oder unechte) Bruch in einen regelmäßigen Kettenbruch (mit 
negativem Anfangsgliede) entwickeln läßt. Man hat nämlich (immer 
unter der Voraussetzung 

(9) 1 + ^*^ 

und (ans: | = Ä + l 8 < ti): 

(10) /S»-|=?-(/Jo + l) + ^. 

sodaß es schließlich nur darauf ankommt, die positiven (echten) 

fi fi t t 

Brüche ^ ^, - 9 ■ -t- ■ in regelmäßige Kettenbrüehe zu verwandeln. 

So Si 

3. Bedeutet q eine beliebige gebrochene Zahl, so existiert also 
eine eindeutig bestimmte Darstellung von der Form: 

(11) <» = ^o+[^]) 

wo /}, eine gewisse ganze Zslil (einschließlicli der Null) bedeutet, wäh- 
rend die ß für v > 1 natürliche Zahlen mit dem ausdrücklichen Zu- 

A 

Satz /8« ^ 2 sind. Man hat sodann: 9 = 0 ^ tmd im übrigen nach 
üngL (23) des Torigen Part^raphen, S. 760: 

(12) (•’ = 0,1,.-- !»-!)) 

(wobei das rorhandene GlekMeitszeichen nur im Falle v = n — l gilt). 

A A 

Zugleich liegt p stets zwi&shen und ^ (v = 1, 2, • • • n — 1) und 
zwar naher an ^ (s.Nr.l und 2 des Torfen Pan^aphen), sodaß also: 

(13) <|p-^ (T; = l, 2 ,--.n). 

ÜbrigenB besteht sogar die ai&kere') Ungleichung: 

(14) 1 9 B,- AJ < 1 p B,_,- A,_, 1, 

1) Aus TJngl. (18) würde durch Multiplikation mit nur folgen, daß: 
^ B B ^ 

I «B, — A, I <ö-^- 1 A,_ 1 1, wo ö-^> 1- Dagegen ergibt «ich um- 

1 1 
gekehrt aus üngl. (U): 


K 

^ 1 

1 


A,_1 


^ B ' 

1 ^ 

9 R 

1 




r rin gsheim , VoxlMiuigcii 1, 8. 


49 
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Nr. 3. 


wie uninittelbar aus Ungl. (17) des Torigen Paragraphen, S. 749, hervor- 
geht, wenn man daselbst v + setzt und beachtet, daß der a» a* 0 . 
angeführte Pall der Gleichheit infolge der Voiaussetzung ß^>l 

(also: ß^>a^ hier definitiv ausgeschlossen ist. 

A 

Die Nähemngsbrüclie 5 - oder, wie man auch zu st^en pflegt, 

die Näherongsbrüche von q besitzen überdies noch insofern einen ganz 
speziflschen Charakter, als jeder derselben der Bruch mit Ueinstem 
Nenner ist, durch welchen (in einem sogleich noch genauer anzu- 
gebenden Sinne) ein bestimmtes Maß von Aimäherung an die Zahl q 
erzielt wird. Es gilt nämlich der folgende Satz: 


Sedeutet ^ (wo B'>0) ä 


0wei 


Zahl p = - 5 ^ näher kommt als 
A “« 


Srudi, der zwischen 
A A 

und liegt oder der 

-1 

hestmmter Nähenmgs- 


brueh g-, so ist stets: 


(16) 


B'>B. 


Beweis. 


Liegt ^ zwischen 


Ay Ay 

^ — und 5 -, so hat man zunächst: 

" t — '1 


(16) 


A. 

1 


A' \-i 

B," 

B._i 


B' K-x 

des vorigen Paragraphen, 

A, 

A .— 1 


1 

B,“ 

■b._i 

"" B e B 
1 


> 0 . 


sodaß sich durch Einsetzen in die linke Seite von üngL (16) und 
Multiplikation mit B^_^B' ergibt: 


(17) |;>|A'b,_,-B'A„,|>0. 

Da aber die positive Zahl [ A'B^_j — eine ganze Zahl und so- 

mit mindestens = 1 sein muß, so folgt: 

ß/ 

^ > 1 , also, wie behauptet: B' > B^. 

Es werde jetzt zweitens angenommen, daß t-, imher an p = liege 

“ A **« 

als irgendein beliebig herausgegrifFener der Brüche (w < n), sodaß 
also: *' 



Nr. 4. § 101. Lineare Diophantisclie Gleichtuigen. 

A A 

Non liegt q zvnaehm und d. li. man hat 


767 


entweder: 


1 


1 


B , 9 B 

y — 1 ¥ 


oder: 


1 


B. 


>9>5- 


-,_i B. 

und überdies mit Berücksichtigung von üngL (13) und (18): 


1 


A, 


A' 

^ B 

— 1 

> 


> 



A' 

Daraus folgt aber, daS =7 entweder zwischen - 5 — und q oder 


1 


e. 


zwischen p und 5 ^) also schließlich, in jedem Falle zwischen 

A, “» ■”»— 1 

und liegen muß und daß daher auf Gbund des zuror gefundenen 

Ergebnisses wieder, wie behauptet: 

4. Yersteht man unter a, ß zwei rdaiiv prime natürliche Zahlen, 
also unter j einen positiven (echten oder unechten) redueierkn Bruch und 
unter den letzten NShemngsbmch des mit 4 gleichwertigen regel- 

mäßigen Eettenbmches, so hat man: \ ß, ^d die Differenzen- 

formel (3) liefert daher für v = » die Beziehung: 

(19) 


Multipliziert mau diese Gleichung mit (— l)’‘~^*y, wo y eine be- 
liebige positire oder negatire ganze Zahl bedeutet, und schrmbt s*ß 
statt wo s = ± 1, so nimmt sie die Form an: 

(20) « . ((- 1)-“^ yB,_ J - *j3 • ((- 1)"-^ = y 

und die Yergleidiung mit der „Diojißumtisehen“ oder „unbesiimnam“ 
Gleichung: 

(21) «% — tßri=‘y (wo:8 = ±i) 

zeigt, daß dieser Gleichung gent^ wird, wenn man setzt: 

(22) 5 » (- 1)-^ yB,_„ n = (- 1)— ^ sy A,_,. 

Man findet also auf diese Weise zunächst em ganzzahliges 
LSsungspaar der unbestimmten Gleichung (21). Daraus lassen sieh 
dann aber leicht dtte mögUehen ganzzahligen Ldsnngspaare jener 
Gleichung ableiten. Bedeutet nämlich % irgendein ganzzahliges 
LSsungspaar und setzt man hierauf: 

(28) l = + 

10 genügen S und % dann und nur dann der Gleichung (21), wenn: 

« (Si + 60 — iß (% + ijO = « 


49 * 
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Abschnitt IT. Kap. II. Kettenbrücbe ans teellen Zahlen. 


Nr. 4. 


cL h., wegeu: — sßiji = y, wenn: 

c|'— tßi]' — 0, 

also (abgesehen von der keine neuen Lösungen liefernden Möglichkeit 
|' = 0 , T*— 0)5 ■'^enn: 

(24) 

Da aber cc und ß rdativ prim sind und ij' gange Zahlen sein 
sollen, so wird dieser Bedingung nur genügt^), wenn gesetzt wird: 

(25) I* = si/3, '>]' = 'WO! ^ = i 1; i 2, 

Somit liefert jedes Wertepaar von der Form: 

(26) I == li + slß, ij — i]j + Xa (^. == ± 1, ± 2, ) 

ein neues ganzzahliges Lösungspaar von Dl. (21), und alle möglichen 
ganzzahligen Lösungspaare sind (mit Hinznnahme von 1 = 0) in dieser 
Form enthalten. 

Folglich ergibt sich: 

Sind a, ß natürliche, gveinander rekdm prime^) ZcMen, 
y eim Idiänge positive oder negative gange ZcM md e = ± 1, 
so iesitgt die (lineare) Diophantische Gleichung: 
ee^~sßi] = y 

unendlich viele ganggaUige Uisungspaare, nämlich: 

( 3 . = 0 , ± 1 , ± 2 , ), 


(27) 


| = (-l)"-^yB„_,+ e3A ^ = (-1)— ^ 


wo den vorletgten Nödierwngslruch-ZäKl&r und 

-Nennet ifes regdmäßigen KetterArudies für j bedeuten. 


1) Da £=s— , so kann man selbstyerständlich auch setzen: 

i'==Xß, tj'^eXcc 

was aber im Falle s =+ 1 (25) vollständig znsammenföUt tind im Falle e = — 1 

infolge der Bedeutung von X nur auf eine andere Schreibweise von (25) hinatis- 
läuft (indem nämlich eX an die Stelle von X tritt). 

2) Wären a, ß mcM relativ prim, sondern hätten einen (von 1 verschiedenen) 
größten Gemeinteiler d, so muß offenbar, wenn die Gleichting: 

aS—fijJ 13 = 7 

überhaupt ganzzahlige Lösungen besitzen soll, auch 7 durch i teilbar sein. Wird 
dana gesetzt: «»d-«', (I = d.jS', y = 

BO läßt sich die obige Gleichung durch Division mit d auf die Form bringen: 

wo jetzt a', ß* rekctvo p*im sind, sodaß also die Aufgabe auf den im Text be- 
handelten, Fall zuiückgeführt ist. 
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Beispiel Es sei die Diopliantische Gleiehnng Torgelegt: 

153a:-127y = 10. 

153 

Der zur Terwandlung toh in einen r^elms&igen Eettenbmcli 
erforderliclie Algoritinnns lantei dann folgendermaßen: 

153 = 127-1 + 26 

127= 26-4 + 23 
1 26 = 23 • 1 + 3 

23 = 3-7 + 2 

3= 2-1 + 1 

2 = 1-2. 

Die einzelnmi Quotienten, also die Teilneuner des fraglichen Ketten- 
bruches sind danach: 1, 4, 1, 7, 1, 2.^) Zur Berechnung der E^enmgs- 
brQche hat man sodann die Anfangstrerte: 

Ao=l, Bo=l 

Aj=4. 1 + 1 = 5, Bi=4 

und für V > 2 die Bekursionsformeln: 

A^= j+ A^ B,,“ g- 

Die weitere Eechnung läßt sich dann übersichtlich mit Hilfe 
des fönenden Sdiemas ausführen (wobei man also zunächst in die 
beiden ersten, den Indizes v = 0 und y = 1 entsprechenden Kolonnen 
die oben angegebenen Werte für A«, Bo, A,, B,^ einzutragen und darauf 
für y = 2, 3, • • ■ nach den Bekursionsformeln weiter zu rechnen hat): 


V 

0 

1 

2 

8 

4 

5 


1 

4 

1 

7 

1 

2 

A 

i 

El 

1-5 + 1 

7-6 + 5 

1-47-1-6 

2-68-1-47 


1 

0 

6 

47 

58 

158 

B,= 

1 

4 

1-4 + 1 

5 

7-6 + 4 

39 

1-89 + 5 
44 

2-44+89 

127 


Den. letetm Häbemngsbmch, welcher ja mit dem ursprünglich ge> 
gebenen Bruche identisch ist, brauchte man eigentlich nicht zu 
berechnen, doch liefert das betreffende Besultat eine zweckmäßige 


1) Men liat also: 

168 


187 
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Probe dafür, ob die Becbuung ohne Fehler dorchgeführt isi.^) Als 
Zähler und Nenner des vorletden Näherangsbraches findet man: 

A,= 53, 84=44 

und daher nach Formel (27) (da y = 10, s = + 1, « = 5, also 
(- 1 )””'= + !): 

8=440 + 1271, ij = 630 + 1531 (1 = 0, ±1, ±2, ). 

Das ÄZewste positive LSsungspaar kommt für 1 = — 3 zum Vor- 
schein, nämlich: 

1 = 59, ,, = 71. 

§ 102. lJuendliche SettenbrBche ans positiTen Zahlen. — Not- 
wendiges nnd hinreichendes Konrergenzkriterinm fttr Setten- 
brfiche der ersten Hanptform. — Übertragung auf die alleemeine 
Form nnd Herleitnng rereinfachter hinreichender Eonrergenz- 
kriterien. — Einfluß der Null als Teilnenner. 

1. Wir verstehen jetzt unter (v = 1, 2, 3, ) MUibige 

positive Zahlen, und zwar zwei unbegrenzte Folgen solcher Zahlen, 
während /Jg auch < 0 sein kann, und gehen darauf aus, Über die Eon- 
vergenz oder Divergenz des unendlichen Kettenbraches: 

/*o + 

irgendwelche bestimmte Aussagen zu machen. 

Setzt man wiederum: 

(l)K„=^=^, + r^l (« = 1 , 2 , 3 , ; spezieU: Ko = ^ = ^o\ 

1) Die Berechnung von und wird übrigens merklich kürzer, 

wenn man den um das Endglied verkürzten Eettenbruch „von rechts nach Unhf* 
(vgl. S. 682, Fußnote 1 und das Beispiel 8. 688/4) reduziert. Man gebraucht in 
Lesern Falle zur Berechnung von nur gerade soviele Schritte wie bei dem 
Tetfahren des Textes, während sodann durch einen einiigen weiteren 

Schritt sich ergibt Man hat nämlich, wenn man die Bezeichnungen des Bech- 
nungsschemas auf 8. 684 anwendet: vorliegen- 

den Beispiele gestaltet sich die Eechnung folgendermafien: 

V = 4 S ^2 1 0 

^,,= 17 1 4 1 

1 7.1 + 1 1.8 + 1 4.9 + 8 1.44 + 9 

8 9 44“ 58 ’ 

also: JTj =! 44, A4 =ss 5=3 68. 
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so bestehen nach § 100, Nr. 1, S. 748, die beiden unbegrenzt fortsetZ' 
baren Folgen von TJngleichnngen (a. a. 0. Formel (6)): 


( 2 ) 


|K,>K3> 


und zugleich (a.a.0. üngl. (8)): 




Daraus folgt aber, daß jede der beiden monotonen Folgen (K,^, (Kj^^ j) 
einen bestimmten endlichen Grenzwert besitzt, etwa: 

(4) limK,; = K, limK^ ^,= K. 

Dabei hat man mit Rücksicht auf die Ungleichungen (2) und (3) allemal: 

(6*) K.,<!<SK<K..+. 

nnd anch: 

(6k) K„-.>i<>!<>K„, 

sodaß also K und K stets zwischen zwei gerne läieUgm Iconsehäiven 
Naherungsbrüchen und liegen, was auch von jedem Nähemngs- 
brnche mit einem Index v' >v + l gilt 

Mit Rücksicht darauf, daß nur die beiden Möglichkeiten K = K 
und K < K bestreu, gewinnt man den folgende allgemeinen Satz: 


(I) Ein menäUeher Kettmbru^ mit laixter posiiwm Teü- 
eoädem md Teit/nennernTmm nur honvergieren oder wesentlich 
divergieren, und ewar im leteteren Fdtle zwischen end- 
lichen Grenzen oszillieren. Sein Wert hzw. seine "beiden Haupt- 
Imites^) liegen stets zwischm zwei ganz bdiebigen konsekutiven 


Daß jed&r dieser beiden zui^chst als einzig möglich erkannten Fille 
auch wkldich eintreten kann, wird sich in der Folge noch ergebem 
Da im übrigen bei jedem wesentlich divergenten Ketienbmche auch jeder 
mit einem späteren Gliede beginnende unendliche Eettenbruch wesent- 
lich divergiert und umgekehrt (nach § 98, Nr. 5, S. 740), so folgt nochi 
daß im Falle der Konvergenz ein Eettenbmch der vorli^end^n Art 
stets unbedingt konvergiert 


1) D. h. die Hauptliiaitea der Zahlenfolge 



2) Ist ßf ^ 0, so ist also der Wett eines solchen f^ttenbmehes bzw. jede 
der beiden OsziUationsgreiuen westudHch poritiv (also «oti Nuß venehiedm). 
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Da übrigens die Zahlenfolgen (3^}» ™ jodem Falle 

lionvergieren, so ergibt sich noch, daß die heidm ans dem gegebenen 

• • ^3 ti 

dnrch EjotutraMon herrorgehenden Kettenbrüche, deren einer die -5-^? 

A ^ 

deren anderer die - zu Näherungsbrächen hat (s. § 96, Nr. 2, Gl. (4) 

und (6), S. 719), stets Tmvergieren. 

2. Um brauchbare Kriterien für das Eintreten der Konvergenz 
bzw. Divei^enz zu gewinnen, betrachten wir zunächst den Fall, daß der 
zu xintersnchende unendliche Kettenbmdi der ersten Heoipiform (s. § 97, 
Nr. 2, S. 728) angehört. Dabei steht es frei, da das additive Anfangs- 
glied in bezug auf die Konvergenz oder Divergenz offenbar ohne 
Einfluß ist, ohne Beschmnkung der Allgemeinheit jS, = 0 zu setzen, 
also einen Kettenbruch von der Form: 

(6) (Z.)s[i]* iß>0) 

den weiteren Betrachtungen zugrunde zu legen. Werden auch hier 

wieder die Nahemngsbrüche mit -5^ (v = 0, 1, 2, ) bezeichnet, so 

folgt aus der Beknrsionsformd: 

+ B,_i C*' ^ 

l = < 

A = Bi<B,<---<B,^^,< 

Die B, bleiben also für v > 1 durchweg oberhalb der kleineren der 
beiden positiven Zahlen 1 und ß^. 

Andererseits hat man: 

C9i) B, = A<l-f-A 

(9,) B, = A /J, -f 1< (1 -f A) (l-f A). 

Angenommen, man habe für m = 1, 2, • • • n: 

(9) B„<]7(l-hA), 

1 

so folgt aus der Bekursionsformel (7): 

B«+i ■< A+i $ (i+«+ $ (1 + A) < m+ß:>- 


m 

daß stets: 
und daher: 
( 8 ) 
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Die üngleicliTUig (9) gilt also für jedes », da ihre Richtigkeit für » = 1 
und n = 2 bereits, feststeht. Eierans ergibt sich, daß die unterhalb 
einer gewissen positiven Zahl bleiben^ &lls das rechts stehende Produkt 
für n — >■ oo in ein homergmtes übergeht, und hierzu ist (nach § 81, 
Nr. 1, S. 621) nokoendig und hinreichend, daß die Beihe konver- 
giert. Ist diese Bedingung erfüllt, so streben also die nach UngL (8) 
monoton zunehmenden Folgen bestimmten endlidien Grenz- 

werten zu. 

Nun wurde in Nr. 1 gezeigt, daß in jedem Falle die beiden Folgen 
(K.A (K.,+t) bestimmte endliche Grenzwerte besitzen. Sollen dieselben 
zuscrnmenfcdien, so ist wegen; 

1 K, . 1 - K, 1 = (s. § 100, Nr. 3, Gl. (22), S. 750) 


(10) lim I K, , j — KJ = lim — = 0, also: lim = •+• oo. 

r->« ‘ r->>ao ^ 

Da diese Bedingung im Falle der Konvergenz von 2ßy 
zuvor Gesagten nicäit erfüllt isl^ so folgt, daß in diesem Falle der 
Eettenbmch |^j-J zwischen endlichen Grenzen oszüliert. 

Daß dagegen im Falle der Divergenz von der fragliche 

Eettenbmch stets Tconvergierm muß, erkennt man in folgender Weise. 
Multipliziert man die Bekursionsformel (7) mit B,., so ergibt sich: 


( 11 ) 


®*^r+l ^»—1 ~ 


und hieraus durch Substitution von v = 1, 2, • • ■ » und Addition der 
resultierenden Gleichungen: 

1 

oder auch (wegen: Bj = 1, B^ = ß^) einfacher geschrieben: 


( 12 ) 


«+i 


Als noUoendige und hinreichende Bedingung für die Existenz der 
Beziehung: lim B^ B^ , ^ == -|- oo erscheint daher die Dvoergenz der Beihe 

flO «-►«0 * 

^S/3^B*_j, und da die durchweg dberJudb einer gewissen posi- 
tiven Zahl liegen, so ist diese Divergenz gesichert, falls ^ ß^ diver- 
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Nr.S. 


giert}) In diesem Falle ist dann also die Bedingung (10) erfüllt und 
der firagliehe Eettenbruch somit iomergent. 

Die Torstehenden Ergebnisse lassen sieb za dem folgenden Satze, 
zusammenfassen: 


vergens des Kettmbrwdies (wo: iJ,>0) besteht m der Diver- 

gene der JBeihe Ketterdmuih hmvergiert dam eo ipso 

unbedingt und sein Wert ist wesenUieh posUiv. Ist die BeQte 
Tconvergent, so ossiliiert der Kettenbruch swisdten stoei 
enäliehen wesenÜich positiven Zedäen. 

3. Um dieses Besoltat auf einen Eettenbrueb von der allgemeinen 
Form: (wo: >0, ß^> 0) zu übertr^en, bat man nur zu be- 

aebien, daß ‘der Eonvergenz* bzw. DiTergenzcharakter dureb Äquiralenz- 
Transfbrmaiion keine Änderung erleidet (§ 97, Nr. 2, S. 728) und daß 
andererseits sieb ercibt; 

O r- - “1® r- , -1* 


r- 

ß ~~ ß' ^ 


wenn gesetzt wird (s. § 94, Nr. 4, Formel (23), S. 710); 

ft'.i.ft ™d ftr - 

(14) 

fl' ß 

Da ferner die Beibe schon dann und nur dann divergiert, 
wenn mindestens eine der beiden Beiben 2ßtf,> 2ß'if,+i divergiert 
(während offenbar diese letzteren Beiben beide honvergieren müssen, wenn 
2ß, iconvergieren soll), so findet man: 

(Ul) Die notwendige und hinreichende Bedingung für die 


(eo ipso unbedingte) Konvergenz des Ketterdmiches (wo: 
ß„>0)be$teM darin, daß mindestens eine der beiden Bedien: 






divergiert. Sind beide Bähen "konvergent, so ossilliert der 
Kettenbruch zwischen zwei endlichen wesenüudi positiven Zahlen. 


1) DaB übrigens die IXvergtnt Ton welche nach dem desagten als 

JmreiAend für die DiTezgenz von erscheint, auch dafür notmendig ist, 

ergibt sich ans der znror gewonnenen Erkenntnis, daß im Falle der Konvergenz 
▼on ^ß, die unterhalb einer gewissen positiren Zahl bleiben, also gleich- 
seitig mit der Eeihe auch Jcomergieren würde. 
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üm die Besdiaffenlieit dieser Beihen zu untersuchen, wird num 
auf Grund der besonderen Bildungsweise ihrer Glieder zweckmäßig 
eines der Kriterien zweiter Art anwenden. So würde z. B. die An- 
wendung des Cauohysohen Fundamentalkriterinms zweiter Art (s. § 54, 
Nr. 6, S. 385) ergeben, daß die erste hzw. svj&te der Beihen (15) 
divergiert, wenn: 

(16) < 1 bzw. 1 

und daß also der Kettenbriich schon Iconvergiert, wenn eine dieser heiden 
Bedingungen erfüllt ist^ wahrend die Divergenz des Keüenbmches erst 
feststehen würde, wenn die entsprechenden für die Konvergene beider 
Beihen maßgebenden Bedingungen ghicheeitig bestehen, sodaß sie sich 
in die folgende eine zusammenziehen lassen: 

(17) 

»-^00 

Macht man der größeren Einfachheit zuliebe hei den Bedingungen (16) 
die analoge Zusammenziehung (wodurch natürlich das betreffende Krite- 
rium eine gewisse Einbuße an Tragweite erleidet, da ja nunmehr die 
Divergenz der leiden Reihen (15) gefordert wird), so erhalt man den 
folgenden Satz: 

(17) Für die Konvergenz Izw. Divergenz des Ketten- 
hnudm (wo: ß,>0, |5;>0) ist hinreichend, daß: 

(18) im < 1 bzw. > 1. 

Selbstrerständlich hat es keine Schwierigkeii^ diese Bedingungen durch 
Einführung schärferer Beihenkriterien zweiter Art, wie des Baabeschen 
und der Bertrandsdien (s. a. a. 0. die Formeln (£')), entsprechend zu 
verschärfen.^) 


1) Dabei ist zu beacbien, daß man nicht ohne weiteres die Zusammenziehung 
der Bedingongen (16) für die JDivergem und der entsprechenden für die Km- 
vergene der Beihen geradeso wie beim CanchyBcben Eiiterinm Tomehmen darf. 
So würden z. B. bei Anwendung des Baabeschen Eriterimns auf die beiden 
Beihen (16) die betreffenden linken Seiten zunächst lauten: 




lim ft 
/i->eo 


und diese lassen sich zusammenziehen in: 


und lim ft 









■) 


nickt: lim v 

r-^oo 


/ “*+lßv—l 
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Beispiel Für den Kettenbrucli: (wo: a > 0) hat 

man: also lim — —^^=a, der Eettenhmch ion- 

vergiert daher für a < 1, er dwergiert für « > 1. Für c = 1 liefert 
das obige Eriieriam keine Entscheidung, man erkennt aber nnmittd- 

bar, daß der Eettenbmch, der jetzt die Form j^ij hat, info^e der 

Drtergenz von nach Satz (11) noch honvergiärt. 


4. Statt durch direkte Anwendung Torhandener Eonvergenz- und 
Divergenzkriterien auf die Beihen (15) hmreiehende Bedingungen für 
Eonvergenz und Divergenz des Eettenbmches herzustellen, lassen sich 
zweckmäßig vereinfachte hmreiehende Eonvergenzbedingungen mit 
HUfe der folgenden Bemerkung gewinnen: 

Wenn die Eeihe 2ß* honvergieri, so hotwergieren stets auch ^e 


beiden folgenden: 





Wenn also eine dieser beiden Beiten divergiert, so divergiert auct 


1) Dagegen darf man nicht ans der Konvergenz und nicht 

einmal ans deqenigen von JSVßyß^^i die Konvergenz von 2k schließen. 
Setzt man z* B. ^ = i , so * konvergiert 2ßX+x = 2:^y während 

2ßi^2\ divergiert. — Setzt man ferner: 


d. h.: 





nnd daher: 


so ist; 



•1so.5’V^4i konvergent, lehrend 2ß^ offenbar divergierte Immerhin kann 
man ans der Konvergenz von dann ohne weiteres anf di^enige von 

schließen, wenn die ß' monoton sind, da ja in diesem Falle 

ßi+i^Vßi^v 
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Die Eichtigkeit der ersten BehaxLptnng ist unmittelbar einleuchtend, 
da ja, wegen lim jS' = 0, zum mindesten für hinlänglicli große v* 

v-^eo 

ßrßv+l <ß:- Zum Beweise der zweiten Behauptung hat man: 


also: 


und dalier: 


v'«+,SfK+^;+o 


“i 1 

woraus dann die Richtigkeit der fraglichen Behauptung sofort 
hervorgeht. 

Wendet man dieses Ergebnis auf die aus den beiden Reihen (15) 
zusammengesetzte Reihe an, sodaß also: 

ft' ft' It. ft' ft' 

Pa,u—iPa/t~ tt. ’ PaiiPaftA 


ßJr+l 


d.h. schließHch: ß'ß'-- 

” «,4.1 

au setzen ist, so ergibt sich aus dem Satze (III), soweit er die Kw- 
vergmfi des Eettenhruches betrifft, der folgende Saks: 

(V) Für die Konvergens des Kedterdmiches (m: 

«,>0» i^»>0) ^ hinreichend, wem die Beihe: 


(A) 


ßrßt+l 


*.4-1 


oder auch rmr^) die folgende: 


(B) 


^ yßrßr+l 


ßsw. ein Bestandteil diesea- Beihen) divergiert^) 


welchem ja - 


ß ß 

1) Dieses „auch nur“ besieht sich lediglich auf den PaU * < 1| “i 

^ ßyßf+ i ^ 1 / ^ß*+a daher die Beihe (B) sehr wohl divergierm 

.,1 V S+l M,+w 

teum, während (A) Jcoweergiert. Ist för unendlich viele *: > 1, so direr- 

gieren ja heiäe Reihen stets gleichzeitig (was natürlich auch im Falle 
< 1 eintreten Ifconn). 

2) Dagegen würde nach dem in Fußnote 1 der vorigen Seite Gtesagten die 
Konvergenz der Reihen (A) und (B) nicht ausreichen, um daraue die Divergenz 
des KettenbrucheB zu erBchließen. 
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ß 

Bleiben die Quotienten oberhalb einer positiven Zahl (was 

z. B. stets der Fall ist; wenn zum mindesten ftir hinlänglich große v: 

so ist die Divergenz der Reihe (A) bzw. (B) gesichert, wenn 
tzw. divergiert, und man findet daher: 


(Va) Ist: /S,^y*a,>0 (wo: y>0, im ühri 
so Jconv er giert , wenn die Seihe oder <m3i 

divergiert. 


nur 


Schließlich ergibt sieh noch für den speziellen Fall ß^ = 1, wenn 
also der £ettenhrach der eweiten Hmptform angehört: 


t CC * 1 * 

^ (wo: a^>0) ist konvergent, 
wenn die Seihe ^ och- auch mr in, divergiert. 


Beispiel. Ffir den Eettenbruch lautet die Reihe (A): 

^ die Reihe (B) : 2 (t) f . Die erste nur för ^ 1 divergente 
Reihe würde nur erkennen lassen, daß der Eettmibruch für < 1 
konvergiert, wahrend die für p < 2 bestehende Divergenz der Reihe (B) 
die Konvergenz des Eettenbruches für p ^ 2 anzeigt. Dagegen gibt 
das Eriterium (Y) keinerlei Anhaltspunkt zur Beurteilung des Eetten- 
bruches im Falle p > 2, in welchem ja beide Reihen konvergieren. 
Man muß daher auf den Satz (111) zurückgreifen. Das Raabesche 
Eriterium ergibt dann die Konvergenz der beiden Reihen (15), wenn 
(Tgh S. 765, Fußnote 1): 


Ist 




i)>i, 


d, h. also, wegen 1, wenn: 

Mit Benützung der Formeln (Ib), (llb) Ton § 30, Nr. 2, S. 182/3, 
wenn man daselbst P = 1 c— p setzt, ^) findet mbn aber: 


1) Die betreffenden Foimeln beziehen sich a. a» 0. zunächst nni auf TaUonäle 
Eiponenten e. Die erste der Fonnein woide dann späterhin auch ansdrüoklieh 
auf irrationale Exponenten 0 übertragen (§ 81, Nr. 6, k 198, Formel GLb)). Diese 
Übertragung gilt aber auf Ornnd der a» a, 0* (Anfang von Nr. 6)' gemachten 
'prinsipiellen Bemerkung auch für die zweite Formel 
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1 + 


also: 

sodaß also die fraglidien BeOim für jp > 2 Icomergieren, der Ketfcen- 
bracli also dwergiert. 

5. Mit BäcksicHt auf eine spaterUn zu macliende Anwendung 
wollen wir auch hier noch den Fall genauer ins Auge fassen, daß für 
die Teilnenner der Wert NvM zulässig sein solL Wird zunächst 

angenommen, daß /J^ > 0, so liefert der Kettenbruch nach § 100, 

Nr. 4 lauter wohldefinierte, durchweg positive Näherungsbrüche 
und zwar ist (Formel (27), Seite 752, mit Berücksichtigung von 

Ko=0): 

(19) 0^K,<...<K,^< <K„.+i< 

Daraus geht aber hervor, daß jeder Näherungsbruch für p > 1 in 
die (Grenzen K, und eingeschlossen ist, daß ferner die und 

die geradeso wie im Falle durchweg wesentlich positiver 

bestimmte endliche, eventuell auch zusammenfallende Grenzwerte 
K und K besitzen müssen, sodaß also der Eettenbmch vriederum ent- 
weder mischen zwei endlidien ZaMen osziOÄert oder hemvergiert. Dieses 
Resultat erleidet keine wesentliche Änderung, wenn = 0 oder gleich 
etwas allgemeiner: ß^ = ß^=: . . . = = dagegen 

Der einzige Unterschied besteht dann (nach dem in § 100, Nr. 4 
Gesagten) darin, daß die m Näherungsbrüche K^, Kg, ••• und 

nur diese sinnlos ausfaUen. 

Eine besondere Betrachtung erfordert dagegen die Annahme: 
0 für jedes w = 0, 1, 2, • • • •. In diesem Falle werden ja dUe 
Näherungsbrüche mit ungeradem Index sinnlos, der Eettenbmch also 
in einer Weise dvoergent, die in den bisher betrachteten Fällen nie- 
mals Vorkommen koimte. Dabei zeigt sich nun aber bezüglich des 
Yerhaliens der Näherungsbrüche mit geradem Index eine zwiefadie 
Möglichkeit, da sich das üngleichungssystem (19) jetzt auf das 
folgende reduziert: 

1) Dabei ist nach § 100, Nr. 4: 

K||tt = K,^+n = 

wähieod im Falle die im Text angegebenen Uodalii&ten eintieten. 


h)’ 


>1 + 
<1 + 


P 


»-f 1— p 
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(20) , 

also die Begretisung mdi oben wegfaBt, sodaß Mer die beiden Mög- 
lichkeiten hestehen: 

lim Kj = K (d. h. endlü^) und: lim Kg^= + cxs. 

Um die Bedingungen festzustellen, rmter welchen der eine bzw. 
der andere dieser beiden Fälle eintritt, wollen wir Aj^, Bj^ mit Hilfe 
der üblichen ßeknrsionsformeln explizite darsiellen. Man. hat zu- 
nächst, wegen |8ä^_i=0 und 

^S^i~ J> ^2/1 — 1*^ “s/t — = 

und daher durch fortgesetzte Anwendung dieser Beziehungen (mit 
Berücksichtigung von B,= 1 und Aj= a^: 

(21) (/t>l).^) 

Zur Bestimmung des A^^ hat man sodann: 

\ß ~ ßiß 

\ß—i~ ß»ß—a^iß—s~^ “2./11— 2 >N/u — 4 


^4^2 

Aj= ^jAj. 


Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit die dritte 
mit tisf., die Torletzte mit • •• a, und die letzte 

mit • • • « 4 > so ergibt sich durch Addition und Weglassung 

der beiden Seiten gemeinsamen Glieder: 


V=Mi«4'"“2/.+ /*4V6' 

^Sß — t^aß—a^iß"^ ^aß\ß — 1 


«,^+ ' 


und somit durch Division mit 
Beziehungen (21): 

^ “^“2 , 

B, 


unter Berücksichtigung der 


(22) 




1«^ U« Vbm 

ßj 






«*«4 • 
04 «3. ■ 


“2^—2 
“ 2 iU — 1 


ßa 


cc^a, 


2**4 


‘*2At 


ßi 


»ß' 


t) Da so sind also die Nähenmgsbrüche mit ungeradem Index 

durchweg in der Weise sinnlos, daß ihre reziproken Werte unzweideutig gleich 
Null sind. 
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Hiernach fifllt also limKj =lim- 5 ^ enMeh oder unendlich ans, je 

,U->oo ^ jU-^eo 

nachdem die fieihe: 


(28) 




■S“4 




'2/t 


Tcmoergiert (bzw. sich auf eine endliche Anzahl von Summanden redu- 
ziert) oder divergiert, ln letzterem Falle und mr in diesem ist 

Y im Gegensatz zu dem Verhalten in 

den Fällen ^,>0 (v>l) bzw. ^^>0, ß^>0 (v^2) mßerwesenßneh 

dvoergent (da ja für /» > 1 bereits: == 0 und daher: lim ~ = oY 

\ ^2/t— 1 J 

Es ei^bt sich somit der folgende Satz: 

(VI) Die notwendige und hmreichemde Bedingung für die 

mßerwesendidie Divergem des Kettenbrudies , wo a,.>0, 
ßr^O, besteht in der Besiehung: ^ 

^ ~ ßl~ ßi = ’ " ~ ^2/t + l ~ • • • • • 

t»»d der Bivergeng der BeOie (23). 

Wird jetzt wieder angenommen, daß also: Kj = -^> so iblgt 

aus (19) mit Berüchsichtigung-vou Fußnote 1), daß: 

(24a) 


K<-^ bzw. im Falle der 
Pi 


: K<^ 

Pi 


mit AussdkUtß der Gleichheit, sof^ nicht ausnahmslos: /5,^+i=0 (für 
g > 1). Ist aber diese letztere Bedingung erfüUI^ so werden alle mit 
ungeraden Nummern versehenen Nähernngsbrüche des Eettenbrucbes 

sinnlos, dieser selbst also nach Satz VI mßerwesenßich divergent, 
wenn zu den obigen Bedingungen noch die Divergem der B«ihe: 

OD 

oder, was offenbar auf dasselbe hinauslänfk, die- 

OC^flCg • • • CC^ 


1) Setzt man durchweg: «^**1 {»» = 1, 2,8, • . •) und schreibt statt (3^, 86 

00 

nimmt die Eeihe die ein&che Form an: Man hätte dieses spezielle 

1 

Resultat auch direkt durch Anwendung der im Texte befolgten Methode 

auf den Eettenbruch herleiten und sodann mit Hilfe der Formel (U) zu 

der aUgemeineren Reihe {2S) gelimgän können. 

nrliLgi]ieim,Yoiri6tiiBgeaI,8. 50 
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jenige der Beilie (23) hinznkommt. Daraus folgt weiter, daß im Falle 
ßi/i+L~ 0 (f* ^ 1) Kettenbruch die mtere OssMaüonsgreme 0 

bzw. bei Hinzutreten der eben erwähnten BeibendiTergenz den Weuct 0 
besitzt und daß daher schließlich an die Stelle der TJngMekmgen (24 a) 
die folgenden Hleichnngen treten: 


(24b) 


K=J bzw. K = J- 

Pi Pi 


Überträgt man die soeben in bezug auf den Kettenbruch 

gemachte Bemerkung auf den Kettenbruch I (wobei man also 

nur alle in Betracht kommenden Indizes um 1 zu erniedrigen hat), 
so lassen sich die Torstehenden Eigebnisse in den folgenden Satz 
zusammenfassen : 

(VII) Ist > 0, so gelim ßr dm Kettmbrudt (wo 
dmchw^: «^>0) die Beeidmigm: 


(25) 


(26 a) 


(26b) 


0<K<K<K<^, 

— Pi 

wem weder uUe ßifl9 noch ciUe für ft > 1 de» Wert 0 
hdhm. Dagegen wird dann md nur dann; 


•) 


( 27 ) 


K — 0, i€enn: 0 = 1, 2, 3; 

md: ^ ß ., = + 00 , 

K = wem: ^ = 0 (ft = 1, 2, 3, ) 

utd: = + 00 ^) 

^ a,cc^ •••«,,, ^»P ^ > 

(wiäiread 0 » die Steüe dieser beidm Gieicfvungm .nur die 
folgendm trtim: 

K = 0 bzw. 

h 

wem die entsprechende Zusaigbedingung der Beihendivergene 
nickt erfiSU ist). 


1) Datnit ist schon implizite gesagt, daß im Falle (86 a) tmendlieh ride 
^ .I'^e (S6b) unendlich viele von Null vtrsNiieden sein mfisten. 
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Man liat also bei /3j>0: 

^ ^ ßeihe (26 a) dirergiert, 

l^+i^' + j^ + P^ + ^+ Eeihe (26 b) divergiert. 

Nach Anssobluß des dnrch Satz (YI) charakterisierten Falles anßer- 
wesentlicher Dvoergmz behalten im übrigen die in den Sätzen (II) — (Ya) 
angegebenen Eonvei^enzbedingnngen ihre Gültigkeit.^) Nur braucht 
im Falle der Konvergenz diese nicht eine wrAedingte zu sein, nämlich, 
wie aus Satz (Yl) bei passender Yerschiebung des Anfangsgliedes 
herrorgeht, dann nicht, wenn von irgendeiner Stelle ab alle oder 
alle den Wert NitS haben. 


§ 103. Unendliche regelmäßige Eettenbrüche. — Identitäts- 
■atz. — Umkehrbar eindeutige Beziehungen zu den Irrationale 
zahlen. — Neuer Beweis des Äquivalenzsatzes von § 71. 

1. Ein der ersten Hauptform angehöriger unendlicher Eettenbruch: 

(1) (K.)sA+[iJ 


heißt (wie im analogen Falle ein endlicher Eettenbruch) regelmäßig, 
wenn die für v > 1 natürliche Zahlen sind, während /S, eine heUMge 
ganze Zahl (einschließlich der KuR) sein kann. Ein solcher Eetten- 
bruch isi^ da hier die Beihe^/3^ stets divergiert, nach dem Satze II 
des vorigen Paragraphen (S. 764) stets Tconvergent, und zwar wAedingt 
konvergent, sodaß gesetzt werden kann: 


( 2 ) 


/*« + 


mr 


K, 


wo K eine bestimmte Zahl vorstellig und zwar eine posiHve, wenn 
eine negative, wenn ^^<0, wie ja unmittelbar daraus hervor- 

— nach dem Satz I des 
1111 1 

vor^en Pan^raphen (S. 761) stets zwischen jp +|^ 
schließlich zwischen 0 und 1 liegt. Aus der letzten Bemerkung er- 
gibt sich such sofort der folgende Satz: 


1) Auch die in (SSa), (88 b) und (87) enthaltenen Aussagen sind ja schliefi- 
lieh nur besondere .Fälle .bzw. GxenzftUe des Satzes (III). 


60 * 
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Zwei gleichwertige mendliche regdmäßige Kettenbrücke sind 
identisch}) 

Denn; angenommen es sei: 

so zerfallt diese Oleichnng, da ßg, ßg game Zahlen sind und die Werte 
von zwischen 0 und 1 liegen, in die folgenden zwei: 

und aus der zweiten dieser Gleichungen folgt durch Übergang zu den 
reziproken Werten, also den im Nenner stehenden Nettenbr&chen: 


us£ (analog wie im Falle zweier endlicher regelmäßiger Nettenhrüche: 
§ 101, Nr. 1, S. 753/4). 

2. Worden die Nähenmgsbrüche wieder mit bezeichnet, so 

folgt aus dem in § 101, Nr. 1, S. 753, über endliche regelmäßige 
Kettenbrüche Gesagten, daß die und, im Falle ßg>0, auch die 
positiv gomzaWg und mit v momdm amdvmmä ins VnenMiche wachsen, 
während im Falle /Jo < 0 das gleiche Ton — gilt. Ferner bilden, 
(wie ja bei jedem Kettenbruche mit positiven Teilzählem und Teil- 
nennem, eventuell abgesehen von die eine monoton zunehmende, 


1) Der Satz gestattet die folgende TeiaUgemeineiang, auf deren Beweis je- 
doch hier nicht eingegangen weiden soll; ,ßtehen die Werte K und K' meier 
regehnäfiiger Kettenbrüche in dar Beziehung; 

K'-fLga U„ K. -a^'+S , 

m «ij a,, «3, «4 gerne Zählen und Oj «4— «s = ± 1 , 80 gibt es zwei (eoentuell 
zusammenfdllende) Indizes w, n, für welche (K^^) und identisch ausfaUen" 
Daß andererseits umgekehrt aus dei Identität von (K' ^ 

Beziehung zwischen K und von der oben angegebenen 
man unmittelbar mit Hilfe der Beziehungen: 


'■'«,00/ 

m,«)« die Eadstenz einer 
~'orm folgt, erkeimt 


K ;= 


K' = 


A'_,kW+a;_, 


b;„iKW+b;_, 
wo den gemeinsamen Wert von und bedeutet. 
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die eine monoton abnelimende Folge (s. § 100, Nr. 1, üngl. (6), 

S. 748), nnd da der Wert K des nnendliclien Kettenbruches der ge- 
meinsame Grenzwert beider Folgen ist, so bat man: 

(3) K„<K,<-..<K,^< <K< 

und es liegt also wieder insbesondere K stets zwischen zwei beliebigen 
konsekutiven Näherungsbrhcben. Infolgedessen bat man: 

Im übrigen liegt K (analog wie der Wert eines enälw^n regelmäßigen 
Eettenbmches bzw. des in § 100, Nr. 2 betrachteten allgemeineren Typus) 
ncäier an als an K^, also um so näher an K^, je größer v ist. 
Man hat immlich nach Ungl. (17), S. 749, für p > 1: 

(5) I \ I < ! ^» 4 - J 1 “ ■^»—1 !• 

Hieraus würde für p — y oo nur so viel folgen, daß: 

(6) 1KB,-AJ<1KB,_,-A,_J, 

jedoch wird sich sehr bald zeigen, daß für die Geltung des GleiMeits- 
zeichens keine Möglichkeit besteht.*) Im übrigen ergibt sich ans (6) 

durch Multiplikation mit weiter: 

Oy 

(7) 1K-KJ^%^1K-K,_J<1K-K,_J (wegen: -^<1) 

nnd durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung: • 

(8) iK-KJ<lK-Kj für: p<v. 

3. Bedeutet ö? (^o B'>0) einen Bruch, der zwischen iigend 

“ A A 

zwei konsekutiven Näherungsbrüdien und des regelmäßigen 

Eettenbmches liegt (wobei es ja offenbar ganz gleichgültig ist, ob dieser 
ein endlicher oder unendlicher ist), so hat man, wie in § 101, Nr. 3 
gezeigt wurde (S. 756, UngL (15)): 

(9) B'>B,. 


1) Man hat aogai: 


|K-K,1 


< 


1 


wegen: 

= ßr+i B, + ß.— 1 > l*»+l 

(▼0 

2) S. Kr. 3 am Ende. 
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Hierans folgt aber mit Notwendigkeit, daß der Wert K eines nnend*- 

licben regelmäßigen Kettenbrnches niemals rational sein kann. Denn, 
A' 

wäre K = gp, so müßte die TJngleiclinng (9) für jedes noch so große v be- 
stehen, was unmöglich ist, da lim oo. Somit gilt der Satz: 

^->00 

Der Wert emes tmendlichm regdmäßigea ^ttenbruches ist 
stets irrational. 


Ferner ergibt sich, daß (wiederum analog wie bei endlichen regel- 
mäßigen Kettenbrüchen: s. § 101, Nr. 3, S. 756) jeder Näherungsbruch 

K ~ 5 ^ dem Werte K des unendlichen Kettenbraches mher kommt als 
jeder andere Bruch dessen Nenner nicht großer ist als derjenige 

von K^. Denn angenommen, man habe: 

(10) |K-^'|<1K-K,.|, 
so folgt aus Ungl. (7), daß um so mehr: 

(11) 1k-^'|<|k-k_j, 

und da andererseits K zwischen und liegt, so ergibt sich aus 
diesen beiden Ungleichungen, daß auch ^ zwischen und K^, liegen 
muß und daß daher wieder die Ungleichung (9) besteht. 

Auch zeigt die Irrationalität von K, daß, wie bereits angekündigi^ das 
Auftreten des C^IeichMilszeichens in der Beziehung (6) in Wirklichkeit 
ausgeschlossen ist. Denn, wäre etwa: 

SO hätte man, da ja die betreffenden Differenzen entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzen: 


also: 


was xmmöglich ist. 


KB,-A, KB,_.+ A,_, 


K = Q > d. h. ratiofuü, 

Dy irDy • 


4. Der Satz, daß jeder unendliche regelmäßige Eettenbruch einen 
irrationalm Wert besitzt, ist (immer wieder, wie der entsprechende 
Satz für endliche regelmäßige Kettenbrüche) umkehrbar, d. h. jede 
IrrationdlzM läßt sich auch durch einen unendlichen regelmäßigen 
Kettenbrach darstellen. 

Ist I eine positive oder negative IrraUoncAzcM, so läßt sich | 
stets, und zwar nur auf eine Weise in die Form setzen: 

( 12 ) 
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WO ßf) eine positive oder negative ganze ZaW, oder auch die Nvü Tor- 
stellt, ^ eine dem Interyall; 0 < ^ < 1 angehörige IrraMotudzoM be- 

»1 , bl 

dentei Da biemaeb > 1 nnd gleichfalls irraticnal, so ergibt sieb 
analog: 

(12i) = + natürbebe Zahl, 

„ 0 < -^ < 1 , I 2 irrational. 

bs 

Ebenso: 

( 128 ) = Ä + ^ > w-o: jJj > 1 , 0 < < 1 , I 3 wratimaJ, 

und in dieser Weise fortfabrend, allgemein: 

( 12 ,) |,= wo: 1 , 0 < ji- < 1 , s . 1 irrational'‘) 

Sy-J_l 5^4-1 ~ 

Dnrcb Einsetzen der Beziehungen (12i), (128% ' * ‘ (12,) in 6 L (12) 
ergibt sieb zunächst fSr § eine Eettenbrucbentwicklung Ton der Form: 


(13) 


jJ 


1 1 


: — /*o+i^ + i5-H i-iF^+i 


‘ |i.+i 

Dabei biicbt der obige Prozeß wegen der Irrationalüät eines jeden 
niemals ab, sodaß es freistebt, die Dliederzahl v + 1 des Eettenbruebes 
(13) unbegrenzt zu yergröBem. Werden nun dessen Naberungsbräche 
wieder mit • bezeichnet, so eigibt sieb auf Grund unserer 

Üblichen Beknrsionsformel: 


§=■ 


l,+iA,+A,_^ 




(14) 

und daher: 

(15) ^ ~ 1, - B,^iB,+ B,_i) - B,(|,+,B,+B,_ 8 )' 

also, wegen 1 : 


A,_j B,— A, B, ^ 


(-l)" 


I--' 

^ B. 


B! 


(16) 

und, wegen lim B,= + oo: 

y ->00 

(17) 

d.L sobließlicb: 

(18) 


V^o> 


1) Die bei diesem Yeifiduren sich ergebenden Zahlen ßot * * ’ Pr» 

weiden auch als unvollständige, ti, als voUständige QuoUmten be- 

zeichnet. 
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Dnrcli Zusammenfassung dieses Resultats mit dem Identitätssatze 
von Nr. 1 und dem Satze von Nr. 3 betreffmid die Irrationalität des 
Wertes jedes unendlichen regelmäßigen Nettenbruches ergibt sich also 
der folgende Satz: 

Jede (redh) IrraiioncdecM läßt sich in einen und nur einen 
unen^ichen regdmäßigen Kettmbrudt eniwidcdn. UmgeJeehrt 
steUt jeder solche Kettenbruch eine gemsse IrraUoncdeaU dar. 


5. Hiernach findet zwischen der Menge der redlen IrraMondeaJilen 
und derjenigen der mmälidm, regelmäßigen Kettenbrüche eine umTcehr- 
bar eindeutige Bessiehung statt, gerade so wie zwischen Irrationalzahlen 
und nidit-periodischen unendlichen Systembrüehen (vgl. §24, Nr. 4, S. 148). 
Diese Beziehung kann zunächst dazu dienen, um die redten IrraUoncdr 
zcMen x’ des Intervalls 0 < a:' < 1 den paartoeise irrationalen hmplexen 
Zahlen, d. h. den Zahlen |' + irrationalen Bestandteilen 

I', 1 ?', des Bereiches 0<|'<1, 0<ij'<l umkehrbar eindeutig zuzu- 
ordnen. Setzt man nämlich: 



und ordnet man diesem x' dasjenige zu, dessen Bestandteile ri' 

definiert sind durch die Gleichungen: 


V 




so entspricht jedem irrationalen x’ des Intervalls 0 < «' < 1 ein 'und 
nur ein ans zwei irrationale» Bestandteilen bestehendes l'-fij'i des 
Bereiches 0 < S' < 1, 0 < < 1. Umgekehrt: wird ij'i mit ir- 

rationalem I' und ij' in den angegebenen Grenzen beliebig angenommen, 
sodaß regelmäßige Eettenbruchentwicklungen von der Form bestehen: 




so braucht man nur zu setzen: 

Ü4.^ . . . 4. JLij-Ü-L. 

um genau dieselbe Zuordnung zu erzielen, welche zustande gekommen 
'\^e, wenn man von diesem x' ausgehend nadi dem zuerst angegebenen 
Yeifahren und ij' daraus bestimmt hätte. Es wird also auf diese 
Weise eine umkehrbar eindeutige gegenseitige Zuordnung der beiden 
Zahlenmengen («') und (5' -f- ij'i) erzielt 

Um dieses Ergebnis analog wie in § 71, Nr. 3, 4, S. 545£, zur 
HersteUung einer umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen der ge- 
samten redlen Zahlenmenge [x) des IntervallB 0 ^ s; < 1 und der Korn- 
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plexen Zahlenmenge (X) = (1 + 1 ^ 1 ) des Bereiches 0^|<1, 
zu verwerten, hat man nur zu zeigen, daß die Menge {x') der redlen 
Irrationdgdfden: 0<x'<l der Menge (») äUer reellen Zahlen: 
0 ^ it < 1, ebenso die Menge (X') = (|' + ij'i) der paarweise i/tror 
timaHen komplexen Zahlen: 0<|'<1, 0<)2'<1 der Gesamtmenge 
(X) = (I + 1?»), wo : 0 I < 1, 0 ^ 1 ? < 1 umkehrbar eindeutig zu- 
geordnet werden kann. 

Es werde mit («') (v = 1, 2, 3, • • •) irgendeine aus der Menge der 
Irrationalzahlen («') herausgehobene abzählbare Menge, mit (x") die 
übrigbleibende Menge bezeichnet, sodaß also die Menge (x') in die beiden 
Teümengen (a;') imd (x") zerfällt, was wir durch die Schreibweise an- 
deuten wollen: 

(19) (a:') = (x") -i- «). 

Bezeichnet man ferner mit (r^) die abzahlbare Menge der ratimden 
Zahlen von 0 bis 1 (inkL), so besteht für die Gesamtmenge {x) dieses 
Intervalls die Zerlegung: 

(20) (») = ix') + (r^) 

oder, wenn man auf die Menge {x') noch die Zerlegung (19) anwendet: 

(21) (x) = («") -h (xp -f (rj. 

Wird jetzt noch bei der Zerlegung (19) die abzahlbare Menge (a: ') in 
die beiden Teilmengen (*j,_J und (x^) gespalten, sodaß sich also ergibt: 

(22) (»') = (x") -h (x;^_p H- (a:;,), 

so zeigt die Vergleichung von (21) und (22), daß die fragliche gegen- 
seitige Zuordnung der llengen (a;) und (x') erzielt wird, wenn man die 
Teilmenge (x") sich selbst und die beiden abzahlbaren Teilmengen 
(a:') und (r^,) den gleichfalls abzahlbaren Teilmengen (a?^,,_j) und (x^J 
zuordnet. 

Da jede der Meißen (|') und (■>]') identisch mit (a;'), jede der 
Mengen (|) und (ij) identisch mit (x) ist, so läßt sich in ganz der- 
selben Weise eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den 
Mengen (|') und (|), (tj') und (ij), also schließlich auch zwischen der 
Menge (X') = {|' -f- t) und X = (| -{- iji) hersteilen. Und da anderer- 
seits auf Grund der Eettenbmdidarstellung schon eine umkehrbar ein- 
deutige Zuordnung zwischen den Mengen (a:') und (X') = (|' -f i^'i) 
bestand, so folgte daß von den Mengen: 

w, M, m m 

jede der drei ersten der nächstfolgenden, also auch die erste der letzten 
eindeutig umkehrbar zugeordnet werden kann, daß also die reelle Menge (x) 
und die komplexe Menge (X) äqvmümt sind. 
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§ 104 Umkehrbar eindeatige Beziehung zwischen quadratischen 
Irrationalzahlen und periodischen regelmäßigen Settenbrnchen, 
insbesondere zwischen „ perfekten quadratischen Irrational- 
zahlen und rein periodischen regelmäßigen Eettenbrfiehen. — 
Konjugierte Irrationalzahlen und inrerse Perioden. — Kettenbrücke 
far Quadratwor/eln ans rationalen Zahlen. 


1. Die Anwendung des in Nr. 4 des vorigen Paragraphen bespro- 
chenen EntwicMungsprozesses auf die (in einem alsbald genau zu um- 
schreibenden Sinne) evnfadiste Glättung von IrrationdlecMen fährt auch 
auf die emfachsle Gattung von tmendlichen regelmäßigen Kettmbrüchen, 
nämlich die periodis<^ien, analog wie bei der Darstellung der rationalen 
Zahlen durch unendliche Sgstembrüche die periodischen Systembrüche zum 
Vorschein kamen (s. § 17, Nr. 3, S. 101 und § 20, Nr. 1, S. 117). Da- 
bei bezeichnen wir (wie ja schon aus dem Hinweis auf die Analogie 
mit den periodischen Systembruchen hervorgeht} einen unendlichen 

regelmäßigen Kettenbmch: -f als periodisch mit ä.ex p-gliedrigen 

Fefiode ß^, • • '» ßt+p—i 0, p > 1), wenn von einer be- 

stimmten Stelle v = Ji ah die Folge der Teüneimer ß^, ß^^i, • ■ • 

(die sich im Falle p *= 1 auf das eine Glied /Jj reduziert) beendig 
wiederMirt, sodaß also: 

(la) ß,+p = ß, {v^h,1c + l,k + 2, ), 

anders geschrieben: 

» h+l,---,le + p — l 

Px+/,p-h V^=i,2,3, 

Ist k = 0, beginnt also die Periode schon mit dem An&ngs^ede /S, 
(welches offenbar in diesem Falle stets > 1 sein muß), so heißt der 
Eettenbmch rein periodisdi und soll daoon gelegentlich mit: 

["•’ V 5rJ 

bezeichnet werden. In jedem anderen Falle heißt er unrein periodisch, 
und als entsprechende Bezeichnung dient aladatm die folgende: 

1 1 1 i~ 

’ V V ■■■’ ^ 





2. Unter den oben ab einfachste Gattung bezeichneten Irrationod- 
eahlen verstehen wir natnrgemäß die nächst den rationalen Zahlen 
niedrigste Ordnung von edg&nraisäien Zahlen, abo die algebraischen 
Zahlen mmter Ordnung, d. h. auf Grund der in § 25, Nr. 5, S. 156, 
gegebenen Definition die gewdbnlidi ab guadraUs<ßte IrrathncdeaMen 
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bezeichneten reellen irrationalen Wurzeln einer quadratischen Gleicbung 
mit ganzzahligen Koeffizienten. Gibt man dieser letzteren die Form: 
f2) Nrc® — 2Ma: + A = 0, 

Tfo N, M, A ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler bedeuten (wahrend 
N, 2M, A allenfalls den gemeinsamen Teiler 2 haben können) und N; A 
ausdrücklich als von Null verschieden anzunehmen sind, so besitzt sie 
nach § 70, Nr. 5, Gl. (23), S. 542, die beiden Wurzeln: 

(3) I = I' = wo: A = M* - N A 

und diese Wurzeln sind beide reell und irrational, wenn A positiv und 
nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist.^) Dabei mag unter y'A hier 
und im folgenden stets der positive Wert dieser Quadratwurzel rer- 
standen werden. 

Sieht man in den Ausdrücken (3) für die quadraiischen Irrationcd- 
mhlen | und außer M, N auch A (statt A) als gegeben an (und zwar 
wiederum als nicht quadratische ganze Zahl), so genügen | und 
wiederum der Gleichung (2), wenn gesetzt wird: 

(4) 


Dabei wüd offenbar A im allgemeinen Mn« ganse Zahl sein, was 
aber auf den Charakter der Gleichung (2) nnd ihrer Wurzeln | rmd offen- 
bar keinerlei Einfluß hat, da es ja ohne weiteres fireisteht, den etwaigen 
Nenner ron A durch Multiplikation foitznschaffen. Statt dessen kaim 
man aber auch von vornherein | und durch passende Abänderung 

^ j^l 

von M, N, A so umformen, daß — — gcmeahlig ausfällt. 
Angenommen nämlicb, man babe zunächst: 


j. M'4- VA' 

l=— > 


BO folgt: 

wenn gesetzt wird: 
also: 


t _ VA 

■ yN' N ’ 

M = yM', N = yN', A = y’A', 

A— M* A'— M'* 

N ■ ^ ' N' ’ 


1) Da aus (3) folgt; 


ir= 


M*— A _A 
N* “N 


BO haben | und |' gUiehes Vorzeichen, wenn: rr>0, entgegengesetzte» Vorzeichen, 
A ^ 

wenn: ^ < 0. 

N 



Nr. 8. 


7S2 Abschnitt IV. £ap. II. Eettenbrüohe ans reellen Zahlen. 

und es wird itHaet gameaMig, wenn gesetzt wird: 

5>1 den größten Gemeinteiler Ton N' und A' — M'* bedeutet. 

Beachtet man noch, daß die in (3) mit bezeichnete Zahl audi 
folgendermaßen geschrieben werden kann: 

„_yÄ+(-M) 

^ ~ — N ' 

so folgt, daß jede quadratische Irraiionalzahl laut Definition jede 
reelle irrationale Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten) in die Form gesetzt werden kann: 

( 6 ) 

wo A eine jjosiim, nickt gmdratische ganze ZaU; M, N, — gcmze 
ZcMen Idiängen Vorzeiehens (und zwar M mit JEmstMuß, N mit Aus- 
s(Muß der NiM). Wir wollen einen solchen Ausdruck von der Form (5) 
als die Normalform einer quadratischen Irrationalzahl betrachten und 
:ds normierte guadratisdie Irrationalität bezeichnen. Zwei quadratische 
Irrationalzahlen $ und deren Normalformen sich nur durch das 
Vorzeichen von l/A unterscheiden: 


( 6 ) 


, _ |/A + M -VA + M VA-rfl 

^ N 5 N N 


(die somit nach GL (2) und (3) die Wurzeln einer quadratischen Glei- 
chung mit ganzzahligen EoeMzienten sind), also schließlich zwei Zahlen 
von der Form: 


(7) a + jSyÄ, a-ßfE, 


wo a und ß beliebige raUonede Zahlen sind, sollen hmjugiert heißen. 
Die Veranlassung zur Einführung dieser sonst von uns nur ftir hm- 
jpi^e Zahlenpaare ßH, a' — ß'i (wo also ß' beliebig reäl) ge- 
brauchten Bezeichnungsweise entspringt aus der Tatsache, daß die 
irraUonak Quadratwurzel l/Ä und die Begriffe „rational“ und „irrational“ 
in dem vorliegenden Zusammenhänge eine ganz analoge Bolle spielen, 
wie im anderen Falle die imaginäre Quadratwurzel Y— 1 und die Be- 
griffe ,/c^“ und „imaginär“. So sind Sumne und Produkt zweier im 
Sinne der Ausdrücke (7) konjugierter quadratischer Irrationalzahlen 
offenbar stets rational, ihre Differenz stets irrationod (sogar „rein“ 
irrational, nämlich von der Form: 2ßY^. Ferner kanTi eine Be- 
ziehung von der Form: 

(8) «-t-/5>/Ä = 0 

nur bestehen, wenn: 

« = 0, jS = 0, 
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da ja anderenfalls ans (8) die nnmöglielie Bezielnmg: Y^~— y 
Torgehen würde, nnd es zieht daher die Beziehung (8) stets auch die 
folgende nach sich: 

(9) a — ß == 0 
nnd umgekehrt. 

Bezeichnet man ferner, mit g{a-\- ß f/Ä) eine ganze rationale 
Funktion von a-\- ß YÄ mit ganzzahligen Koeffizienten und beachtet, 
daS: 

SO folgt, dafi g{tt + ß y^) stets in die Form gesetzt werden kann: 

(10) gia + ßYÄ)^k + BYÄ, 

wo A, B wiederum rationale Zahlen bedeuten. Und da andererseits: 

(-|/Ä)’'‘=A', (-/Ä)’"-"’— A'-./Ä, 

SO folgt weiter, daß: 

( 11 ) gia-ßyÄ) = k-B}rÄ, 

WO A, B wieder diesdben raiionden Zahlen Torstellen wie in Gl. (10), 
nnd daß daher: 

(12) g {a + ßY^) • g' (« — j5|/A) = A* — B*A, also eine rationale Zahl 


Hiernach hat man, wenn die Symbole g^, g^ ebenfalls ganze rationale 
Funktionen mit rationalen Koeffizienten bedeuten: 

y,(«+/}VA) ^,(«+?VA)-ft(<r-pKÄ) ’ 

wo A', B' raiiond, \md entsprechend: 

g.(? zll g) = A>-BVÄ, 

9t («— i* V^) 

und daraus folgt schließlich, daß (bei analoger Bedeutung der Symbole 
O^, Gg) eine Beziehung Yon der Form: 

a3\ g,(«+Pi/^ _ g.(«+PVÄ) 

stets auch die folgende nach sidi zieht: 

(U\ y, («-P VÄ) VK) 

' Ä(«-pyÄ) e,(a-pys)’ 


und umgekdirt, sodaß es also fireisteht, in einer Beziehung Yon der 
Form (13) oder (14) /Ä durch — zu ersetzen. 
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3. Es ersdaemt fOr die weiteren EntwicMungen zweckmäßig, eine 
bestimmte Kategorie von quadratischen Irrationalitäten ansdrücklidi 
herrorzuheben und mit einem besonderen Namen zn belegen. Wir 
wollen eine mrmierte quadratische Irrationalität | als perfäct bezeidb- 
nen, wenn sie größer als 1 isi^ und ihre Konjugierte zwischen 0 
und — 1 liegt ^), wenn also: 


(15) 


._Va+m 


>1, -l' = 


VA — M 


N 


>0 

< 1 . 


Da hieraus durch Addition und Subtraktion sich ergibt: 


(16) 


aM>o 


SO folgt aus der ersten dieser Ungleichungen, daß: 

(17) 0 < N < 2 |/Ä, 

sodann aus der zweiten mit Rücksicht auf die Beziehung — |' > 0: 

(18) 0<M</Ä. 

Hiernach lassen sich die Bedingungen (lö) offenbar auch durdi die 
folgenden ersetzen: 

(19) 0<|/Ä-M<N<>/^ + M, 

mit dem Zusatze, daß N ein Teüe/r Ton A — sein muß, da ja die 
Irrationalität | ausdrücklich als eine normierte Torausgesetzt wurde. 

Aus diesen Bedingungen ist aber unmittelbar ersichtlich^ daß die 
Anzahl der zu jeder einzelnen nicht quadratischen natürlichen Zahl A 
gehörigen perfekten Irfationaliläten eine begrenzte ist Um eine obere 
Schranke 'für diese Anzahl zn gewinnen, wollen wir zunächst die Au- 
zahl5 derjenigen Wertepaare M, N bestimmen, welche denBedingnngen{l9) 
(ohne die Zusatzbedingung) genügen. Mit Rücksicht darauf, daß M, 
N ganze Zahlen TorsteUen, hat man nach (19), wenn größte in 
enthaltene ganze Zahl mit E bezeichnet wird: 

(20) E + 1 — M^N^E + M 
und daher 

für: M = l: E<N^E + 1, also Anzahl: 2 

„ M = 2: E-l<N£E + 2, „ „ 4 


M==E: 1<N<2E, 


„ 2E, 


1} Gleichzeitig mit | iet also auch — ^ perfekt. Denn setzt man — U 

S b 

und beaeichuet die Koiytigierte von ri mitrj', so bat man > 1 xmd sj ' 
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sodaß für die Gesamtzahl aller dieser Wertepaare M, N sich ergibt: 

S = 2Cl + 2+-..+E) = (l + 2+---+E)4-(E + (E-l)+-*- + i) 
= E . (E + 1). 

Da aber Ton diesen Wertepaaren ' M, N nnr diejenigen in Betracht 
kommen, bei denen N ein Teiler ron A — M* ist, so folgt, daß die 
Anzahl der betreffenden perfekten Irrationalitäten sicher Meiner^) nnd, 
wie sogleich an einem numerischen Beispiel TerdeuÜicht werden soll, 
sogar erheblich Meiner ist als E • (E + 1). 

Beispiel. Es sei A = 32, also: E = 5. Man hat zunächst: 

Für M = 1: N = 5, 6 A — M* = 31' 

„ M = 2: N = 4, 5, 6, 7 A-M» = 28 

„ M = 3: N = 3, 4, 5, 6, 7, 8 A-M»=23 

„ M = 4: N = 2, .3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 A - M* = 16 

„ M = 5: N = l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. A-M*= 7. 

Mit Rücksicht auf die in der letzten Kolonne angeführten Werte von 
A — M* sind also von diesen E • (E + 1) = 30 Wertepaaren M, N nur 
die folgenden 7 brauchbar: 

(M = 2, N«4, 7) (M = 4, N = 2, 4, 8) (M = 5, N = l, 7). 

Die mit ^32 behafteten perfekten Irrationalitäten lauten also: 

yiä+a 1/82+2 1/32 + 4 1/32 + 4 1/32+4 1/82 + 6 l/S2 + 6 

4 ’ 7 ’ 2 ’ 4 ’ 8’ 1 ’ 7* 

4. Wir beweisen jetzt zunächst den folgenden JBMfssatg: 

Ist | = ^ eine normierte gpiadraiisdie IrrationMitcä;, 

ß die größte unterlaß) | gelegem gmze ZcM^ imd setzt man: 



1) Faßt man z, B. den Wert M — E ins Ange, so hat man; 

— M*<(E + 1)*— E*«2E+1. 
also: A — M*^2E. 

Da andererseits 2 E — 1 tmd 2 E relativ prim zueinander sind, so kann also A— E^ 
keinesfalls gleichzeitig die beiden Teiler N = 2E— 1 und N = 2E babem 

Andererseits erkennt man unmittelbar, daß die Irrationalität stets 

eine perfekte ist Denn man hat: 

Es gibt also zu jedem A mindestens eine perfekte Inationaliiät. 

2) Man hat also (5= [11 d.h. § gleich der größten in | enthaltenen ganzen 
Zahl (vgl. § 62, Nr. 8, S. 856; daselbst, Zeile 7 von unten, ist das Wort „wiederum*“ 
zu streichen), wenn 1^0; dagegen | p | = [| || + 1] und ^ <C0 , wenn i < 0. 



786 


Abschnitt IV. Kap. IL Kettenbrüche ans reellen Zahlen. 


Nr. 4. 


SO ist dne normierte quadratische Irrationalität von der Form 
und > 1. Id schon | > 1, dso ß > l,und überdies die 

zu I lonjugierte IrrationalHät |'<0‘), also j-^>0, so ist 
li perfekt. 


Beweis. Aus: 


( 21 ) 

folgt: 

( 22 ) 


l/A+M 

N 


:/S + i (.o:0<i<l) 


1 _ VÄ-0iN— M) _ A-(P.N-M)» 

Si N N(y4 + (|}N_M)) 


wenn gesetzt wird: 
(23) 


VA+Mi 


<1, 


Mj = /JN M 


(24) 


Ni 


_ A— M,* _ A— M* 


N 


N 


-/S*N + 2/3M. 


Da 


A— M* 
N 


auf Ghnnd der Yoraussetzung eine gmm Zahl, so gilt 


das gleiche von außerdem von und 


A — M*_ 


•i/x I 

her li = J normUrtf überdies nach (22) li ; 


N, und es ist da- 


> 1. 


Durch Einsetzen der Beziehung (21) in 31.(22) ergibt sich so- 


dann: 


Nt 


a , VÄ-f-M 

'PT M } 


VA+Mi '' ' N 

also durch Yertauschnng Ton mit — y^A und Multiplikation mit 
dem Faktor — 1: 


(26) 


Nt 

VÄ-M^ 


ß- 


VA— M 
N 


Wird jetzt angenommen, daß ß>l, >0, so folgt weiter: 


also: 

(26) 


VA- Mt ' 


yÄ-M,f>o 
N. Ul, 

und da bereits nach (22) feststeht, daß ^ so ist, wie 

behauptet, 1, eine perfekte quadratische IrrationalitSt. 


1) Diese Bedingungen lind inebesondere etfalli, wenn S selbst perfOf ist, d» 
ja in diesem Falle; {>1, — 1< j'<0. 
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5. Hauptsatz. 

Der regdmäßige Kettenhruch, wdcher eine guadratisehe Ir- 
rationälzdhl darstMt, ist stets periodisch. Vmgelcehrt stdU 
jeder periodische regdmäßige Kettenbruch eine quadratische Ir- 
raUonalzcM dar. 


Beweis. Es sei: 
(27) 


No 


eine auf die Normalform gebrachte quadratische IrrationalzaM, ßo^O 
die größte unterhalb ^ gelegene ganze Zahl, und es werde gesetzt: 

(28) lo = i8o+^’ 


so ist nach dem Hilfssatze der vorigen Hummer eine normierte 
quadratische Irrationaliiät > 1, und zwar (s. GL (2i)— (24)): 


(29) 


. VA+M, 
N, ’ 


wo: 


Mi = ßoNo-Mo 

Ni == eine ganze Zahl. 


Wendet man das gleiche Verfahren auf an, so wird: 

(30) = 

wobei jetzt ^ 1, im ubr^en wieder eine normierte quadratische 
Irrationalität > 1. Die Fortsetzung dieses Prozesses liefert also eine 
unbegrenzt fortsetzbare Folge normierter quadratischer IrrationalitateD, 
welche fttr v > 0 den Rekursionsformeln genügen: 


(31) 




>1 


K+i — 




wo: 


>+i 


A— M*. 




v+i 


N. 


(ganzzahlig) 


und auf Grund des Satzes über die Darstellbarkeit jeder Irrationalzabl 
durch einen unendlichen regelmäßigen Hettenbmch (§ 103, Nr. 4, S.778) 
ergibt sich: 


(32) 


l» = /*o + 


■l-l" 1' 

.4 ■ ‘ 


) 


1) AUgemein bat man offenbar für IsaiO, 1, 2, 





Pringlhaimi yorlMniig«ii 


51 
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Kr. 5. 


Um die Periodizität dieses unendlichen Kettenbruches nachzuweisen, 
gehen wir von der Beziehung aus: 


(33) 


= + 


lg., 


+1 


+ — 1 


WO also wieder mit = 0, 1, 2, ) die Näheruagsbrüclie jenes 


unendlichen Kettenhruches bezeichnet werden. Löst man GL (33) nach 


1 , 4.1 s® ergibt sich: 
(341 


fc 1 

Wi""' B” S%-A, 


"y 

‘ä 


7 -ST-^“ V°- 


und, wenn man jetzt die in I 5 und enthaltene "j/Ä durch — 'j/'A 
ersetzt, sodaß also Ij, in die konjugierten Irrationalitäten 
übergehen: 

“t' 1 »0 — 

(35) i .,+1 = — - B • w- kr ■■■ 


Da (wegen lim == lim K^. = und 4 = 


lim 


Ir 

Ir 


-K„ 


§0 Kv — 1 . 


also von einem hestinimtm Index v ab: -zt — rr — >0. mithin (wesren 

Sü—K,' ^ ^ 

B,, > > 0) ausfällt, so folgt, nachdem bereits feststeht, daß 

durchweg: > 1, aus dem Hilfssatze der vorigen Nummer, daß dann 

alle zum mindesten für l>2 perfeU ausfallen. Da es aber nach 
Nr. 3 dieses Paragraphen überhaupt nur eine begrmstc Anzahl ver- 
schiedener perfekter gibt, so muß irgendeins dieser an späterer 
Stelle wiederkehren. Ist dann etwa das erste derjenigen welches 
später einmal wiederkehrt und m +p der erste Index, für den eine 
solche Wiederkehr stattfinclet, so sind, falls jp > 1, 

sämtlich von verschieden, dagegen ist: 






1) Es wild sich später noch zeigen, daß der betreffende Index v^m kein 
anderer ist als derjenige des ersten 1^, welches perfekt ausföllt, mit anderen 
Woi-ten, daß die Periode sofort beginnt, wenn S,. perfekt geworden ist. 

2) Im Palle ^=1 hat man: 

Im “ lm-f*l ~ ~ 

also scbließlioh einen Kettenbruch mit der «>?gliedrjgcn Periode 
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also auch: 

und schließlich: 

p‘\‘l ^m + 2p — 1 ^ 

^ m-^^p ^m-^p ^771 

d. h. der betreififende unendliche Kettenbruch besitzt, vom Index v = m 
anfangend, die Periode • • •, womit der erste Teil 

des oben ausgesprochenen Satzes bewiesen ist. Der Vollständigkeit 
halber sei noch bemerkt, daß die p-gliedrige Periode nicht in Teilperioden 
mit einer kleineren Gliederzahl, etwa jp'<jp (wo ein Teiler von p\ 
zerfallen kann. Denn aus der Annahme: 

~ ^m+// ” ßiit+ij/ “ 


ßm+p'^1 ^ ßm-^2p'-^l 1 

wül-de (vgl. S. 787, Fußnote 1) folgen: 

was der Voraussetzung widerspricht. Eine analoge Schluß weise zeigt 
übrigens, daß •• • iiioht nur, wie vorausgesetzt wurde, 

von sondern auch untereinander durchweg verschieden sind.^) 

Gehen wir nun umgekehrt von der Betrachtung eines als periodisch, 
und zwar zunächst als mw periodisch vorausgesetzten Bruches mit der 
p-gliedrigen Periode ß^, •••, aus: 


(36) 

so folgt zunächst, daß: 

(37) = + 

nnd datier: 



Io, 


! . 1 | + 


ßp—i ^llo loBp_i + ®/— 2 


(38) 


Vi^o ■ 




1) Da es nach Nr. S dieses Paragraphen ,, erheblich*^ weniger als E(E+1) 
(wo E = []/a]) verschiedene gibt, so gilt das Entsprechende tür die MaximcdzaM 
der Feriodenglieder, 

übrigens lüßt sich leicht auch, eine obere Schranke für die Größe der peno^ 
dischen TeiJnenner angeben. Ans (81) folgt nämlich: 

und da für perfekte und 

N,^l, 

SO findet man: 


51 
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Nr. 6. 


sodaß also, da ja auf Grund der Kettenbruclidarstellung (36) die Jr- 
rationnlität von Ij bereits feststebt, in der Tat als quadratische Ir- 
rationalzabl sieb ergibt. 

TTand Alt es sieb sodann um einen mrein periodischen Eettenbrueb 
mit den nicht-periodischen Bestandteilen ß^, • • - ßg. (Ä: > 0) und der 

p-gliedrigen Periode (jp ^ l)» sodaß also ins- 

besondere: 

1*+,+! = li-l-i (wo wiederum: ß, + für A = 0, 1, 2, ), 

so findet man: 


Io “ ^0 + 1 ^^' + 


und daher: 


Po + Ift ■ 


‘ ' i ^*+1 

. -j- -ill -j- _ ^ 1 -l- 



_u 


(39) 


Io 




Hieraus folgt durch Auflösung dieser Gleichungen nach 1^^.^: 

h+i Bg|,-Aj ”■ 

und somit schließlich: 


(40) 


(41) N|«-2M|o-fA = 0, 

wenn gesetzt wird: 

N = 

[2M = 


(42) 




wobei im Falle fc = 0: 

A_i = l, B_, = 0 

zu setzen ist. 

Es stellt also auch jeder mrein perioäiscdie regelmäßige Eetten- 
bruch eine quadratische Irrationalzahl dar. 


6. Der zweite Teil des soeben bewiesenen Hauptsatzes enthält keine 
Aussage darüber, wdche der beiden Wurzeln der quadratischen Glei- 
chung (38) bzw. (41) durch den betreffenden periodischen Eettenbrueb 
dargestellt wird. Für den Fall eines rein periodisdm regelmäßigen 
Eettenbruches erledigt sich diese Frage unmittelbar durch den Um- 
stand, daß die quadratische Gleichung (38), da der Orste und der letzte 
Eoeffizient mit entgegengesetztem Yorzeichen behaftet sind, zwei Wurzeln 
verschiedenen Vorzeichens besitzt (s. Fußnote 1, S. 781). Und da der 
Wert I, des rein periodischen Eettenbruches größer als Po ^ 
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positiv ist, SO stellt er die in diesem Falle eimige positive Wurzel jener 
quadratischen Gleichung dar, nämlich: 


(43) Io 


■2B j (^11— 1 1^(\— 1 *)* s^j)— i)-^) 


Ist der fragliche Kettenbruch: /Jj + = Io ttnrei» periodisch mit 

den nicht -periodischen Bestandteilen ß^, ßi> • ' ‘ ßt (^^0) und der 
p-gliedrigen Periode /S^^„ •••, so hat man (s, 61.(39)): 

wo Ij^^ den Wert des rein periodischen Kettenbruches : ß^^^ + 

bedeutet. Um diesen letzteren zu bestimmen, hat man lediglich in 
Gl. (43) die A^, (als abgekürzte Bezeichnungen für: ^1*) durch 

^ ZU ersetzen^ und man findet somit: 

(45) ‘ 


^t+l 2B 


(^Ä+l,i+p *+^“1 


+ y ^^t+u i+f~ ®i+i, i+jp— 0* + ^ ^*+1, i+p— *+j>)» 


sodaß schließlich |g durch die Beziehungen (44), (45) TöUig eindeutig 
bestimmt ist. 

Wir knüpfen hieran noch die für das Folgende wichtige Bemer- 
kung, daß die quadratische Gleichung (41), welche den Wert eines un- 
rein periodischen regelmäßigen Kettenbruches bestimmio im Falle Ä;>1, 
ß^ > 0, d. h. wenn der Kettenbruch mindestens stoei nicht - periodische 
Glieder enthält, deren erstes (wie eo ipso alle übrigen) wesentlich positiv 
ist, stets zwei Wurzeln gleichen Vorgeichens besitzt, mit anderen Wortei^ 
daß ein solcher Kettenbruch eine quadratische Irrationalzahl darstellt, 
üe mit ihrer Konjugierten gleich begeühnet ist. 

Sei zunächst A s also nach (42): 

''-M,- V,+i 

= ftA,{Ä-/l,+.)+S-^) ft + l>.+.). 

1 ^ 

so erkennt man, wegen: 0 < < 1, daß A 

das Yorzeidien der gangen ZcM ß^ — ß^^^ hat. 


1) Die Qaadiatwuizel (wie bisher durchweg) in positivem Sinne zu Terstehen. 
2} Vgh § 91, Nr. 1, hinter OL (2), S. 691. 
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Nr. 7, 


Andererseits ergibt sich: 

n = b,b,-b,b^. 

B _ 

sodaß also, wegen; B > 0, 0 <-| — < 1, auch N das Vorzeichen von 
ßt^ßp^i tat, mithin *~ > 0 ist und die quadratische Gleichung (41) 

zwei Wurzeln gleichen Vorzeichens besitzt. 

Ist so folgt aus (42), wenn man in dem Ausdrucke A für 

Aj und die üblichen Rekursionsformeln einführtrf 


== '^jr. ““ 1 S^Ä-fp— 1 l\+p — 2 




2 




— 1 ^Ä+p- 


_ ■:! 

und analog: 


Da die A^, durchweg positir sind und gleichzeitig mit v zu- 
nehmeQ, so ergibt sich wiederum, daß A und N beide das Yorzeichen 
von /Jj — haben, also -^ > 0 ist und die Wurzeln der quadratischen 
Gfleichung (41) glmh bezeichnet sind>) 


7. Mt Benützung der letzten Bemerhung beweisen wir den folgen- 
den, eine wichtige Ergänzung zu dem Hauptsatze von Nr. 5 liefern- 
den Satz: 

Eine perfelde qmdratische Irrationalität liefert stets einen 
rein p&'iodischen regdmäßigen Kettenbruch und umgekdwi stettt 
m rein periodisdier regdmäßiger KeMerdnruch stets den Wert 
einer perfehten quadraMschen Irrationalität dar. 


Beweis. Bedeutet |g eine perfeUe quadratische Irrationalität und 
setzt man: ^ 

Io == + [-^J (wo: ß„ > 1 wegen: lg > 1), 

1) Diese Schlußweise gilt für Ä: > 2 auch noch dann, wenn ^ 0, mit Ausnahme 
des einen Falles: Jfc— 2, ft— — 1, ft*=l, in welchem 0 wird. Da- 

gegen versagt sie, falls Ä«!; übrigens auch, faUs Ä; = 0 — im letzteren Falle so- 
fwegon: A = = 
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so konnte dieser Kettenbruoli auf Grund des Schlußergebnisses der 
vorigen Nummer höchstens ein nicht- periodisches Glied enthalten, 
da ja die Konjugierte von negativ ist. Es beginnt also die Periode 
mindestens mit und man hat daher, wenn dieselbe j^gliedrig ist: 

(46) = ß,., also auch: für v>l, 

auch ist jedes nach dem Hilfssatz von Nr. 4 perfeM. 

Um nachzu weisen, daß die Periode schon mit /Sg beginnt, daß also 
ß^ = /3g j bemerke man, daß aus: 

^ = ßo + T’ = 

durch Vertauschung der in §g und enthaltenen mit — "/A 
resultiert: ^ 

(47) ^o~ ßo~i'~p’ 

®i 

wo wiederum unter |g, die zu |g, |i konjugierten Irrationalitäten zu 
Terstehen sind. Analog findet man; 


(48A 






Da aber nach Gl. (46): 1^. i = und daher auch: = Sv so 

folgt aus 61. (47), (48): 

ßp~ ßo~ So? 

und da |g und perfeit, also 1' und leide negativ und numerisch 
Meiner als 1 sind, so folgt schließlich: 

( 49 ) = 

d. h. der fragliche Eettenbruch ist in der Tat rein periodisch. 

Geht man umgekehrt von dem 2 )-gliedrigen rem periodischen Eetten- 

bmche + bezeichnet seinen Wert mit so hat man 

für /i = l, 2, 3, 

(50) k = ^pp- 

Da aber andererseits die Entwicklung Von lg in einen regelmäßigen 
Eettenbruch nur auf eine einzige Weise möglich ist, so zeigt der Be- 
weis des Hauptsatzes von Nr. 5, daß | für hinlänglich große g perfeM 
ansfallen muß. Mithin ist auch |g der Wert einet perfekten Irrationalität. 


8. Zwischen den Perioden der regelmäßigen Eettenbrficbe für eine 

perfekte quadratische Irrationalität und ihrer negativ nnd reziprok 

genommenen Konjugierten —4 (welche ja gleichfalls jper/eJW ist*)) findet 

»0 


1) S. FuSnote 1, S. 681. 
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eine merkwürdige Beziekung statt, welche den Inhalt des folgenden 
(„Galoisschen") Satzes bildet: 


Die regdmäßigen Ketienbrüche ßr die beiden perfäcten 

guadraUscßien Irraiiondüäten lo und — -p (deren jede die nega- 

So 

tiv und ratiproh genommene Konjugierte der anderen ist) besiteen 
inverse Perioden, d. h. hat man: 


(51a) Io“ 

so ist: 

(51b) -Tri“-- ■■■’ i) 

Umgekdirt stellen mei rein periodische Kettenbrücke mit 
imersnr Periode gwei perfekte guadratisehe Irrationcditäten dar, 
deren jede die negativ und reeiproh genommene Konjugierte der 
anderen ist.^) 



Beweis. Da nach GL (51a) die Periode des Kettenbrnohes für i 
als j)*gliedrig angenommen wurde, so hat man: 

und daher mit Beibehaltung der bisher benützten Bezeichnungen: 

( 62 ) :o“A+'^' 

also in etwas abgelnderter Form und umgekehrter Reihenfolge: 

(63) -S,_j=|sr^ •••’ 

und durdi Übergang zu den konjugierten Werten: 


(64) 


K 


^—ßf—i S,_i> l,_i' 






7 * 




A-i; 


1) Der Sats l&Bt rieh auch anf nieht-perfdie konjugierte Diationalit&ten bzw. 
tmrrin periodisdu Eettenbiücbe übertragen, was jedoch als minder wichtig er- 
scheinend hier nicht darchgefShrt werden soll. (Der Biweis beznht anf der in 
$ 108, Nr. 1, Foünote 1, 8. 77i, angeführten Verallgemeinernng des Identitittasatzei 
für regehnaBige Eettenbrüobe.) 
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Durch sukzeBsiTes Einsetzen folgt hieraus: 

; Ä J l-J J- - i ! : 

(66) =/>,_. H-r * " ■ ‘I ■ ‘ I 

und da: 


^ J J- . . . . 




|8o-So = /So + 


SO ergibt sich, wie behauptet: 


(-1-/ 


1 _ r« 1 ^ n 

ßp-,’ ■■■’ ft’ A_' 


Daß umgekehrt zwei Eettenbrßche von der Form (51 a), (51b) 
überhaupt die Werte zweier p&rfeTder quadratischer Irrationalitäten |g, 
ijj darstellen, folgt ja nach dem Satze von Nr. 7 aus ihrer reinen Perio- 
dizität, und daß diese letzteren dann in der Beziehung ijj = — ^oder 
auch in der damit gleichzeitig bestehenden, nämlich durch Übergang 
zu den konjugierten Werten daraus hervorgehenden; lo = — stehen 
müssen, ergibt sich als unmittelbare Folge des soeben gewonnenen 
ilesultats. 

Zusatz. Bei einem Eettenbruche mit e/ngliedriger oder mit sym- 
matscher Periode: (ßg, ßti ßi> ßo^) fällt oäenbar die inverse Periode 
mit der ursprünglichen zusammen. Er stellt daher, wenn er zugleich 
rein periodisch ist, nach dem eben bewiesenen Satze gleichzeitig den 
Wert einer gewissen perfekten quadratischen Irrationalität und den 
negativen reziproken Wert ihrer Eonjugierten, also — dar, und es 
besteht somit in diesem Falle die Beziehung: 


(56) anders geschrieben: — loln“!- 

Co 

Im Falle der eingliedrigen Periode ß hat man insbesondere: 


d. h.. 


Io— ^+-F' 

^ Co 


1) Dabei lauten die mittelsten GIi<'dei: 
oder aber: 

je nacbdem die Anzahl der Periodeiugliedtir gerade («s 2 m) oder Mngerade 
(«»2m + l) ist. 
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xiiid da die (einzige) positive Wurzel dieser Gleichung sein muß, so 
ergibt sich: 

(57)' + 

also; 

- Io = I iVW+^ - ß) - ^olo = 1- 

Der für /3 = 1 resultierende emfachste aller periodischen Ketten- 
brüche: l+i^ + T|^+ Wert: (y’ö + l). 

9. Die Ergebnisse der beiden letzten Hummern ermöglichen es, 
genauere Aussagen über das Bilduugsgesetz desjenigen regelmäßigen 
Kettenbruches zu machen, 'welcher die Quadratwurzel aus einer nicht 
quadratischen rationalen Zahl p > 1 darstellt Bedeutet die größte 
in Yq enthaltene ganze Zahl, so ist offenbar Yq + ßo perfäde 
qoadratische Irrationalität, wenn p eine ganee Zahl.^) Aber auch, wenn 
Q gü)roelm, etwa p = -; besitzt "j/p -f- ^nselben Wert wie eine 
bestimmte perfekte Irrationalität, nämlich: Infolgedessen ist 

also yp + ß^ durch einen rein periodischen Kettenbruch darstellbar, 
und zwar einen solchen mit dem Anfangsgliede 2/3, (da ja 2/3, die 
größte in yp -f ß^ enthaltene ganze Zahl), etwa: 

(68) )^+/S.-[2A, ^ (J>äl).’) 

Für die negatir und reziprok gewonnene Konjugierte von yp + /3,, 
also für -i.- - "-" ergibt sich alsdann nach dem Satze der vorigen Nummer 
die Kettenbruc&darstellung: 

sh’ Ä’ »s] 

und hieraus durch Übergang zum reziproken Werte: 



Die Gleichungen (58) und (59) liefern also für l/p zunächst die 
folgenden ewei Kettenbröohe: 

1) Vgl. den Schlnfi der FnBnote 1, S. 786. 

3) Im Falle p=8 rednsiert sich also die Periode auf die beiden Glieder 
Sfti ßi’t in» Palle auf das em Glied 2/i,. 



Nr. 9, § 104. Kettenbrüche füi’ Quadratwurzeln ans rationalen Zahlen. 797 





ßai 

1 

ft’ 

1 

ft’ 


1 " 
2ft. 


ßo> 

1 

ß,-i 

1 

ft-7 

1 

• • •’ ft-' 

1 ■ 
2ft. 


Da aber diese beiden Kettenbräche identisch sein niässen, so 
folgt, diJ: = 

sodaß sich fär l/p schließlich der folgende Ketteubmch ergibt: 


(60) 




ft 


7f ' 

ft 


ft’ «ft} 


Die (unmittelbar hinter dem Anfangsgliede beginnende) Periode 
besteht also ans einem symmettiscdim Teil (welcher eventuell sich au? 
ein einzelnes Glied reduzieren oder auch ganz fehlen kann*)) und dem 
Teilnenner Sßg. 

Umgekehrt stellt ein Kettenbrach von der Form (60) stets die 
Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl größer als, 1 dar. Denn, be- 
zeichnet man seinen Wert mit so folgt zunächst durch Subtraktiou 
von ß^: 




ft 


V 


1 

aftJ 


und durch Übergang zum reziproken Werte: 


(61) 


“ft~’[^'’ h 


•; V f 

ft 


ft 


y- 


Bezeichnet man wieder mit die Konjugierte von so ist |/;;f ^ 
die Konjugierte von also /Jq — 6’ deren negativer reziproker 

Wert, und fär diesen ergibt sich nach dem Satze der vorigen Nummer 
der aus dem Kettenbruche (61) durch Inversion der Periode hervor- 
gehende, also: 






■ft 


V 




1) Jet p mger&de, so sobliefit diese Folge mit der Bes^iebuug: 

‘ a ' 

wUhmud im Falle eines geradm p die leiste der betreffenden Öloichungen lautet: 


ft 


€-t 




2 " jT 

und sodann noch ^ als vereinaeltes Mittelglied des Hymmetriiiclien Teils der 
Pt'riode auftritt. 9 

9) Vgb die Fnfnote 9 auf der Torigen Seite, 
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und wenn man jetzt noch auf beiden Seiten subtrahiert und be- 
achtet, daß alsdann der Kettenbruch unrein periodisch wird und infolge- 
dessen das frühere Anfangsglied 2ßQ der meiten Periode nunmehr als 
Schlußglied der ersten Periode erscheint, so folgt: 


Dieser Kettenbrucli ist aber genau derselbe wie derjenige auf der 

rechten Seite Ton 61. (,60), dessen TVert mit | bezeichnet wurde, und man 

findet somit: . , t , f.» a 

| = — also:| + |' = 0. 


was nur möglich ist, wenn die beiden konjugierten quadratischeu Ir- 
rationalitäten I und I' keinen rationalen Bestandteil besitzen, also von 

der Form sind’^): = Da hierbei insbesondere | > 1 war, 

so hat man also schließlich: | = y^, wo ^ eine rationale nicht-quadra- 
tische Zahl größer als 1 bedeutet. 

Somit ergibt sich der folgende Satz: 


Der regdmäßige Keüenbrudi für die Quad/rodumzd aus einer 
nieht-gmdratisehen rationalen ZcM, die größer cds 1, hat die Form: 


1 1 

11 1 1 

ft’ ft’ 

ft’ ft’ 2ftJ 


(wobei der symmetrische Teil der Periode sich eventueU auf ein 
emsiges Glied reduzieren oder audi ganz fdden kann). Um- 
gekehrt ist der Wert eines söldien Kettetdnruches stets gleich der 
Qmdratwurzd aus einer oberhalb 1 gdegenen, nicht-quadratischen 
rationalen ZaM. 


Wenn der symmetrische Teil des fraglichen Kettenbruches gän*- 
lich fehlt, wenn also: 


so hat man: 
und daher: 


t~g -1- ^ I I ^ I I 
I + A = ' 


d.h.: 

(63) 
s. B.: 


«“V5r+i=[A, 4} 


V?=2 + rl'^+4+ 


1) Vgl Nr. 1 dieses Paragraphen, Gl. (8), S. 781. 
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Wir wollen anoh noch den Fall näher betrachten, daS jener ejxn- 
metrische Teil der Periode eich auf ein einzelnes Glied reduziert^ daß also: 

Wegen: 1 + 1*0 = [ 2 ^ 0 » j] hat man alsdann: 

IP. Il+A~ ftl + Aft + i" 

und daher: 

( 64 ) 

Der Radikand wird dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn ßi 
ein Teiler Ton 2ß^. Insbesondere findet man für ßi — ß^ und 1: 

^ 105. Eine notwendige Bedingung ffir den algebraischen Gharahter 
einer Irrationalzahl. — Herstellnng von regelmäßigen Ketten* 
brfichen und von SystemhrUchen, welche transzendente Zahlen 

darstellen. 

1 . Bezeichnet man mit | eine beliebige positive Irrationalzahl, mit 
- 5 ^ (v == 0 , 1 , 2 , ) die Näherangsbrüche des gleichwertigen regel- 

mäßigen Kettenbruches, so besteht für jedes v die Ungleichung (s. § 103 
Nr. 1 , üngL (4), S. 776): 

(1) ^ ~ ir I ^ 1 “ b't, 'p" 

Diese Formel gibt für die (absolut gemessene) Mtveu^mg getoiem 
rationaler Brüche von der Irrationalzahl | eine nur vom Nenner des 
betreffenden Bruches abhängige obere Schranke, sie fixiert also ein ge> 
wisses Mindesimaß der Annähmmg, welches durch jene Brüche noch 
überschritten wird. Während dieser Tatbestand sich auf alle mSgliche» 
Irrationcdgahlen erstreckt, so ezistieü, bei den <ügebrai8(ßm, Irrationail- 
edhlen auch eine ähnliche untere Schranke für die JJbweidmng jedes be- 
liebigen rationalen Bruches, mit anderen Worten ein gewisses Höehst- 
maß der Annäherung, welches von keinem einzigen rationalen Brache 
erreicht wird. Es gilt nämlich der folgende („Liouvillesche") Satz: 

Ist i eine positive algebraische IrrationdgcM n**' Ordnung, 
so Ußt sich eine 2<M y > 1 angeben dergestalt, daß stets: 



wenn «, ß gans bdidige natürliche ZcMen bedeuten. 


( 2 ) 
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Beweis. Ss mögen zunächst U) ß natürliche Zahlen von der Be- 
schaffenheit bedeuten, daß: 

(3) 

also: 

(4) — 1 < — I < 1 und somit: y < | + 1. 

Auf Grund der in § 25, Nr. 5, S. 15G, gegebenen Definition ist 
? Wurzel einer Gleichung «*“ Grades (wo n>2, da | irrational) mit 
ganzzahligen iLoeffizienten, etwa: 

(5) g (®) x” + Aj a.’ -[- = 0, 

aber keiner Gleichung niedrigeren Grades dieser Gattung. Aus dem 
letzteren Umstande folgt, daß diese Gleichung keine einzige rationale 
Losung haben kann. Dean wäre g (g) ~ 0, so müßte | der Gleichung 
(n — 1)*“ Grades genügen: 

^ S(x)—9{( i) _ Q 

X — Q X — Q ^ 

welche, wie die Ausführung der angedeuteten Division zeigt (vgl. § 25, 
Nr. 4, S. 164), durchweg rationale Zahlen zu Eoeffizienten hat und 
durch Fortschaffung der Nenner ohne weiteres auch in eine solclie mit 
ganeecMigen Koeffizienten umgewandelt werden kann. 

Daraus folgt insbesondere, daß g von NiM' vmchieclen sein 
muß. Da nun: 

^ (j) “ ^ ^ ^ ^ 

und der Eiammerausdruck als von Null verschiedene ganee Zahl 
mindestens den absoluten Betrag 1 besitzen muß, so ergibt sich, daß: 


^6) k(f)!ÄF 

Andererseits hat man wegen g (|) » 0: 

1 » ß 

also mit Berücksichtigung von (4): 



27r. 2. 3. § 106. Eettenbrüche, welche tianszeudente Zahlen darstellen. $01 


Setzt man sodann; 

n 

(8) ^ i' I Aj • (I + = y (wo: y > 1 wegen \l,.\> 1), 

1 

80 fol^t aus (7), daß: 

sodaß sich schließlich mit Benützung von IJngl. (6), wie behauptet, ergibt: 


Hierbei war freilich zunächst vorausgesetzt, daß j | 


1 (s. 


Bugl. (3)). Sind nun aber tc und ß so beschaffen, daß > 1; so 

I r I 

ist ja wegen; y > 1 und /3 > 1 die Ungleichung (2) schon ohne weiteres 
erfüllt.!) 


2. Die Ungleichung (2) liefert, wie ihre Herleitung zeigt, ledig- 
lich eine notwendige Bedingung für den dgebraischen Charakter der 
mit I bezeichneten Irrationalzahl. Ihre wesentliche Bedeutung tritt 
schärfer hervor, wenn man sie zu einer hinreißenden Bedingung 
für den transeendenten^ Charakter der Zalil t nmgestaltet, nämlich: 


( 10 ) 


Ist die positive ZaU % so hesclia/fen, daß, wie groß auch 
eine nätürlißc Zahl n und eine positive Zahl F angenommen 
werden möge, stets natürliche Zahlen, u, ß vorhamtcn sind derart, 
daß: 

i <■ “ ' ^ 1 

p' "r'ß”' 

so kann keine algebraische Zahl noch so hoher Ordnung sein, 
ist also eine transsendente ZaU. 


3. Das vorstehende Ergebnis kann dazu dienen, um Beispiele für 
transzendente Zahlen in Form regelmäßiger KettenbrOche zu gewinnen. 
Versteht man unter ß^ (v «= 1, 2, 3, • • •) eine unbegrenzte Folge noch 
näher zn bestimmender natürlicher Zahlen, unter ß^ gleichfalls eine 
natürliche Zahl oder auch die Hüll und setzt: 

( 11 ) «=‘».+[ 0 ' 


1) Die Annahme: 

folgerang gestatten. 
iiratioml sein sollte. 




( 1 wtirde ja ohne weiteres die gleicbo Schluß- 


Sie tommt aber überhaupt nicht in Betracht, da ja { 


2) S. § 26, Nr, 8, S. 160. 
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so folgt aus dem ersten Teile Ton.Ungl. (1), wenn wieder die Nähe- 

rungsbrüche des obigen Eettenbrnches mit bezeichnet werden, für 
jedes v: 


( 12 ) 



< 




(wegen: + B,_^ > ^,+fB,). 


Es bedeute ferner j), (v = 1, 2, 3, ) eine unbegrenzte Folge nie- 

mcHs alndmender natürlicher Zahlen mit dem Grenzwerte oo, also: 


(13) • • <1>,^ ,limp,== + «> 

r-^-oo 

(z. B. 1 », = v; p, =» [Yv] ; = [(gf »]) tiQ<i es mögen zunächst ß^, will- 

kürlich angenommen, dagegen die für v>2 in folgender Weise 
bestimmt werden. Man setze: 


(14) 


ßi >Bf‘, wo; Bj = ^j 

ß, >Bfs wo: B, = ^,B,-i-B, 

B,= /3,B,_^-f-B,_, nsf. 


Aus der Ungleichung (12) folgt alsdann: 

^ t _ 1 

wo n eine beliebige natürliche Zahl bedeutet. Wird dieses n noch so 
groß Torgeschrieben, so wird, wegen: limp^=a -[- oo, für ein bestimmtes 

V und erst recht für jedes größere v der Exponent p, -H 2 — » ^ 1 
ausfallen, und da andererseits auch lim B,= -f- <x>, so folgt, daß 

B;’’'^ für hinlänglich große v jede noch so große positire Zahl c 
übersteigt. Der unendliche regelmäßige Eettenbruch, dessen Teil- 
nenner den Beziehungen (14) genügen, hat also die Eigenschaft, daß 
bei Idiebig großem n und f für hinlänglich große v stets 



ausfallt, und sein Wert | ist somit eine transeendente Zahl. 


(15) 


4. Man erkennt leicht, daß man bezüglich der Yerwertnng der 
Bedingung (10) zur Herstellung transzendenter Zahlen keineswegs 
ausschließlich auf die Benützung unendlicher KeMenhrüdie angewiesen 
isi Man kuin das gleiche Ziel z. B. auch mit Hilfe Ton nnendlicken 
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Systembrüchen erreichen, und zwar in folgender Weise. Es sei 
eine unbegrenzte Folge natürlicher Zahlen von der Beschaffenheit, daß: 


(16) • • •< 


•, lim 




V-->0O 


-0 


: lim m = cx)) 


(z. B. v\] ] == \lg v]’'+ 1), ß eine natürliche Zahl größer 

als 1 und eine unbegrenzte Folge natürlicher Zahlen kleiner als 
ß. Dann läßt sich zeigen, daß der unendliche Systembrach: 


eine transnendente Zahl darstellt. Setzt man: 




(18) 

SO folgt: 

(19) 


0 <£- 


OL CC 

OTj ms 


M-j. 


A 

-j, ”*v 




ßrriy ^f*p4-2 

ß-i 


)= 


Wird jetzt wieder eine natürliche Zahl « Idiebig groß vor- 
geschrieben, so hat man; 

»»,.+1 - 1 ■-= (♦».+! - » »V - 1) + «»», 
nm^ + r 


m. 


T'+l 








Wegen lim = 0 läßt sich eine untere Schranke für v so 

. nm^+ i , , , t . 

fixieren, daß < ^, wo 9* einen beliebig anzunehmenden posi- 




tiven echten Bruch bedeutet, und es geht alsdann die Ungleichung fl9) 
in die folgende über: 


( 20 ) 




Da bei hinlänglicher Vergrößerung von v der Faktor 
wegen lim = + 00 , jede noch so große positive Zahl T Übev- 


1) In dezimaler Schreibweiae: 


“i“» ‘ ■ 

^05 “«.+0. 
«^“0 für n+ffl»,,. 


PfiagihttJm, TorUimigtn 
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Nr.l. 


steigt, so erfüllt die Zahl | wieder die Bedingung des Satzes von 
Nr. 2, ist also transzendent}) 

Übrigens lassen sich auch leicht andere imendliche Reihen bilden, 

deren Summen gleichfalls transzendente Zahlen sind, z. B. * wo 

wiederum die frühere Bedeutung hat. i 


§ 106. Kettenbrftehe mit negativen Teilzählern (— a^) und positiven 
Teilnennern jS^. — Räherungsbruch-Eigenschafton und Konver- 
genz im Falle; > 1 + «„• 

1. Ein Kettenbruch mit positiven und negativen Griiedern läßt sich 
stets auf die Form bringen“,: 



wo jJfl eine beliebige reeUe Zahl, dagegen für v ^ 1 wesentlich 

positive Zahlen bedeuten und je nach Bedarf «, = ± 1 zu setzen ist. 
Da das additive Anfangsglied /Jj die Natur des endlichen bzw. imend- 
licben Kettenbruches nicht weseatlich beeinflußt und außerdem: 



so können wir ohne merkliche Beschränkung der Allgemeinheit /J© — 0 
und — + 1 annehmen, also unseren weiteren Betrachtungen einen 
Kettenbruch von der Form. 



wo: «j = + 1, 


zugrunde legen. Des weiteren soll angenommen werden, daß die 
ßr Bedingungen genügen: 


(1) ft > Ij ft > i + «,, > 1 (r ^ 2). 


1} l)a beim Beweise des Satzes von Nr. 1 und der daraus gezogenen Fol- 
gerung von Nr. 2 die Lehre von den Kettenbnicben in keiner Weise benützt wird, 
so hätten wir den Inhalt von Nr. 1 und 2 nebst der in Nr. 4 gemachten An- 
wendung auf die Herstellung transzendenter Zahlen mit Hilfe von unendlichen 
Systembrächen schon unmittelbar an § 26 ansobließen künnen. Immerhin ge- 
hSrt der >iatz von Nr. 1 seinem Charakter nach doch so wesentlich dem mit der 
Lehre von den Eettenbrüchen zusammenhängenden Gedankenkreise an, daS ob 
zweckmäßig erschien, ihn erst an der vorliegenden Stelle einzufügen. 

2} S. § 94, Nr. 4, S. 711, letzte Zeile. 
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Werden die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche wieder mit 
A , bezeichnet, so hat man: 

(2> Bo = 1, B, = /3, und fQr V > 2: B, = + f„ce.,B„_j. 


Aus der Rekursionsformel folgt sodann für und B,,.,>0: 


(3) 


B,- B„_j ^ (/3, - 1) B,_j - ß, B,_, (gleich nur für - 1) 
>(/3,-l)(B,_,-B,._,) 

> 0) zugleich: B^_j^ > B^._jj, 


Da aber Bj > Bo > 0, so ergibt sich durch vollständige Induktion 
die Gültigkeit dieser Beziehungen für jedes v ^ 2. Die B^ sind also 
für jedes v posiUv und mit v monoton gunehmend. 

Die gleichen Eigenschaften gelten übrigens auch für die da 
diese ja für v ^ 2 derselben Eekursionsformel genügen, und wegeu 
Ao = 0, Al = «1 auch die erforderlichen Anfangsbedingungen : Aj > Ao > 0 
erfüllt sind. ^ 

Hiernach sind also auch alle Näherungsbrüche K^ — -g^fürv^l 
wohldeünierte positive Zahlen. ’ 

Setzt man in der zweiten und . dritten der Ungleichungen (3), 
nämlich: 

B^ — B^_i ^ (ß^ — 1) '(B,—!“ ^»—j) > 0 (wobei das QieicMieUszeiohen 
nur im Falle «, = — 1, /?,— ! + «, gilt) der Reihe nach v = », 
rt — 1, ■ • • 3, 2, so folgt: 


(4) 


f®- 



- B„_a) > 0 



-1 '(Bn—a 

-B„ ,)>ü 

B,' 

-B, ilß, 

-1;-(B, 

-Öl) >0 

IB. 

-B, 2(A 

-l).(Bi 

o 

A 

of 

1 


und wenn man diese Ungleichungen miteinander, sowie mit der 
aieldi.»g: = 

multipliziert, so ergibt sich nach Weglassung der beiden Seiten ge- 
meinsamen (durchweg von Null Irerschiedenen) Faktoren: 


(6) (/I, - 1) 1) für« >2, 


Übrigens mit dem UletcftMtezeichen auch gültig für n l, während 
für n > 1 das Olwshheitszekhm nur dann gilt, wenn dasselbe in den 
zur Herleitung benützten Beziehungen (4) cmncthmBlos Geltung hat, 
wenn also: 

(6) «, «= — 


1» jU, » 1 4- , für = 2, 3, • • ■ «. 
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Ersetzt man in der Bezielinng (5) Vh sukzessive durch (w — 1), 
in — 2), • • • 2, 1 und addiert zu ihr die so resultierenden Beziehungen 
mit Hinzufügung der Gleichung: 

«jrt ivieir»« 


SO findet man: ^ ^ 

( 7 ) B„>i+(ß,-i)+(ß,-i)(ß,-i)+---+(ßt-i)ißi~i)"- ß--^y 

and zwar in dem Sinne, daß stets: 

71 

(8a) B„ > 1 + 2 (iSi - 1) - 1) • • • (/5.- 1) 

1 

mit eimigm* Ausnahme des durch die Bedingungen (6) charakterisierten 
Falles, in welchem also der betreffende Kettenbruch lautet: 


und die Beziehung (7) die Form annimmt: 

B„= 1 + (i?! — 1) + (^1 — 1) -«s "1 1" tfl — l) •‘^3 «# • • • 

( 81 ») + wo: 

2. Wir fassen jetzt znnäclist den FaE ins Auge, daß für v 2 


duroliweg ■ 


1, also: 


(9) (KJ = - igl 1 ^ (wo:/J,>lnnd/3,> !+«,> lfiirv^2). 

Aus der Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, S 697, ergibt 
sich alsdann (wenn daselbst gesetzt wird: a^ = ccj, dagegen für v ^ 2 : 


a= — a 


K.-K,_, = -Li:^>0, also:K,>K,_,. 


Da die (nach dem Ergebnis von Nr. 1 durchweg positiven) Näherungs- 
brüche Ky im vorliegenden Falle beständig zunehmen, nicht, wie bei 
Eettenbrüchen mit positiven Gliedern, teils wachsend und teils fallend, 
also von heicten Seiten dem Werte K bzw. lim K sich nähern, so 

n n * 

S n-^-» 

liefern sie kein ausreichendes Mittel, um den Grad der Annäberung, welche 
durch irgendein bestimmtes erzielt wird, abschätzen zu können. Zur Er- 
reichung dieses Zweckes führen wir noch eine zweite Folge von Brüchen 
KJ sogenannten Neiennäliermgslrächen ein, welche im Gegensatz zu 
den K^ dem Werte des Eettenbruches sieh fallend nähern. Wir defi- 
nieren als den Ndiennahenmgshmdt des vorgelegten (bzw. unbegrenzt 
fortgesetzten) Eettenbruches (9) die reduzierte Form des Eettenbruches: 

(11) (KJ — 1 ^^ 1 ^^ * ‘ “ I« ifl _i 
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Für v>2 hat man alsdann: 


(12) 




%K—s _ A,— A,._j ^ ^ 
jj B,, — 


und diese Formel gilt schließlich auch für v = 1 wegen: 

_Ai-Ao 

B,-X 

Um zu zeigen, daß die K' mit wachsendem v niemals mneJimen, 
bilden wir für v > 1 : 

w' _ 1/' _ ^r~K~ i _ Ay^-i— A,, 

wo: 

r.- (A,- A,_ .) - B,) - (B - B,_,) (A,^, - AJ, 

Führt man für die entsprechenden, ßekursionsausdrücke 

ein, so wird: 

r.= (A,- A,_,) 1) B,- B,_.) 

und da die mit A^ A,,_j behafteten Glieder sich wegheben, so 

folgt weiter: 

r, — (A+i- (A+,- 1) A,B„, 

+ (^i'+l “»+1 1 ^r— 


sodaß sich schließlich mit Hilfe der Differenzenformel (VI) von § 92, 
Nr. 2, S. 696, ergibt; 


(13) 

also; 

(14) 


V »•+! iB,— By_^)^B,^.^— B,.) 

><:+i<k; (tA = l,2,8,...), 


^:0 


9 


wobei das Gleich heitszeichea dann und nur dann gilt, wenn 
= 1 Die Nebennäherungsbrüche K' sind also nach Gl. (12) 

durchweg jgositiv und mit wachsendem v niemals xmelmend. 

Zur Vergleichung der K' mit den K, hat man nach 61. (12): 



Ay"“Ay__J Ay 

B — B 1 B 


’B"Td 


(15) 




B — B 


>0 


und daher für jedes v>l: 


(16) K'>K^ (mit definitivem -4MSSc/iiM/8 der ÖZcjcääcö). 
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T)a insbesondere: 


ly t/f 


so läßt sieb der inbalt der Ungleicbnngen (10), (14), (15) in folgender 
Weise übersichtlich znsammenfassen: 

(<7) |=K.<K,<-- <K,_.<K,<K:SK;-iS"-SK.'-S?n- 

Dabei gilt die ffame Fdge der zulässigen Gleichheitszeichen, wenn die 
«j., für t'>2 durchweg der Bedingung (6) genügen, wenn also: 

(18) == 1 + «r für V = 2, 3, • • • n. 


In diesem Falle hat man also: 

(19) 

während in jedem Falle: 

(20) S- 


» ft — 1 




3. Aus den Ungleichungen (17) geht unmittelbar hervor, daß ein 

roc^ cc "1 

unendlicher Kettenbnich von der Form: hr» ~ ir > dbssen Teilzähler 

und Teilnenner den Bedingungen (1) genügen, stets lionvergieri, und 
zwar, da ja bei Weglassung von Anfangsgliedern seine charakteristischen 
Gliedereigenschaften (abgesehen von dem für die Konvergenz belang- 
losen Anfangsvorzeichen) erhalten bleiben, unbedingt konvergiert. Wird 

sein Wert lim mit K bezeichnet, so würde aus (20) zunächst nur 
«->00 

geschlossen werden können, daß: 

( 21 ) 

ft — ft — 1 

Aus den Ungleichungen (17) folgt indessen, daß für das Auftreten des 
ersten GhidiheitszeMk&as jede Möglichkeit ausgeschlossen ist, daß da- 
gegen das meite dann und nur dann gilt, wenn gleichzeitig: 

(22) lim K^= lim K', K' — für jedes «.’) 

Was die erste dieser beiden Beziehungen betrifft, so dürfte man beim 
bloßen Anblick der beiden Kettenbrüche: 


1) Würde in der Folge: 

Ki'>k;_^...>k;;> 

auch nur eiu einziges Ungleid:>3itszeivhsn gelten, so könnte ja niemah: 
limK'=K' •werden. 

,..v« " 1 
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“»-^1 “«i 

= 1/s* *■■ |P«-t 1^» 


• “«-il “« I 

1 ^» ■■■ \ßn-t \ß«~^ 

leicht geneigt sein, die Übereinstimmung jener beiden Grenzwerte (deren 
Existenz ja bereits außer Frage steht) als etwas Selbstverständliches 
anzusehen, da ja. für n — ► oo entsprechende Glieder Idi^g hohen 
Banges bei beiden Eettenbrüchen durchaus ideniisdi sind. Daß aber 
diese Annahme nichb zutrifft, wird sofort deutlich, wenn man beachtet, 
daß die Beziehung: limK^ = limK' mit Rücksicht auf Gl. (\2) soviel 

n*>ao «->« 


besagt wie die folgende: 
(23) 


A„ 

Um — Aiiu. p ö"~ 
«->•00 «->•» — 1 




und daß, unter Voraussetzung der Existenz des redüs stehenden Grenz- 
wertes, die Gültigkeit dieser Beziehung auf Grund des verallgemeinerten 
Cauchyschen Grenzwertsatzes (s. § 37, Nr. 3, 61. (13), S. 230) nur ge- 
sichert ist, falls mit n (monoton) ins Unendliche wächst^), daß da- 
gegen die Gleichheit jener beiden Grenzwerte im allgemeinen aufhört, 
wenn (also auch A^) für n — ► oo einem endlichen Grenzwerte zn- 
strebt^), und daß andererseits in dem vorliegenden Zusammenhänge 
dieser Fall auch wirklich, und zwar sogar in erheblichem Umfange ein- 
treten kann. Aus der Rekursionsformel: 


folgt nämlich: 


B = 

r 


ßy “v 2 


1) Das nämliche Resultat würde sich auch aus GL (15) ergeben, 
bat man mit Benützung von UngL (6): 


Danach 


k;* 


also: 


-K.£|- 

lim 


Ofl«i 


1“2- 






= Hm , wenn lim =5 bo. 
«*>00 «<>00 


S) In diesem Falle würde nämlich die Beziehung (28) die Fon» annehmen; 






'rt— 1 


lim B, 

n ^0» 

die offenbar etwas generell üvmägliehes besagt. Denn bedeutet 0 eine ganz be- 
liebige (auch komplexe) Zahl^ so bleibt die rechte Seite der obigen Gleichung un- 
geändert, wenn man durch Ay+ C ersetzt, während die linke je nach Wahl 
von C jeden heliehiffenWett annehmen und nur „auenahmsweieei^^, nämlich für eine 
ganz spezielle Wahl von C mit der rechten übereinsfcimmen würde, (Binfachites 
Beispiel: + Ob diese „ausnahmsweise“ Übereinstimmung in dem vor** 

liegenden Falle jemals stattfindet§ bleibt dahingestellt* 
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uöd darch wiederholte Anwendung dieser Ungleichimg für v = n, 
w — ' 1, • • • 2 mit Berücksichtigung von = ft: 

(24) B„< ßj„_, • . • (1 4- (ß,- 1) ) (1 + iß,- 1) ) • ■ • (1 + {ß- 1) ). 

Dieses Produkt besitzt aber für n — ► cx> einen endlichen Grenzwert, 
00 

wenn die Reihe ^ (ß^— 1) 'konvergiert (nach § 81, Nr. 1, S. 621), bo- 
1 _ . 

daß also ia diesem Falle auch lim B,, endlich ausfällt. Da auderei’seits 
aus üngl. (7) folgt, daß; 

(26) litn B„> 1 (ß,- 1) iß,- 1) • • • iß,- 1), 

«->•00 

so ergibt sich: 

00 

Die Konvergenz de9* JReihe (ft"^ 1) Mdet eine hin- 

1 

CO 

reichende, diejenige der Beihe ^ (^j— 1) (/^j — 1 ) * • • iß„-- 1 ) 

1 . 

eine notwendige Bedingung für die B/ndlicIdt^ von lim B,,. 

«•>» 


4. Eebren wir nach dieser allgemeinen Erörterung wieder zu dem 
besonderen Falle der Bedingungen (22) zurQck^ so steht zunächst fesi^ 
daß die zweite dieser Bedingungen nach 61. (18) und (19) dann und 
nwr dann erfüllt ist, wenn durchweg: = 1 + (y ^ 2). Ist dies der 
Fall, so gilt 61. (8b}, und es wird daher: 

(26) + 

1 

also lim B^» oo und somit nach dem Ergebnis der vorigen Nummer: 

(27) lim Kj, = lim K' d. h. = 

«->00 «->flO Pl ^ 

00 

wenn die Reihe divergiert. 

1 

Um auch den Wert des Eettenbruches unter Beibehaltung der 
Bedingung: + (*'^2) für den Fall der Konvergem dieser 

Beihe zu bestimmen, kann man der Beknrsionsformel für die zu- 
nädist die Beziehung entnehmen: 

^ r—l ~ % (^-^1 
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Qiid findet daraus durch mederholte Anwendung für v ~ n, (n — 1), 
• • . 3, 2 mit Berücksichtigung von: Aj = a^, A, — 0 (im übrigen ganz 
analog wie bei der Herleitung von (5) aus (4)): 

m 

also schließlich (wiederum analog wie beim Übergange (5.) zu (7)); 
(28) A,^, = «1 + «1 «2 + h «1 «j • • • a„ = 0,,. 


Somit ergibt sich: 


(29) 



A-1 



00 


und, wenn die Reihe ^ a, «j • • • gegen den Wert ö konvergiert, also: 
lim 0,^=0: i 


(30) 


lim K, = 



“? . 
i5;-i 


Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich schließlich zu dem folgenden 
Satze zusammenfassen: 


1) Im Falle lim = + 00 ergibt sich hieraus wieder, iu Übereinstimmung mit 
Gl. (2T): 


lim 


■ft- 


Übrigens läßt sich, dieses Besultat auch aas der Äqaivalenzformel von § Nr. 2^ 
GL (8b;, S. 7U, herleiten. Danach hat man: 


1 

r 



n 

a 

1 


und durch Übergang zum reziproken Werte: 


1 + ^ 



also, falls lim «+ oo; 
«->«0 



Da es freisteht, alle Indizes um 1 zu erhdhen, so folgt, da0 auch; 



und somit schließlich: 
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Ist: 

jSi > 1 mi /S,> 1 + «, > 1 /«»■ V > 2^), 

so ist der unendliche Kettenlruch: 

0^1 ^ “vj 

ift ■ |X 

unhedittgi konvergent. Sein Wert liegt smscJten ^ und 
mit Ausnahme eines einzigen Falles, in wdehem die zweite dieser 
beiden Grenzen erreicht wird, nämlich wenn: 

cc 

ß^— 1 + «, (v = 2, 3, •. ) und: ^ «, «j • • • «,,*= + oo. 

1 

Man hat dann aUo: 

iLij i5«_l J --'■-J .3 . 

§ 107. NegaitiT-regelmäßige Kettenbräche. — Ideutitätssatz. — 
Darstellang rationaler nnd irrationaler Zahlen dnreh negativ- 
regelmäßige Kettenbrüche. 

1. Unter einem negativ -regelmäßigm Kettenbrnche verstehen wir 
einen solchen von der Form: 

wo ß„ eine beliebige ganze Zahl nnd die für v ^ 1 natürliche ZcMen 
> 2 bedeuten. Es ist dies also (abgesehen von dem prinzipiell niclit 
wesentlichen Anfangsgliede /?,) eine spezielle Gattung des im vorigen 
Paragraphen betrachteten, der Bedingung ^ 1 + «, genügenden Ketten- 
bruchtypus j” bzw. } welche im übrigen ähnliche Eigen- 

schaften besitzt wie die von uns schlechthin als regelmäßig bezeich- 
neten Kettenbrfiche (§ 101, S. 752 und § 103, S. 773). 

Werden die Zähler und Nenner der Näherangsbrüche wieder mit 
A,, bezeichnet, so folgt zunächst mit Rücksicht darauf, daß das 
jetzt hinzugefügte Anfangsglied ß^ und der erste Teilzähler (der hier 


1) Hierbei ksnu also das Vorzeichen von «j, da über dasselbe keine aus- 
drilcklichc Verfügunjf getrofl'en ist, auch negativ gedacht werden. Ist das letztere 
der Voll, so wird offenbar auch der Wert des Kettenbraches: K<0 und man lat: 



Ki'.l. 
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{— 1) beißt, nicht wie zuvor u^, wo ßi>0) in den Ausdrücken für die 
überhaupt nicht Torkommt, daß auf diese letzteren ohne weiteres die Er- 
gebnisse des vorigen Paragraphen angewendet werden können. Man 
hat also auf Girund der dort (S. 805) mit (3 ) bezeichneten Beziehungen 
für » ^ 1 durchweg: > 0, sodaß also das Vorkommen sinn- 

loser Näherungsbrüche wieder ausgeschlossen ist. Da im übrigen die 
mit V nur um ganze ZaUen wachsen, so hat man hier in jedem Falle: 

(1) limB^=-f-(x. 

t'-Voo 

Bezüglich der tritt gegenüber dem vorigen Paragraphen inso- 
fern eine Änderung ein, als die Anfangsgleichungen (statt Ag = 0, 
Al = «i) nunmehr lauten: Ag = /Jg, Aj = — 1. 

Aus der Rekursionsformel: 

( 2 ) (*'•>: 2 ) 

folgt alsdann im Falle ßo = 0 (wo also: Ag = 0, \ 1) und im 

Falle ^0 < 0 (wo also: Ag = — • | jSg j < — 1 , Aj = — /?! i ft, i — 1 < Ag), 
daß die \ durchweg negatw ansfallen und mit v monerieeh zunehmen. 
Ist dagegen j8g >0, d. h, > 1 (also: Ag = > 1, A, — ß^ß^ — ■ 1 > 2/Jg 

— 1 > ^0 daher: Ai ^>. Ag > 0, wobei das Gleichheitszeiehm nur in 
dem einzigen Falle /3g = 1, jSi = 2 gilt), so fallen die \ wieder durch- 
weg pos'itiv aus und, abgesehen von einem einzigen sogleich anzugeben- 
den Ausnahmefal], mit v monoton zunehmend. Man hat nämlich zu- 
nächst nach Ql. (2) allemal:' A^ ^ K~v sofern »ur A^_i > A^_j > (I, 
was auf Grund der soeben angegebenen Anfangsbedingungen tatsädilich 
der Fall ist. Dabei tritt aber die Gleichheit A,, = A,, _i dann und nur 
dann ein, wenn gleichzeitig ß^ = 2 und also, wie die Fort- 
setzung dieser Schlußweise ergibt, wenn durchweg: = /3^„ «2 

und: A^_j .== A^_ j— • • • = Aj = Ag, d. h, schließlich: A,, — ß^ — 1. 

Im übrigen sind offenbar alle A^, B,, ganze Zahlen und, da die 
Differenzenformel (VI) von § 92, S. 606, hier die Form annimmt: 

(3) A,B„_^ - A,,_, ^ B„ = - 1 (wegen : * u, ,*=...=* = ~ 1), 

rdativ prim, die Nälicrnngsbrüche s - also reduzierte Brüche (gerade- 

so ■(vio bei regelmäßigen Eettenbrüchon — s. § 101 , Nr. 1, S. 753), 
welche wegen: 

(4) B <0 (also: K,<K„.,) 

mit wachsendem v beständig almehnu » (d. b, algämaiscli, also im Falle 
K,, < 0 bei wacksrndm Absolutwert). Man bälte dies auch unmittelbar 
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aus Nr. 2 des vorigen l'aragraplien, Gl. (10) entnehmen können, wenn 
man in I^eehnung zieht, daß bei Festhaltung der dort gebrauchten Be- 
zeichnung den jetzigen Näherungsbrüchen der Wert — K^, zukommen 
VTürde. Die analoge Schlußweise läßt erkennen, daß an die Stelle der 
Ungleichungen (14) und (16) jetzt die folgenden treten (für v> l): 


K'<K^. (mic Ausschluß der Gleichheit)^ 

sodaß sich im Torliegenden Falle schließlich das folgende System von 
Ungleichungen ergibt: 


( 6 ) 


und zwar mit dem Zusatz, daß die ganze Folge von QleichJieitszeiahen. 
nur gilt, wenn für i' ^ 2 durchweg: ß^, = 2. 


Für den «neMÄZicÄe«.uegativ-regelmäßigen Keltenbruch: ßg -f* 



desseu unbedingte Konvergenz nach dem Lehrsätze von Kr. 4 des vorigen 
Paragraphen ja bereits feststeht, ergibt sich aus den Ungleichungen (5), 
daß sein Wert in den Grenzen ßo—'/r—z and ßg — ^- liegt und daß 
nur deren erste möglicherweise erreicht werden kann, nämlich dann und 
nur dann, wenn in (5) die sämUichen GZeicMeifezeichen gelten, wenn 
also für r ^ 2 durchweg: ß^ = 2- Daß dies aber tatsächlich der Fall 
ist, daß also: 


(61 


Jd L l 



folgt wieder aus dem genannten Lehrsätze, kann aber auch unmittelbar 
daraus erkannt werden, daß der Wert des periodischen Kettenhruchcs: 

1 i 1 { 1 i 

iS ■ 2 ' is 

sich aus der Gleichung: 

= also: x^~2x + l = 0 


bestimmt und daß diese den Wert a = 1 liefert, also: 


(7) 


11 i| LI 

12 1 2 1 2 


Setzt man wieder speziell ßg = 0 und gibt dem ersten Teilzähler 
das positive Vorzeichen, so folgt aus Ungl, (20) von Nr. 2 des vorigen 
Paragraphen, S. 808, für w > 2; 




(wo ft > 2) 


( 8 ) 



Nr. 2. 
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und daher um so mehr: 


(Ü) 0< < 1 (mit uiiissdiluß jeder Gleichheit). 

Nach dem Lehrsätze von Nr. 4 des vorigen Paragraphen und 
der znleLzt gemachten Bemerkung gilt diese doppelte Ungleichung auch 
für n — >■ 00 mit einziger Ausnahme des Falles: ß^ — 2 für v> 1, 
in welchem gemäß 61.(6) an die Stelle des meiten üngleichheitszeichem 
das Gleichheitszeichen tritt. 

2. Mit Hilfe des letzten Ergebnisses läßt sich zeigen, daß für 
die negativ-regelmäßigen Kettenbrüche ein ähnlicher Identiiätssate be- 
steht wie für die schlechthin regelmäßigen, nämlich: 

Zwei endliche oder zwei unendliche negativ-regdmäßige Ketleti- 
hriichc, welche densdben Wert besitzen, sind identisch. 


Der Beweis stimmt, abgesehen von einem bei unendlichen Ketten- 
brüchen der vorliegenden Art za berücksichtigenden Sonderfall, fast 
wörtlich mit dem entsprechenden für regdmäßige Kettenbrüche überein 
(8. § 101, Nr. 1, S. 753; § 103, Nr. 1, S. 774). 

Handelt es sich zunächst um zwei endlicke Kettenbrüche, etwa: 


(10*) ßo + = ßo -1- , wo n' > n, 

so folgt zunächst: 





und da ßor ßo ganze Zahlen, die beiden Bestandteile der rechtexi Seite 
dagegen nach TTngl. (9) positiv und Heiner als 1 sind, so ist diese 
Bleichung nur möglich, weim ihre beiden Seiten den Wert 0 haben, 
und man findet somit: 


also aus der zweiten dieser Gleichungen durch Übergang zu den rezi- 
proken Werten: 


(lOx) 



und hieraus wiederum durch die zuvor benützte Schlußweise: 


( 12 .) 
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In dieser Weise weiter fortfahrend gelangt man zn der Beziehung: 



aus der mit Notvpendigkeit folgt, daß: 

(12.) [i'T' -0, = 

Damit ist für endliSie Kettenbrüclie der oben ausgesprocbene Satz 
bewiesen. 

Geht man nun zweitens von der Voraussetzung aus: 


(13) 


r— iT 


so läßt sich ja die zuvor benützte, im wesentlicben nur auf der An- 
wendbarkeit der Ungleichung (9.) beruhende Schluß weise unbegrenzt 
fortsetzen, falls keiner der beiden unendlichen Kettenbrüehe die Periode 
— besitzt; sodaß sich also in diesem Falle wieder deren Identität 
ergibt. Steht dagegen fest, daß zunächst einer der beiden Kettenbrüche, 

z. B. der zweite, die Periode — hat und beginnt diese etwa mit dem 
»1 * . 

Gliede — — , so findet man, wie zuvor: 

(i4j ßo = ßo, ß'x “ /Sil • • ■ ^ [t' ~t} 


und da der eweiie dieser 'Kettenbrüehe den Wert 1 hat, so gilt das 
gleiche von dem 'mim, was wiederum nur möglich ist, wenn für 
V ^ »* + 1 durchweg: /?' = 2. Die beiden unendlichen Kettenbrüche 
sind also auch in diesem Falle identisdt. 

Zusatz. Man bemerke, daß es unrichtig wäre, den Torsteheiiden 
Satz so zu fassen: „Zwei gleichwertige negativ- regelmäßige Ketten- 
brüche sind identisch.'' Es muß .vielmehr ausdrücklich gesagt werden, 
daß die Kettenbrüche beide als endlich oder beide als unendlich voraus- 
gesetzt sind. Denn hier gibt es ja (im Gfegensatz zu den schlechthin 
regelmäßigen Kettenbrfichen} unendliche Kettenbrücke, welche mit end- 
lichen negativ-regelmäßigen gleichimtig (aber selbstverständlich nicht 
identisch) sind. 

Man hat nämlich: 


wenn: 



_ ‘ 1 
I?; i^»+i-i’ 

J I _ Li _ 

[2 12 • 


Dabei ist auch der endlich Kettenbrueb ein ne^üv-regämäßigert 
sofern nur: vorausgesetzt wird. 
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3. Daß jeder endliche, etwa n-gliedrige negativ-regelmäßige Ketten- 
brach eine gebrochene rationale Zahl darstellt, folgt ohne weiteres 
daraus, daß (nach dem oben im Anschluß an 61. (3) Gesagten) \ und 
ganemhlig und zueinander rdativ prim sind. Es läßt sich aber auch 
umgMirt zeigen, daß jeder (echte oder unechte, positive oder negative) 
rationcde Bruch durch einen und nur einen enMichen negativ-regdimßigen 
Kettenbruch dargestellt werden kann. Ist nämlich pg eine ganze Zahl 
beliebigen Vorzeichens, pi eine nicht in j pg | enthaltene natürliche Zahl, 
so läßt sich zunächst pg in die Form setzen'): 

(l5o) (also: ?^ = ^g- 

wo jSg eine (positive oder^negative) ganze Zahl einschließlich der Null, 
Pj eine dem Intervall 0 < < p, angehörige natürliche Zahl bedeutet 

Wendet man jetzt auf pj den Euklidische», Algorithmus mit der Ab- 
änderung an, daß mau jedesmal den Quotienten um eine Einheit gn 
groß (also >2) und infolgedessen den Best negativ und numerisch 
kleiner als den Divisor nimmt, so entsteht ein System von Gleichungen 
folgender Art: 

[(»1 =ßi9i -S»8> wo: > 2, 0<P8<p. 

1 ^ ßs9} p4J ßi^ 2, 0 < p.j < pg 


P„_1 = ß„..i 9„ - (»H-i ß„-i^^’ ^<(tn+i< 9 „ 

9n ’=ßn9n+l ßnk^' 

Bringt man diese Gleichungen auf die Form: 


?i Ä ?« 9x Ä 


?i, 

9i 


9« — 1 




Pn-1-1 


J n_ , 


ß»> 


so ergibt sich durch Übergang zu den reziproken Werten und suk- 
zessives Einsetzen in Gl. (lög) für ~ der folgende Kettenbruch: 


(16) 


2s__o _iJ 

Ift" -ift ]/»/ 


1) Uau bat im Falle e. >0; 

<?() = y • Ci + e' 
==(y+i)e,-(e,— F;. 

WO: y^O und: 0<e'<ei, •ko oucb: 0< e, — e'<e,. 
Ist c, < 0, BO folgt zunftchet! 

, !Pol-y«i4-e', 

also: 

p»“(— ylPi—e'. 

wo wieder: 0 und C<e'<e,. 
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Daß andererseits kein zweiter mit ^ gleichwertiger endlicher 
Kettenhruch dieser Gattung existiert, folgt unmittelbar aus dem Iden- 
titätssatze der Torigen Nummer. Dagegen lehrt der Schluß des „Zu- 
satzes“, daß ^ auch noch durch einen unendlichen negativ-regelmäßigen 

1 . * 

Kettenhrucli mit der Periode — ^ darstellbar ist, nämlich: 


(17) = 



1 I M _ JLi _ i' 

|2 12 


(ähnlich, wie ein mdlicher Systembrur-h mit der Basis ß auch durch 
einen unendlü^im mit der Periode ß — 1 ersetzt werden kann: vgl. 
§ 18, Nr. 3, S. 110; § 20, Nr. 1, S. 117). 


4. Der Wert eines unendlichen negativ-regelmäßigen Eettenbmches, 
der nicht die Periode — besitz!^ ist stets irrational. Denn, wäre er 
rational, so müßte der unmdliche Eettenbruch mit einem gewissen end- 
lidien negativ-regelmäßigen gleichwertig sein, was nach dem Zusatz zu 
Nr. 2 nur mSglich wäre, wenn er die Periode — hätte. 

Umgekehrt hißt sich wiederum zeigen, daß jede Irrationalzahl ^ 
durch einen und nur einen unendlichen negativ -regelmäßigen Eetten- 
bruch darstellbar ist. Bedeutet nämlich /}, die Ueinste dberJudh % 
liegende ganze Zahl (sodaß also: /3, — 1 < < /J,), so kann man zu- 

nächst setzen: 

(18o) Io = ^0 — T> wo: 0 < /- < 1, also: li > 1. 

Ist sodann ß^ die kleinste oberhalb liegende Zahl (also: ßi> 2 
wegen: g, > 1), so folgt weiter: 


(18i) li = ft — ^ , wo: 0 < ^ < J, also: g, > 1. 

In dieser Weise weiter fortfahrend findet man allgemein (für v — 1 
2, 3, ): 

(18,) = ft - 1 ^^, wo: ft > 2, 0 < < 1, also: > 1, 


uad durch sukzessives Einsetzen dieser Beziehungen in Ql. (18 q): 

1 1 


(19) 


lo-ft 1 ^- 


,JJ 

Ift 


. M 
Tßr 




Dieser Prozeß bann niemals abbrechen, d. h. es kann nicht für 
irgendein bestimmtes v = n die Gleichung (18,) sich auf die folgende 
reduzieren: 

K = ßn 
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da in diesem Falle: 


Ift ■■■ \ßu 

d. li. Io rational wäre, was der Voraussetzung widerspricht. Man er- 
hält also auf diese Weise einen unendlichen Kettenbruch von der Form: 

( 20 ) {-■■■■: 

von dem sich schließlich zeigen läßt, daß er gegen den Wert lo kon- 

A 

vergiert.’) Werden nämlich seine Näherungsbrüche wieder mit g’ 
(v = 0, 1, 2, ) bezeichnet, so folgt aus Gl. (19): ' ' 

(21) SO“ $ , “b"— B~’ 

und daher: 




(s. öl. ( 3 )). 


Da aber 1 , 4 .^ > 1, also: B,.— ^ > 1 uml 

lim B,. == + 00 (nach GL (1)), so folgt: 

r-v » 

(23) lim(lo- ^•) = 0 
und somit schließlich: 

(24) ~ ' 

Aus dem Identitätssatze von Nr. 2 ergibt sich daun noch, dafi die 
obige Darstelluüg von durch einen negatiiy-regdmäßigm Kettenbruch 
die einzig mögliche dieser Art ist. 

Es findet also eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen der 
Menge der redlm Zahlen und derjenigen der unendlichen negativ regel* 
mäßigen Kettenbrüche statt. Dieselbe könnte offenbar dazu dienen, 
um den bereits mit Hilfe der menälidm Sf/stemhrüche mul regelmäßigen 
Kettenbrädie gelieferten Beweis für die Äquivalenz einer gewissen 
reellen und komplexen Zahlenmenge (§ 71, Nr. 9, 4, S. 546 ff.; § 103, Nr. », 
S. 778) in analoger, jedoch wesenRieh veremfachter Weise zu führen, 
da ja die störende Eolle, welche bei den Systainbriiehen die N«?/ als 
Periodenziffer spielt, hier gänzlich wegfällt, ebenso aber auch diejenige 
Weitläufigkeit, welche bei Anwendung der regelmäßigen Kettenbrüche 
dadurch hervorgerufen wird, daß diese nur irrationale Zahlen darstellen. 


1 ) Der betreffende Kettenbrueb kann also keinesfalls die Periode — ^ bo- 

sitzen, da ja anderenfalls sein Wert wieder rational sein müßte, Mit» anderen 
Worten: der negativ-regelmäßige Kettenbruch fflr eine Irrationalzahl |(j muß stet» 
unendlich viele Teilnenner > Z enthalten. 

Pringihelm, VoTlMunnan 1,5. 5 $ 
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§ 108. Die Bedingung ß^>l + % als hinreichende für die Kon* 

t €C “I®® 

±^J mit reellen Gliedern beliebigen 

Yorzeichens. — Antrendnng der Exteusion zu teilweiser 
Erweiterung dieser Eonvergenzbedingnng. 

1. Die in § 106, Nr. 3, S. 808, für die Konvergem der Eettenbrüche 

t CC "1 * 

— g— (wo: 0) als hinreichend erkannte 

P» P» Jj 

Bedingung(l), S 804,EÄmlicli: >.l, /J, ^ 1 + a, (für v > 2), erweist 
sid), wie jetzt gezeigt werden soll, auch als hinreichmd für die Kon- 
vergem Ton Eettehbrüchen mit reellen Gliedern Idiehigen Yorzeichens, 

r*rST 

also solchen Ton der Form: , wo ganz nach Belieben eine 

der beiden Zahlen ± 1 rorstellt, übrigens aus Zweckmäßigkeitsgründen 
wieder = + 1 angenommen werden soE‘) Ferner wollen wir der 
Symmetrie zuliebe an Stelle der Bedingung /Jj > 1 die bisher nur für 
v>2 festgesetzte Bedingung auch auf den Fall v = 1 ansdehnen, so- 
daß also von jetzt ab: 

(1) ß^>l + a,>l fürv>l. 

Hierin liegt in Wahrheit keine eigentliche Beschränkung der All- 
gemeinheit, da ja, falls ß^ nur der Bedingung: /3, > 1, nicht aber der 
Bedingung (1) genügen sollte, vermittelst der Beziehung: 

die Eigenschaften des er^en Eettenbrnches (auch für « — »• oo) un- 
mittelbar aus denjenigen des etoeiten entnommen werden können und 
das An&ngsglied dieses letzteren der &aglichen Bedingung genügt. 

In § 106, Nr. 1, S. 805, wurde bereits gezeigt, daß unter den ge- 
machten Y'oraussetzungen die Näherungsbruch-Zähler und -Nenner A^, 
durchweg positive, mit v monoton zunämende, also die Nähemngs- 
brüche durchweg wohldefinierte positive Zahlen sind. Ferner, ergab 
sich (S. 805/6, ITngl. (5) und (.7)): 

(3) ... 


(4) 




1) Der Fall s, 1 ÜlBt sich ja auf Gnuid der Beziehung: 

r«l 

L h ß, J. 

auf denjenigen eines positiven, Anfangszählers zorückführen. 
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wobei das Gleichheitszeiciken dann und nur dann gilt, wenn durchweg; 
(6) = — Ij fürv>2. 

Da die ursprQnglicb nur für v^2 eingefuhrte Bedingung 1 4*«^ 
jetzt auch für v “ 1 gelten soll, sodaß also: j5,, 1 ^ für i/ > 1, 

so folgt zunächst aus XJngl. (4), daß: 

n 

{6a) wo: = 

1 

mit Ausschluß der Gleichheit^ möglicherweise ausgenommen den durch die 
Gleichungen (5) charakterisierten Fall. Wird zu diesen wiederum noch 
die Beziehung ß^^l + hinzugefügt, so ergibt sich (übereinstimmend 
mit GL (8b), S. 806, für ft = 1 + 


(6b) + 

in dem einzigen AusmhmefdUef welcher nunmehr durch die Bedingungen 
bestimmt wird; 


(7) = — 1, = l + fürv^l. 


(s. 

( 8 ) 


Wie aas den in § 106, Nr. 4 gefundenen Ergebnissen berrorgehb 
ÖL (27) und (30), S. 810/11), hat man in diesem besonderen Falle: 

=;-r— ; wenn: limtf == ff, 

= 1, wenn: lim = + oo, 


lim 


^1 


mit anderen Worten, der Kettenbruch j-jT"» iZ" " konrergiert gegen 

j^l -t*- Cfj S »Ja X) 

den Wert- j-— <1 oder 1, je nachdem die Eeihe ^»Ct 

gegen den Wert ff konvergiert oder divergiert. 

Zur Behandlung des allgemeinen Falles geben wir von der (mit 
Rücksidht auf: A, = 0) be8teheii,den Identität aus: 


( 9 ) 



-A 




welche mit Benützung der Differenzenformel (YU) von § 92, Nr. 2, 
S. 697, in die folgende Beziehung übergeht: 


( 10 ) 

Man findet daher: 




-1 « 1«1 


Ul) -S- B~7b ' 


58 
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Nr. 1. 


sofern die betreffende unendliche Reihe IconvergieH. Nun folgt aus 
CJngl. (3), daß: 

(12) a,---«,, 

wobei das GfleklüieitszeiekeTo. aussusMießm ist, wenn die Bedingangen (7) 
für V = 1, 2, n nicht ausnahmüos erfüllt sind. Da der besondere 
Fall ihrer für jedes noch, so große n ausnahmslosen Geltung bereits er- 
ledigt ist, so ergibt sich in dem jetzt behandelten cdlgememen Falle: 


(13) 


2,”(-l) • -B ' , B'~ ~~ ^ ^-b-Tb" < Z"~b'Tb 


und zwai’ zum mindesten bei hinlänglicher Vergrößerung von n mit 
sicherem Ausschluß der Gleidiheit. Und, was wesentlieh ist, diese ün- 
gleielihmt kann bei weiterer Vergrößerung von n, insbesondere auch 
für n — ^ cx> niemals aufgehoben werden, da ja die betreffende Summe 
bzw. unendliche Reihe mindestens ein Glied enthält, für welches die 
Ungleichung besteht: 


(Id) B,. - B,,_, > «1 cj 


a^, also: 


1 1 _ 

B, _jB,, B^_i B,, 


Somit ergibt sich aus Ungl. (13) für » -> oo : 


(15) 



d. h. < 1 


mit AussMuß der Gleichheit, und zwar unabhängig davon, ob der Grenzwert 
lim endlich oder tmendlich groß ausfällt, also auch unabhängig davon, ob 

w-yoo « 

die Reihe Oj Iconvergiert oder divergiert. Daraus folgt weiter, 

1 

daß die in GL (11) auftretende Reihe absolut konvergiert und daß in jedem 
Falle ihr Absoluiwert Täeiner als 1 ist, daß also der betreffende unend- 
liche Eettenbruch gleichfalls konvergiert und, da die Näherungsbrfiche, 
wie bemerkt, durchweg _posi^M) sind, sein Wert zwischen 0 und 1 liegt. 

Zugleich erkennt man, daß die Konvergenz des Eettenbruches eine 
unbedingte ist, da ja die vorstehenden Schlüsse auch auf jeden durch 
Weglassung von Anfangsgliedem aus dem gegebenen hervorgehenden 
Eettenbruch sich ohne weiteres übertragen lassen. 

Hiernach gewinnt man den folgenden Satz, welcher den wesent- 
lichsten Teil des am Schlüsse von § 106, S. 812, ausgesprochenen als 
speziellen Fall enthält: 
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Ist: 

(16) £, = + 1 , «1 > 0 , = ± 1 , jS, > 1 + «., > 1 (für r > 1 \ 

so ist der Kettmbruch 1 1 unbedingt Iconvergent und sein 

Wert liegt stoischen 0 tmd 1, au/3er wenn durchweg: 

£,+i = -l, i*„=l + ^>l (fürv^l), 

00 

und überdies die Beihe ^ «j Oj • • • divergiert, in tcelchem 

1 

Falle der Kettenbrueh den Wert 1 hatd) 


2. Es verdient hervorgehoben zu Tverden, daß Kettenbrüche der 
eben betrachteten Art durch Extension sich in solche mit lauter $osi- 
tiven Teüsählem und nidd-n^atmm Teilnmnem überführen lassen. Ist 
etwa m der kleinste Index, für welchen «„, 4 . 1 = — 1 (»» > 1)> sodaß 
also: 

*«“».1 , . “ml “m+ll 

1 ^m ■■ l/»m | ^m+7' 

SO hat man bei Anwendung der Extensionsformel (19) von § 96, Nr. 3, 
S. 723, wenn man der daselbst mit a' bezeichneten Zahl den Wert 1 
beilegt, diese zwei Glieder durch die folgenden drei zu ersetzen: 


(17b) 


^m I I I i 


wo: 


/3„ - 1 > a. 

r KU ■= 


A 

Dabei bestimmt sich der Wert f des auf diese Weise zwischen - 3 ^* 
A “m— 1 

und 3 ^ eingeschalteten NSherungsbruches aus der Gleichung: 

”wi 


( 18 ) 


= 1 d. h. es iet; 

^«-1^— A„_i 


A^ «*• A » 

m 7»— 1 

g_.- " ’ 


Ist mm = + Ij so wird bei weiterer Fortsetzung dieses lediglich 
zur Beseitigung negativer Glieder dienlichen Extensionsverfahrens das 


1) Das obige Konvergenzkriterium ist lediglich ein spezieller Fall eines all- 
gemeineren auf Kettenbrüche mit beliebigen komplexen Gliedern sich beziehen- 
den (b. § 113, üSfr. 4, Zusatz). Das gleiche gilt übrigens von dem Konyargenz- 
kriteiinm fOr Kettenbrücbe der ersten Hauptform mit poeUhen Gliedern (§ 103, 
Kr. 2, Satz II, S. 764; rgl § 111 Kr. 3, S. 853)* Es emchien indeBsen zweck- 
mäßig, diese spezielleren Sätze, mit eigenen entsprechend yereinfachten Beweisen 
veiseben, yoranzuiobioken, statt sie erst späterhin ans den angezeigten allgemeineren 
abzuleiten, teils des leichteren Yerstöndnisses halber, teils wegen der daran an- 
znknüpfenden, anssohließlich auf reelle Zahlen bezüglichen Betrachtungen* 
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Glied i, da ünn bereits em positives Glied folgt, nicht mehr 

in Anspruch genommen. Ist dagegen — — 1, also: 

\ + t I t i ^/rt+g ^ 

SO liefert, das gleiche Extensions verfahren an Stelle dieser zwei Glieder 
die folgenden drei: 

/1QVN “»* + 1 I ( 1| L i . + l 


- + — + 
-1 ’ !i ^ 


Iftn+a" “m+* 


und der eingesclialtete Näherongsbrucli hat wiederum den entsprechenden 

Wert Da jetzt auf das Glied r« j einiJOSÄiues 

folgt, SO ist es bei Fortsetzung dieses Verfahrens gegen jede weitere 
Veränderung gesichert. Im übrigen ist ersichtlich, daß man dem Ketten- 

bruche 1 J vermittelst hinlänglicher bzw. unbegrenzter Fortsetzung 
des beschriebenen Prozesses einen extendierten zuordnen kann, der außer 
den sämtlichen JTäherungsbrüchen ™ noch eine (eventuell unbegrenzte) 
Anzahl eingeschalteter Naherungsbrüche von der Form - 5 - 775 — besitzt 
und dessen Teilbrüche folgende Formen anfweisen: 

c,, c, «z, c, 1 

ß7 ßP^r T’ 

wo: ß^— 1 > 0, ß^~ «^>0, ß^— 1 > 0. Und zwar erscheint als 

Teilnenner: 


(a) 

ßr, 

wenn: e^= + 1, 

«..+1= + 1» 

(fe) 

ßr-i >0.- 

il 

+ 


(c) 



+ Ij 

(d) 

ß,-a,-l>0, 


1- 


3 . Der extendierte Eettenbmch enthält Glieder mit dem TeUnenner 
(und zwar erentuell in unbegrenzter Anzahl), wenn überhaupt der 
Fall (20 d) eintritt, d.h. wenn in dem ursprünglichen Eettenbrnche Fol- 

Cf —-Cf I - 

gen von mindestens zwei negativen Gliedern — 5 -^j ■ — - T* verkommen, 

rv ryJ^X 

und wenn überdies /J, = 1 + «, ist Der Charakter des extendterien 
Eetteubraches würde daher keine prim^dk Änderung erleiden, wenn 
auch im Falle (20 c) die analoge Möglichkeit (nämlich: ß,— a, = D) 
Vorlage, wenn man also ß^, falls =* 1, lediglich der Bedingung: 
ß* ~ oiiterwürfe. Dies führt aber unmittelbar zu der folgenden Ei'- 
weiterung des zuvor gewonnenen Ergebnisses: 
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Ist: 

(21) =1, s,+t=± 1, ßl > 1 * 4 - wenn = - 1 ) ~ 

r8 oc “1®* 

so läßt Sick der Kettenbruch (K,) = durch Extenskm in 

r>^/-^oo ^ ^ "^1 

einen anderen (K^) zi mit Icmter positiven Tetkählem 

{nändich md 1) und positiven im. nicht negativen Teümmem 
{nämlick ß^, jJ,— 1, 1, bsw. ß^— a^, ß^— a^~ 1) Verfuhren 
(s. im übrigen die näheren Bestimmungen (20), mit der Modi- 
fikation, daß im Falle (c) jetzt /?,— zu setzen ist).^) 

In bezug auf das Bildungsgesetz des extenäierten Eettenbruches sei 
noch folgendes hervorgehobeu. Die einem beliebigen Gliede von (K^) 
vorangehenden Glieder haben auf dessen Ersatzform in (K^) keinerlei 

0{ I ^ 

Einfluß. Ein positives Glied erscheint im exiendienieH Kettenbruche 

K»' a 1 1| 

entweder unverändert oder durch ^ + rr^ ersetzt- Der erste Fall 

I Py 1 I ^ 

tritt ein, wenn = -1- 1, der eweite, wenn = — 1, also: (5^ > 1 -f 

und daher: ß —1 >0. ln diesem eweiten Falle erzeugt also das Glied 
a I ^ 

^ in (K^) mei konsekutive Glieder mit wesentlich positivem Nenner. 
Die weitere Verfolgung des ersten Falles ergibt, daß das in (K^) auf 
folgende (wegen + 1) positive Glied (K«) wieder 

ersetzt wird, 


i|». 


entweder mverändert erscheint oder durch 


“--H i I 1| 

1 ^ ü 




wobei dann wieder l>0. Also auch hier folgt in (K^) auf 

das (mit identische) Ersatzglied von wiederum noch ein weiteres 

I ry 1 r y 

Glied mit wesentlich positivem Nenner. JEb entspricht miShm in jedem 
Fdüe einem positiven Oliede von (K.) in dem extendierten Kettenimxke 
(K^) ein Glied mit wesentlich positivem Nenner, dem noch ein weiteres 
Glied mit wesentlich positivem Nenner folgt. 

Da ja «, = -f 1 vorausgesetzt vnwde, also (K„) mit einem posUwen 
Gliede beginnt, so ergibt sich insbesondere, daß die beiden ersten Teil- 
nenner von (K' ) stets wesentlich posUiv sind. Infolgedessen sind nach 
§ 100, Nr. 4, S. 751, die Näherungsbruch- Zähler und -Nenner A', 


1) Als Ersatz ftlr ein negaHves Glied erscheint entweder: .r - ' 

«, I 1 1 I I r» *!• 

i' p — « — 1 ii ’ 3® nachdem s,^.jn« -|-1 oder ■— l. 
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von (K^) durchweg positive (übrigens mit wachsendem Index monoton 
gunehjiendt^ Zahlen, und das gleiche güt dcäter von den A^., B^., welche 
ja sämtlich unter den A', B' Vorkommen. 

4. Um aus der Beschaffenheit von (K') einen Schluß auf die 
etwaige Konvergenz von (K^) zu ziehen, beachte man, daß ganz all- 
gemein die Konvergenz eines hdiäiigen, durch Kxtension ans irgendeinem 
anderen hervorgegangenen Kettenbruches stets die Konvergenz und 
Glekhwertiglceit des erseugenden Kettenbruches nach sich ziehen muß, 
da ja die sämtlichen NäherongsbrUche des letzteren als Teilfolge in der 
Nähefungsbrnchfolge des extendierten Kettenbruches enthalten sind. 
Das analoge gilt offenbar, falls der extendierte Kettenbruch außer- 
leesenflieh divergiert. Dagegen kann jene Teilfolge sehr wohl einen 
endlidim Qremwert (bzw. die Folge der reziproken Werte den Grenz- 
wert Ntdl) besitzen, ohne daß der (noch um die eingesdiälteten 
Näherungsbrüche bereicherten) Gesamtfolge diese Eigenschaft zukommt. 
Hiernach kann also insbesondere, auch weim der extendierte Kettenbrnch 
icesenüieh divergiert (also oszilliert), der (^zeugende immerhin noch 
Itmvergieren (bzw. außerim&itlich divergieren), und zwar muß sein Wert 
dann stets unter den Säufungszcdden der Gesamtfctge (bzw. die NtiU 
unter den Hnufungszahlen der reziprok genommenen Glieder der Ge- 
samtfolge) enthalten sein. 

Über diese allgemeingültige Feststellung hinaus, nach welcher die 
Konvergenz des extendierten Kettenbruches als eine hinreüdiende Be- 
dingung für diejenige des erzeugenden erscheint, lassen sich in dem 
vorliegenden Falle noch die folgenden spezielleren Anssagen machen. 
Nach § 102, I^r. 6, S. 769, kann der extendierte • Kettenbruch als ein 
solcher, dessen zwei erste Teilnenner wesenüidi, positiv, während die 
übrigen zum mindesten nicht-negativ sind, nur Tconvergieren oder zwischen 
zwei midlichen Zahlen K und K in der Weise oszdMeren,*da& für die 
Näherungsbrfiche andere Häufungszahlen außer diesen beiden Hanpt- 
limites nicht vorhanden sind.. Mithin bleiben für den erzeugenden 
Kettenbrach nur die beiden Möglichkeiten, daß seine Näherungsbrüche 
gleichfalls jene zwei Limites (und keine anderen) oder nur einen von 
ihnen besitzen, er selbst kann also gleichfalls nur zwischen jenen beiden 
Zahlen K und K oszüUeren oder gegen eine dersdben Tumergieren. Es 
wird sich aber sogar noch zeigen, daß, abgesehen von einem besonderen 
Falle, der ursprüngUdte und der extendierte Kettenbrach stets gleich- 
zeitig Jcotwergieren bzw. gleichzeitig oszüMeren, sodaß dann schließlich die 
Konvergenz des extendierten Kettenbruches auch als notwendige Be- 
dingung für diejenige des ursprünglichen erscheint. 



Nr. 6. §108. Erweiterung der Konvergenzbedingung |5y > 1 + a,. durch Exteneion. 827 


5. Wir gehen zunächst von der Voraussetzung aus, daß der den 
Bedingungen (21) genügende Kettenbruch unendlich vide positive Glieder 
enthält* Sind von einer gewissen Stelle v'^m ab oZfe Teilzähler 
positiv^ so hört ja das Extensionsverfahren bei dieser Stelle vollständig 
auf, der extendierte Kettenbruch verläuft also von da ab durchaus 
identisch mit dem ursprünglichen^ das nämliche gilt dann auch für die 
Näherungslrüche, und somit Tcmvergieren bzw. divergieren beide Ketten- 
brüche stets gleichzeitig. Im übrigen ist für die Konvergenz beider 
Kettenbrüche dann notwendig und hinreichend, daß der Kettenbruch 

r cc ” 1 *^ 

™ Jconvergiertj da ja in diesem Palle der extendieiie Kettenbrucli 

höchstens außerwesentiich divergieren könnte, was aber nach Satz (Vl) 
von § 102, Nr. 5, S. 771, endgültig ausgeschlossen ist. 

Zui' Behandlung des allgemeinen Falles, daß der Eettenbrnoh 
unendlich viele Glieder häderlei Yorzeichens enthält, schicken wir die 
folgende Bemerkung voraus. 

Es seien y, d, y', Ö' beliebige positive Zahlen^) von der Be- 
schaffenheit, daß: 



80 folgt durch Multiplikation dieser Ungleichung mit J bzw. d': 


d • = y <d- 


Multipliziert mau die erste dieser Beziehungen mit einer beliebigen 
positiven Zahl p, die zweite mit einer ebensolchen q', so ergibt sich 
durch Addition: 


und daher: 
(23) 


(qS + p'd'j •~<Qy + g'y' < (fS + if'Ö') - ^ 

ey+e'y' ^ y' 
i ^ e'd+e'd' 8'' 


Angenommen nun, der unendlich viele Glieder hetd&iei Yorzeichens 
enthaltende Kettenbmch konvergiere gegen einen getvissen Wert K. 

L Pr Ji ^ 

Bann ist nur za zeigen, daß außer den Nahenmgshrüchen die 

A h 

infolge der Extension eingeschalteten Näherungsbrüche für 


1) Die folgende Sühlnßweiee gilt auch noch im Falle y««0, in welchem 
übrigeni die Biohtiglceit dei Endreenltatei (88) auch xmmittelbai ersichtlieh ist 
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V oo gleichfalls gegen den Wert K konvergieren. Versteht man 
unter v einen der (unendlich vielen) Indizes, bei denen ein Zeichen- 
wechsel vom jposüivm znm negativen stattfindet; sodaß also: 

^ 4 . 1 == — 1 nnd daher: ß,>l + « , 
so findet man durch Anwendung der Rekursionsformeln für B^: 

(24) B ~B — = . (wo: - 1 > 0), 


und man erkennt daher mit Benützung der Ungleichung (23), daß der 

Wert des rechtsstehenden Ausdruckes, also auch derjenige von b’ZTb — 

zwischen ö-”* oad liegt. Andererseits kann man aber auf Grund der 

gemachten Voraussetzungen durch hinlängliche Vergrößerung von v hei be- 

Ay— 2 1 Ay— 1 

liebig klein vorgesehriebenem «>0 erzielen, daß g- 
zwischen K 


und 


B. 


beide 


’v — 2 — 1 

s und K + e liegen. Das gleiche gilt dann also ins- 


Ay— 1 •• Ay”~* Ajj 

besondere auch von g — und 


Ifähemngsbrüohe des esdenäi&im Kettenbmches (K'„) sind (s. GL (18)), 
auch von jedem folgenden Niherungsbruche des letzteren (vgl. § 102, Nr. 5, 
Ungl (19), S. 769): somit Tcmoergiert (K^) gleichfalls gegen den Wert K. 
Hiernach sind also die Eetienbrüche (K„) xmd (K(,) gleicheeitig hm- 
vergeni bzw. divergent. 

Es bleibt schließlich noch der Fall zu betrachten, daß der Eetten- 
bruch (K„) (dessen Anfangsglied ja allemal als posiüv vorausgesetzt 
wurde) nur eine encßicJie Anzahl von jmitmn Gliedern entlmlt, sodaß 
also von einer gewissen Stelle ab durchweg: £^ = — 1 ist. Sei dann 
etwa der letzte positive Teilzähler, so hat man auf Ghmnd der in 
Betra<it kommenden Bedingung (21): /S^> H- für r > »t, und der 

Kettenbmeh : ist daher nach dem Satze von § 106, Nr. 4, S. 812, 

Icomergentf sein Wert negoHv und numerisch hMiStens gleich ^ < 1. 

Wird derselbe mit — bezeichnet, so findet man für «» > 2^) mit 
Hilfe des „Hauptsatzes" von § 99, Nr. 2, S. 744: 

(25) 


1^ —fiSl 4- 

*~!A ^ 


• + 


^ 1 _ 1 I 

»7t 1 «l — H 


_ ^ro+i)^iB — — i 

1) Im Falle i»=sl ist ja + för v>l, und der Kettenbruoh: 


.(«■«) = 


U (»vi 


erweüt eich unmittelbar nach dem Satze von § 1 ( 16 , Nr. t als komergmt. 
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falls dieser Ausdruck eine bestimmte Zahl vorstellt, was aber sicher d(!r 
Fall ist, da ja: ®>n— i^®m— (s.Nr.3 am Ende'). 

Unter der gemachten Voraussetzung ist also der gegebene Kettenbrucb 
in jedem Falle Iconvergad, das Verhalten des extendierten liettenbruches 
hat darauf keinerlei Einfluß. Dagegen kann dieser letztere hier unter 
gewissen Umständen dkergieren (mUlierm), nämlich daun, wenn die 

r« — ctf “]'* 

" einen 

py J„ LPm f'v 

endlkhen Grenzwert besitzen (rgl. § 106, Nr. 3, S. 809), also auch Jim B _ 

rt '■> oc» ' 

endlich auslallt. In diesem Falle l)estelit ja, wie die a, a, ( ). augestellteu 
Betrachtungen «eigen, im allgemeinen keine Übereinstimmung «wisclien 

dem Grenzwerte der Nähemnyslniche o*' uiul demjenigen der Nrben- 

näherungsbrüche d;^o welche letztere hier als elngeschalktr Näh:- 
-1 

rmgsbrüehe des extcndiertm Kettenhraehes erscheinen, sodaß also dieser 
letztere ossiUicrt. 

Hiernach ergibt sich jetzt der folgende Satz: 

EntlMt de>- den Bedingungen (21), nämllcJi: 
ß >tt 

rg **t. 


«1 =:r + 1, £ =■ ± 1 


1 + «^, imm: 


... i} ' 


rss"r 

gmügtnde Ketienhruch j ß J unendlich viele positive Glieder, 

so lesieM die notwendige und hinreichende Bedingung für 
seine Kmwrgcns in der Komergens des (nach der Vorschrift von 
Nr. 5) exiendierten KäknhnKthes. FniMU er dagegen von einer 
gewissen Stelle ab nur no<di negative Glieder^ so konvergiert 
er ohne irgendwelche weitere Besehränhmg in jedem Falle, 
wahrend die Konvergenz des exOndkrUn Kettenbrudm nur ge- 
skherl ist, faüs liiu ~ + co. 


6. Das Vorstehende läßt sich noch durch die folgende Aussage ver* 


in: 


Ist der dm Bedingungen (_21) genügende Ketimbrucfi idicr- 
}m§t konvergent, so konvergiert er unbedingt. Sein Wert K 
liegt gwisehen 0 und 1, außen' wenn durchweg: 


'r+l 


1, + (»'>1) 


( 26 ) 
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Nr. 6. 


Beweis. Enthält der Kettenbruch (K^j unendlich viele positive 
Glieder, so konvergiert er stets gleichzeitig mit dein extendierten Ketten- 


brache (K'^) ■ 


ß' 


Dieser letztere konvergiert aber sicher imbeäingt. 


Ul 


Denn wesentliche Divergenz irgendeines durch Weglassung von Anfangs- 


gliedem daraus hervorgehenden Kettenbruches 


ß' 

rft 


ist ja (nach § 98, 


Nr. 5, S. 739) von vornherein ausgeschlossen. Aber auch außerwesentliche 
Divergenz ist unmöglich, da ja die nach Satz (VI) von § 102,. Nr. 5, 

S. 771, hierzu erforderliche Bedingung: 0 — = 

niemals erfüllt sein kann: denn da (K^) unendlich viele positive Glieder ent- 
halten sollte, so gibt es in (K^) auf Grund einer in Nr. 3 gemachten 
Bemerkung unendlich viele Folgen von mindestens zwei Gliedern mit 
wesentlich positiven Teilnennern. Aus der unbedingten Konvergenz von 

(K^) folgt aber auch diejenige von (K^). Denn der einem Kettenbruche 
r« e « n"® ra ce n* 

von der Form: ~F~ zugeordnete extendierte Ket- 

LPm Pf L Pr J„ 

tenbruch ist ja, trenn «„ = + 1, mit dem entsprechenden, bereits als 
Icmvergent erkannten Restkettenbrueh von (K^) vollkommen identisch und 
zeigt im Palle e,, = — 1 mm m bezug auf das erste Glied eine. Ab- 
weichung, welche indessen die Konvergens nicht beeintmhtigen kann, 
da ja alle Divergenzmöglichkeiten aus denselben Gründen wie oben wieder 
ausgeschlossen sind. Da überdies der Wert K' von (K^) nach § 102 


Nr. 5, Satz (VII), S. 772, der Beziehung genügt: 0 < K' < (und zwar mit 

ßi 

definitivem Ausschluß der GleicUhdt, da: /}(> 0, jd, > 0 ist und wegen des 
Vorhandenseins unendlich vieler positiver nicht für /t > 1 durchweg 
ßs/i+i — 0 sein kann), so folgt mit Berücksichtigung von: (näm- 
lich entweder: ß[ == ft ^ «i, wenn Sj = 1, oder: ft' = ft — 1 ^ «i, 

wenn Cj = — 1) schließlich, wie behauptet: 

(27) 0<K<1, 

und die entsprechende Ungleichung ergibt sich durch analoge Schluß- 
weise auch für jeden durch Weglassung von Anfisngsgliedem entstandenen 

Kettenbruc^: ["-“1 (»»>1). 

L Pv 

Enthält, der Eettenbmch (K„) von einer gewissen Stelle ab, etwa 
für V > IW -f 1, nur noch negaäve Glieder, sodaß also für v > iw die 
Bedingui^: /?,>! + «, besteht, so ist zunächst nach dem Satze von 

§ 106, Nr. 4, S. 812, der Eettenbruch jj'^J vnbeäingt konvergent Er 

bleibt aber, wie am Schlüsse von Nr. 4 gezeigt wurde, auch Iconoergent, 



m 
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•wenn man die AnlEingsglieder mit den Indizes l<v<m — 1 hinznfügt, 
und da die a. a. 0. benützte Schlnßweise gültig bleibt, wenn man nur 
einen beliebigen Teil dieser Gliederfolge mit 'den Indizes »=»»—1, 

-J-J 

wnbeäingt konvergiert. Sein Wert K ist dann wieder gleich dem Werte K' 
des zugehörigen exte^ierten Kettenbruches, falls dieser Jcmvergiert, oder 
auch gleich einem der beiden Oszillationswerte K' und K', falls er diver- 
gkrt (was ja im vorliegenden Falle möglich ist). Nun liegen ja nach Satz 
(VII) von § 102, S. 772, K' bzw.K' und K' im allgemeinen wieder zwischen 

0 und also schließlich zw’ischen 0 und 1. Von den allenfalls mög- 
Pi 

liehen Grenzfällen der GleüMeit ist die Möglichkeit des einen, x^lich 
K'= 0 bzw. K'=0 ausgeschlossen, da die hierfür erforderliche Bedingung: 
ßj^—0 für ft = 1, 2, 3, wegen /J, > 0 unerfüllbar ist. Die Bedingungen 

für den anderen GrenzMl: K' = j, bzw. K' = ^; lauten (s. Gl. (26b), 

(27) , S. 772): 

(28) = 0 (ft = 1, 2, 3, ) und für den Fall der Kmv&rgenz: 

Der ersten dieser Bedingungen kann nur genügt werden, wenn der 
Kettenbmch außer dem Anfangsgliede kein weiteres posüives 

Glied entibiält. Denn wäre schon Sj == + 1, so würde außer ßj>0 auch 
ßg>0 ausfallen. Und wäre ii^endein späteres so würde ja 

CC 

das betreffende Glied -/ das Auftreten von eum TmsekdUm Gliedern 

rr 

mit tmmdüdt posiUva* Kennern im exkndiertm Kettenbmche nach sich 
ziehen. Soll also die erste der Bedingungen (28) erfüllt sein, so ist 

das nur möglich, wenn: (K„) , woraus weiter folgt, daß 

schon für V > 1 durchweg ß, > 1 + sein muß. Steht dies aber ein- 
mal fest, so wissen wir bereits, daß dieser Kettenbmch dann und mtr 
dann den Wert 1 hal^ wenn (übereinstimmend mit (26)): 

00 

=* 1 + «, für jedes v «= 2, 3, ■ • • nndi -i- oo. 

Man kann sich dann derVoUsländigkeit zuliebe noch davon überzeugen, 
daß in diesem Falle die Bedingungen (28) wirklich erfüllt sind. D«an 

r- äv - 1 » 

der Kettenbmch 


- --«> 1 ,. 


liefert durch Bxtension den folgenden: 
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Nr. 7. 


icf, ^ !i ^ |o ^ 


+ *- + 
^11 ^ 


sodaß also in der Tat ß 2 ^j^i = 0 (för /t = 1, 2, *?. ) und außer- 
dem: 1; ^ 

tretende Reihe sich auf die weiter unten angegebene reduziert,* 


Damit ist aber der ausgesprochene Satz vollständig bewiesen. 


7. Durch den Satz am Schlüsse von Nr. 4 wird die Möglichkeit 
gegeben, hinreichende^) Bedingungen für die Konvergenz eines den For- 

[ tyCfy-]" . 

-y- in der 

Weise zu gewinnen, daß man die früher für Kettenbrüche mit positivefi 
bzw, nicht-negativen Bestandteilen abgeleiteten Kriterien auf den ex- 

tendierten Kettenbruch anwendet. Wird der letztere wieder mit _f. 

-“1 

bezeichnet, so ist er nach dem Kriterinm (B) von § 102, Nr. 4, Satz 
(V), S. 767, konvergent, wenn die Reihe: 




oder ein Bestandteil derselben divergiert. Um einen solchen aus den 
verschiedenartig gebildeten Gliedern in möglichst einfecher Form aus- 

(CC* 

zusondern, wollen wir diejenigen ins Auge fassen, welche ans 

5 , a 

positiven Gliedern ■ * (wo also: = + 1) entstanden sind.*) Die- 

Py cc u 

selben haben ausschließlich die Form:^ und ö-£-; (Tgl.Nr.3,Gl.(20a), 

<20 b}, S. 824), und fOr die zur Bildung des fraglichen Eriteriums erforder- 
lichen konsekutiven Gliederpaare ergeben sich dann die folgenden drei 
Möglichkeiten: , , 

oc*- Cf., t H I ^ 


[21 ...K - + 1, — 1: g 


>.+. = -1: iz-i <’.S«, + 1)- 


7/ + I Pv-f-l 


1) Da für die Konvergenz eines den Bedingungen (21) genügenden Ketten- 
bruches mit umndlich vielen posiUten Gliedern' die Konvergenz des zugehörigen 
ecctendierten Kettenbruches nicht nur hdnretchendj sondern auch notwendig ist, so 
könnte man durch Yermittlung des letzteren auch Konvergenzbedingungen auf- 
stellen, welche zugleich notweridig md hinreichend sind. Dieselben fallen jedoch 
wegen der verschiedenartigen Gliederformen des extendierten Kettenbruches viel 
zu komplizierb aus, um ir^rendwelcbeu Nutzen zu gewähren. 

2) Es kann sich selbstverständlich hier nur um solche Kettenbrüohe handeln, 
welche unendlich viele positive Glieder enthalten. Denn im entgegengesetzten 
Falle ist ja der betreffende Kettenbruch ohne das Hinzutreten irgendwelcher 
weiteren Bedingungen bereits als konvergent erkannt. 
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Man findet daher 
im 


Falle [1]: 
im Falle [2] 


. ß .^L_- >ß >cc 

> + i “v-hi 


im Palle [3]; 




’^L+f ^ 
“u+i 




'SDt /ß' §' 4-1 

s^daß also die Reihe ^ 1 / sicher divergiert, wenn die aus 

den mit positivem gebildete Eeihe äivergwi. Man gewinnt 

somit das folgende KonTergenzkriterium: 


(I) Für die (unbedingte) Konvergenz des Kettenbruches 

, m: s^=±V), ß,>a^, jedocfi: /S^:>l-f a^, wem: 

= — 1, is# hinreichend, daß die Betke «», ersirecM über 
die mit positivem divergiert. 

Zusatz, Andere Kriterienformen ähnlicher Art kann man selbst- 
verständlich erhalten, wenn man statt, wie geschehen, ausschließlich die 

€ ,a ct* 

aus positiven, Glliedern herrorgegaaginen Glieder ^ zum Ausgangs- 

Pv rp, 

punkt zu nehmen, auch die Glieder mit negativem £,, in Rechnung zieht. 
Um aber die (ähnlich wie zuvor in den mit [1] — [3] bezeichneten 
Einzelfallen) zunächst auftretenden verschiedenen Bedingungen durch 
passende Reduktion auf eine gemeinsame Formel znrückzufQhren, erweist 
es sich als zweckmäßig, das zuvor eingeschlagene Verfahren nicht ein- 
fach in der Weise nachzubilden, daß man nunmehr lediglich an die 
Stelle der Glieder mit positivem s,, diejenigen mit n^ativem £, treten 
läßt, sondern (ohne Rücksicht darauf) ob £^= -f 1 oder £^a= — 1) die- 
jenigen Glieder zusammenzufassen, für welche entooedet' = -f- 1 oder 
aber 6,^^= — 1. Es ergibt sich dann durch eine der zuvor an- 
gewendeten analoge Sehlußweise als gleichfalls hinreichende Bedingung 
für die Konvergenz des fraglichen Eettenbruches die Divergenz von einer 
der beiden Reihen: 

(H) erstreckt über alle (a^, ß^, für welche = -{- 1, 

(III) » V » » » » W 


1) Die bisher lediglich sur eiafacheieu Fassung mancher .\u8sagcu fest- 
gehaltene Bedingung s, « -t- 1 ist selbstrerständiich fOs die Konvergenz des Ketten- 
braches g^lich belanglos und kann daher hier ohne weiteres wegfallen. 
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8* Der Nutzen der vorstehenden Kriterien ist naturgemäß auf die- 
jenigen Fälle beschränkt, in denen der betreffende Kettenbruch mendlich 
viele Glieder beiderlei Vorzeichens enthält, da wir ja anderenfalls schon 
auf einfacherem Wege hergeleitete und zugleich wirksamere Kriterien 
besitzen. 

Enthält nämlich der Kettenbrach von einer bestimmten Stelle ab, 
etwa für v ^ m, nur noch Glieder mit jposiiiven Teilzählem, so hängt 
ja seine Konvergem, wie in Nr. 5’ dieses Paragraphen, S. 827, bereits 
ausdrücklich festgestellt wurde, lediglich von derjenigen des Ketten- 


bruehes 



ab, also eines Kettenbraches mit ausschließlich positiven 


Gliedern, sodaß wir in diesem Falle sogar, auch ohne auf den 
extendierten Kettenbruch zurückzugreifen, über die notwendigen und 
hinreichenden Konvergenzbedingungen durch die Sätze (II) und (III) 
von § 102, S. 764, vollständig orientiert sind. Zugleich ergibt sich, 
wegen als besonders einfache Form einer hinreichenden Kon- 

cer^eMjsbedingung nach Satz (Va) des § 102, S. 768, die IHvergens 
der Reihe ^V^,. — also eine Bedingung, die wesentlich weniger ver- 
langt als jede der oben mit (I) — (IH) bezeichneten. 

Noch einfacher lagen die Verhältnisse, wenn der Kettenbruch 
von einer bestimmten Stelle ab aus lauter negativen Gliedern besteht. 
In diesem Falle konvergiert der Kettenbruch oÄ»ß das Hinzutreten 
irgendwelcher sonstigen Bedingung, wie ja gleichfalls in Nr. 5 unter 
Bernfui^ auf den Satz von § 106, Nr. 4, S. 812, bereits festgestellt 
wurde. Im übrigen ließe sich diese Tatsache ohne Heranziehung jenes 
früheren Ergebnisses auch direkt aus der Natur des extendiertm Ketten- 
bruches herleiten. Ist nämlich der leiste positive Teilzähler des in 
Frage stehenden Kettenbruehes, sodaß dieser also vom Index m an die 
folgende Form besitzt: 


“»«! “»»+ 1 ! “«+3J 


so lauten die entsprechenden Glieder des extendierten Kettenbraches 
folgendermaßen: 


_?• .1 4 . . 


+ 






171 -j-l** 


« -T + 


J. L + Jj^. 


und daher seine Näherangsbrüche für v>m: 




®m+l 



Nr.l. 
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Hiernach sind also die Näherungsbrüche ’ des urspränglit^ien 

Kettenbmches in ihrer Eigenschaft als hTähernngsbrüche des extendierim 
Kettenbruches für »» > j» durchweg solche Ton gerader oder durchweg 
solche von mgerader Ordnung, und sie besitzen daher (da überdies der 
erste Teilnenner des extendierten Kettenbruches von Null verschieden ist) 
nach § 102, Nr. 5, S. 769, für v — >■ c» einen bestimmten endlichen 
Oren/.wert: der gegebene Kettenbruch ist also Ttomergent. 

Dagegen dürfte es schwerlich möglich sein, auf diesem Wege das 
am Schlüsse von Nr. 1 dieses Paragraphen, S. 823, ausgesprochene 
Kriterium abzuleiten, welches die Konvergens der Kettenhrüche von der 


Form 


- Pr Ji 


sichert, sofern nur /3,> 1 + «,, für v > 1. 


lu der Tat 


scheint dieses Kriterium einen aUgemeineren, ich möchte sagen, funäa- 
mentcderen «Charakter zu besitzen, welcher sich späterhin noch in der 
Weise bemerkbar machen wird, daß dasselbe nicht nur mutatis mutandis 
auf Kettenhrüche mit beliebigen komplexen Gliedern übertragbar ist, 
sondern auch eine noch allgemeinere Fassung sehr einfacher Art zu- 
InBtj vermöge deren es von Äquivalenz-Transformationen unabhängig 
wird, d. h. für alle Individuen einer Klasse unter sich äqnivalenter 
Kettenbrüche die gleiche Wirksamkeit besitzt. 

Immerhin läßt sich mit Hilfe des Extensionsprinzips noch eine 
gewisse Erweiterung des fraglichen Kriteriums erzielen. Steht xmmlich 
nur so viel fest, daß die Bedingung: ßy^l + cc^ erst für v>m aus- 
nahmslos erfüllt ist, während für o' < m lediglich: ß,.>ec,, und nur 
dann: > 1 ■+■ a„, wenn = — 1, so führt die genaue Wieder- 

holung derjenigen Schlußweise, welche in Nr. 5 zur Behandlung des 
Falles Sj, = — 1 (lür angewendet wurde (s. insbesondere 

Gfl (25)), zu dem Ei^ebnis, daß auch schon diese Bedingungen für die 


Konvergens des Kettenbruches 



hiwreichmä sind. 


§ 109. t^ber die Irrationalitilt gewisser SettenbrQche. 

(Oer verallgemeinerte Legendresche IrrationaUtätssatz.) 

1. Es wurde früher (§ 103, Nr. 3, S. 776 und § 107, Nr. 4, S.818) 
gezeigt, daß der Wert eines regelmäßigen und, mit einer einzigen Ans^ 
nähme, auch deijenige eines negatw-regdmäßigen mendiichen Kettenbmches 
vrroMonal ist. Dieses Ergebnis (einschließlich des erwähnten Äusnahme- 
falles) läßt sich zunächst in folgender Weise veraUgeraeinem; 

X* Y i n g ff h 0 1 tn , YoliUf nngcn t, 5. 


54 
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r 

Ms sei der Edteahrucli *' ä 1 

Belieben = + 1 oder = — 1 und a^, natürliche Zahlen he- 
deuten, unbedingt Ttonvergent, und es werde gesetzt: 

(1) r*»!’:T =K'"' (« = 0,1,2, ) 

L l'v -«M-f-l 

(sodaß also K, wenn der Wert des gesamten Kettenhruches, 
wie bisher, mit K bezeichnet wird). Besteht sodann die Bejnäiung: 

(2) 0 < i < 1 für « = 0, 1, 2, 

in dem Sinne, daß mindestens für ein n das Q-leichheits- 
zeichen güt, und ist m der Meinste Index, für welchen: 

i 3) i K'"*' i = 1, 

SO ist: 

(4) K'”' = für « = J», »* + 1, «K + 2, , 

insbesondere also: K = Sj, wenn m = 0, dagegen K ei« mit dm 
Vorzeichen von «i behafteter rationoder echter Bruch, wenn m > 1. 

Ist hingegen für n — Q, 1, 2, ausmhmslos: 

(5) 0 < ! K'"’, j < 1 (mit AusscMtiß der Gleichheit), 

so ist jedes (» = 0, 1, 2, ) eine irrationale ZaM 

mit dm Vorzeiten von e. , 


Beweis. Man hat für jedes «>0: 


( 6 ) 


Da mm: K' 


'"+‘>1^1, also: /S„+,+ K'"+‘>>0, uad 


(infolge der Voranssetzung j j < 1): I /J , , + ' > « . > 0. 

so folgt, daß: 




( 7 ) 

und daß daher jedes K^"' mit dem Vorzeichen von behaftet ist. 
Besteht nun die Voraussetzung (3): 

I K'”’ i = 1, 

so hat man nadb dem eben Gesagten: 

( 8 .) 

nnd es nimmt somit Gl. (6) f&r « = «t die Form an: 


1 = 


^^+1 


sodaß also: 
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d. h. ist eine gmse Zahl, tind da infolge der Voraussetzung (2): 

0 < I ! :$ ergibt sich: 

(8i) ! I = 1 und somit: 

Durch Fortsetzung dieser Schlußweise findet man, daß allgemein; 

C8) = = far 

in Worten: Glilt die erste dieser Beziehungen für irgendein bestimmtes 
n= m, so gelten beide für jedes n'^m. 

Ist nun m — d, so gelten also die Beziehungen (8) für jedes n > 0 
und man hat insbesondere: K = e,. 

Ist dagegen w > 0, so ist ja auf Grund der gemachten Annahme : 

1 I also auf Grund der Voraussetzung (2): 

I K i < 1 und, wegen: K = 

l^(m— 1) gjjj editer Bruck mit dem Vorzeichen von s^. Das analoge 

gilt dann wieder für jedes mit kleinerem Index n, also schließlich für: 
0 ^ »w — 1. 

Damit ist also der auf die Voraussetzung (3) bezügliche Teil des 
ausgesprochenen Satzes bewiesen. 

Es bestdie nun eweitens die Voraussetutmg (5): 

0<!K'">i<l für « = 0, 1, 2, 

Um zu zeigen, daß dann irrationai, werde rorläufig angenommen, 
es treffe dies für K'^ ~ K nkkt zu, sodaß also K ein rationaler echter 
Bruch, der dann, wegen: 

K=^--:f^wUnd:A^l, tK'^>|<l, 

das Vorzeichen von Cj haben muß, also etwa; 

K = c, • wo y, d relativ prim und: y < d — 1. 

Man hätte somit: 

V _ ... 

^ Ä+.K‘“ 

und daher: < 

fty cc^d — ß^y eine ganze Zahl). 

Da andererseits | | < 1 und K® (auf Grund der zuvor bei K 

benützten Sbhlußweise) das Vorzeichen von s, haben muß, so v^re 
von der Form: 

wo y, eine natürliche Zahl und yi < y — 1. 

M* 
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Nr. 2. 


Daraus würde dann analog sich ergeben, daß: 


■«rot yj<yi — r^y — 2, 
und bei weiterer Fortsetzung dieser Schlußweise: 



- — > wo: y,. < - 1 < 

/ 1- — 1 




sodaB also spatestem für v = y sich eigehen würde: = 0, was der 

Voraussetzung widerspricht Mithin ist K eine IrratiomäsaM (mit dem 
Vorzeichen von Sj), und das analoge gilt dann offenbar für K'“* hei 
jedem beliebigen Werte von n (da ja aus der Sationalität Ton die- 
jenige von K folgen •würde). 


2. Unterwirft mau die natürlichen Zahlen «,,, den im vorigen 
Paragraphen, S. 825, mit (21) hezeichneten Bedingungen: 


ß >a 

r y V 

ß, > 1 + «,, wenn: = - 1 


(v ^ 1)» 


so ist unbedingt hmvergerd, nümlich ohne weiteres, wenn von irgend- 

L Pp 

einer Stelle ab durchweg : — 1 (nach dem Satze von Nr. 5, S. 829), und w 

Falle unendlich vieler «^ = -[- 1 wegen der Divergenz der Keihe^ 

(nach Nr. 7, (I), S. 833). Ferner ist für jedes n (nach dem Satze von 
Nr. 6, S. 829): 

0 < I < 1, 


außer wenn von einer gewissen Stelle ab, etwa für v> 

— 1, ^, = i + «/X 

in welchem Falle für 

wird. Wendet man auf diesen Eettenbmch den zuror bewiesenen Satz 
aU; so ergibt sicli also der folgende: 


1) Die sonst noch erforderliche, a. a. 0. angeführte Bedingung: 

eo 

«lÄS ••• OCj, =4-00 

1 

ist ja wegen > 1 («^=1,2, 8, ) schon an und für sich erfüllt 



2Srr.S. 


(9) 


flO) 


§ 109. Über die Irrationalität gewisser Kettenbrücbe. 539 

Der Kettenbrnch: 
bedeuten und: 


, wo die «,,, /J,, natürliche Zahlen 

- rr -»1 


S 


V 


± 1 , 


^ 

> 1 + « , wenn: = ~ 1 



hat einen irrationalen, numerisch swisdien 0 tmd 1 gelegenen 
Wert mit dem Vorzeichen vmi , auße^^ wenn für 1 / > wz + 1 
dttrehveq: 


ln diesem Fade ist sein Wert ein rationaler echter Bruch 
mit dem Yorseiehen von s^, toenn m>0, bsw. gleich — 1, 
wem m — 0. 


Ist durchweg £,, = + 1, so genQgt also die Bedingung: p> te,, 

für die Gültigkeit des Satzes. Da zu dessen Herleitung (vermittelst 
des in Nr. 1 bewiesenen Satzes) lediglich die unbedingte Kmvergens 
des betreffenden Kettenbradies und die Beziehung 0 < I 1 < 1 er- 
forderlich ist, so würde für den Beweis unter Beschränkung auf den 
Fall «^ = H-l schon die ans § 102, Nr. 4, Satz (V) oder (V a), S. 767/8, 

zu entnehmende Kenntnis der unbedingten Konvergenz von ■— und 

t: 

die Bezie'hung 0 < < - genügen. Danach hat z. B. der Ketten- 

r V 1** ^ 1 

bmoh: einen irrationalen Wert (der übrigens = ist).^) 


Will man sich ferner beim Beweise des obigen Satzes für hdtiebige 
6^ = ± 1 auf die ‘Voraussetzung > 1+ of„ (v > 1) beschränken^)» so 
genügt offenbar die Heranziehung des Satzes von § 108, Nr. 1, S. 823, 
an Stelle der merklich umständlicheren Betrachtungen von Nr. 4—6 des 
betreffenden Paragraphen. „ 

3. Ist der Eettenhruch s® beschaffen, daß |_'^J ****" 

bedingt konvergiert und einen wratUmalen Wert hat (was also ins- 
besondere der Fall wäre, wenn für v > w -f-l die Bedingungen (9), 
aber nicht von irgendeiner Stelle ab die Bedingungen des Ausnahme- 
falls (10) erfüllt sind), während die für v < j» bdidbige rationale 

Zahlen sein mögen, so ist er gleich&lls unbedingt konvergent und sein 
Wert irrationed. Denn mit Beibehaltung der zuvor gebrauchten Be- 
zeichnung (s. Ql. (D) hat man zunädist: 



1) S. § 97, Nr. i,< Beispiel 3, S. 782. 

2) Das ist 'diejenige Bonn der Yoranssetzung, unter welobei der betreffmde 
Satzgewöbnliobsoltieobtbin alB„Xjepe»dresc%er IrrationalitätsBatte“ beeeiehnet wird. 
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wo K*“' nratioml, sodaß 3 + sicher ®o» Niäl- verschieden, der 
also Tcomergmt und sein Wert wieder 

Pr -*m 

irrational. Das gleiche gilt dann anf Grund derselben Schlußweise von 

usf. — sdiließlich auch von ? sodaß also dieser Eetten- 

bmeh unbedingt konvergiert und einen irrationalen Wert besitzt. 

Ist dagegen der Wert K^”*^ des Kettenbruches rational, 

kami offenbar der Kettenbruch auch außertoesenMidi diver- 

L Pr Jj 


gieren. Andererseits ist sein Werk sicher rational, falls er Iconvefigierf, 
närdich gleich dem Werte des endlichen Kettenbruches: 


i a ' 


+ r 


'«t— 1 


i ft ' ' i /».-i 

Mls dieser letztere niM sinrAos ausföllt. 


+ ■ 




Kapitel UL 


Kettenbrache aus komplexen Zahlen. 


§ 110. über zweckmäßige Formulierung allgemeiner SouTergenz* 
und Divergeuzkriterien fär unendliche Eettenbrfiche. —Zusammen- 
stellung der wichtigsten Gmndformeln ^r Eettenbrfiche 
der ersten Hauptform. 


1. Ehe wir dazu übergehen, die bisher abgeleiteten Konvergenz- 
und Divergenzkriterien nach Möglichkeit auf Kettenbrüche mit kom- 
plexmi Gliedern zu übertragen, schicken wir zur Kennzeichnung des 
uns dabei leitenden Gesichtspunktes die folgende Bemerkung voraus. 

[ CK “1* I 

f 

lauter positiven Gliedern bezüglichen Kriterien mit den Kriterien für 
Kettenbrüche mit Gliedern negativen (§ 106) oder Idiefng wechselnden 


t s CC “ 1 * 

-^1 , wo 8^ = ± 1, (§ 108, 109), so zeigt sich in bezug 

auf ihre Tragweite ein sehr wesentlicher Unterschied. Die Kriterimi der 
erstgenannten Art, und zwar die notwendigen und hinrädienden Kon- 
vergenzbedingungen (Satz UI, S. 764) Mngen ab von demYerhalten der 
Ausdrücke: 





Nr. 1 . § 110. Zweckmäßige Formulierung allgem. Konverg.- u. Divergenzkriterien. 841 
die hinreiekenden (Satz IV, V, S. 765/7) von dem Verhalten der Ausdrucke: 


•itl'-r- w , 

und diese bleiben vollständig imverändert, wenn man 

durch (wo: Cg = 1) 

durch 

ersetzt, mit anderen Worten, wenn man statt des Kettenbmclies: 

[ C % C CC ”1^ 

* J 

in Betracht zieht. Die betreffenden Kriterien besitzen also für alle äqui- 
vatmten Eettenbrüche die gleiche Wirksamkeit. 

Dagegen beruhen ja die Kriterien der zweiten Kategorie auf dem 
Verhalten der Differensen: 


ßj,+i 


ß. 




und da diese bei Anwendung der obigen Iquivalenztranstbrmation aber- 
gehen in: 

also infolge der Willkürlichkeit von c,_i, c, jeden beliebigen Wert an- 
nehmen können, so muß ein solches Kriterium, auch wenn es ffir irgend- 
einen bestimmten Kettenbruch sich als rnrhsam erweist, bei unendlich 
vielen damit äquivalenten Kettenbrüchen vollständig versagen, obschou 
doch alle diese Kettenbrüche (nach §97, Nr.' 2, 8. 728j gleichen Kon- 
vergenzcharakter besitzen. 

Wie leicht ersichtlich, rührt die Überlegenheit jener anderen Kriterien 
davon her, daß ihnen ein entsprechendes Kriterium fOr einen Ketten- 


bruch der ersten Hauptform: 


ikx 


zugrunde lag und daß es lediglich 

der Umformung mit Hilfe der Transformationsformeln (§94, Nr. 4, Gl. (23), 
S. 710): 

«V = ^5 ; ; ; ■ ß..> ßu. = (^> d 




bedurfte, um jenes Kriterium sofort auf alle mit dem genannten Ketten- 

rcc 

bruche äguivcdenten Kettenbrüche 1 zu übertn^en. 2Sur Erzielung 

möglichst allgemeiner Kriterienbüdnngen wird es sich daher empfehlen^ 
im folgenden ein analoges Verfahren einzuschlagen und dabei naturgemäß 

.2j zu beracksichtigen, die ja überdies den 



842 Abschnitt IV. Kap. IIT. Kettenbrüche aus komplexeia Zahleu. Xr. 


Vorteil bietet, mit den ihr äanivalmien Kettenbrüchen i ^ . m sehr 

'AJi 

viel einfacherer Weise, uämlich durch die Beziehungen (a. a 0. 01.(25)): 


“‘"K,’ ‘‘•"f.-Ä 


2 ) 


/ ■ 1 'ii muietizuhängen, 

2. Ks sei jetzt: -f ß^' [v = 0, 1, 2, *, wo ß.., ß' reelle 

Zahlen einschließlich der NuU bedeuten. Werden sodann die Näherungs- 

brüciu^ des Kettenbruches 1 ! nüt ' (7/ = 0, 2, ) bezeichnet, 

L- »'ii 

so nehmen die Rekursionsformeln für die -1^ , //. die Form an: 


‘.’la) = + A— u ' 1 ^) -^*41 

mit den üblichen Änlangsgleicluingen: 


l> , 

; -j- l T 


Ii 


A^y ~ 0;> — 1, -Rq 1; 

und mar hat (s. §rj2, Xr. 2, (xl. (VI), S. 690): 


(V y- 1 ; 


Ersetzt man in den Reknrsionsformeln v einmal durch das 

andere Mal durch 2^^ so folgt f'Hr 1: 




i>i 


I 




, r-l^..y K 


.3bt 






nnd ans Je<ler dieser vi(‘r (xlen-irnngen durch Substitution von v 
;y 1, • • 1 und Additio)! {mit Berücksichtigung der Anfangswerte 

von .Ajy j6q^ -Ri)‘ 



Biese Formeln gelten zunächst für h > 1, die auf den Iudex 2^^ -1*- 1 
liezüglichen bleiben aber, wie unmittelbar ersiohtlicli, auch noch für 
4 — 0 gültig. 

Setzt man in (4al speziell u == 1, so ergibt sich durch Übergang 
/u den absoluten Beträgen: 

Ag J I 1 { "^ i “r ^3 

iA.<i+ Me' + h)(X nhW' 


1 ) Das letzte ö'/^^tV/Äe/tezeicben bezieht »ich auf den immerhin niOjq;- 
iiclien Fall; , , . 



843 


Nr. 2, § 110. G-nuidformeln für Kettenbiüche der ersten Hauptform. 

Es werde jetzt angenommen, man habe analog für irgendein ^ 4: 

^ n — 3 

d) 1 

so folgt daraus mit Benützung der Eeknrsionsformel (la): 

ff— 1 n — 2 

2 2 

also um so mehr; 

n 

(5 a) A^' E (1 ' (mit Ausschluß der iileichheit). 

Da aber die zur Herleitung dieser Ungleichung benützten zwei Voraus- 
setzungen für w = 4 bereits als richtig erwiesen sind, so gilt zunächst 
die Formel (5a) für n = 4, sodaß^ also: 

i 

H (1+ ^.i)- 

2 

Angenommen nun, man habe, nach Analogie der jetzt für \A^\^ \A^ 
feststehenden Beziehungen, für irgendein n> 5: 

ff— 3 

(U) 

3 ' 

SO folgt daraus 'vriederam mit Benützung der Beknrsionsformel (la); 

ff— 1 ff— 2 

3 3 

wobei das letete QleiehJusitsseichen nur gilt, wenn za den GhiMeitszeichm 
in(n) noch dieBedingungl»^,— 0 hinzakommt, und es ergibt sidi um so mehr: 

n — 1 w—l ff 

2 3 2 

wobei das GieüMeitszeidien nur gilt, wemi auch noch » (K Da die 
Bedingangen (II) für » = 5 erfüllt sind, so hat man also zunüchst: 

s 

(!+»,) 

2 
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Nr. 2, 


und zwar gilt das GleicfiJieits^eichen nur dann (ygl. Fußnote 1; S. 842), wenn 
Äg = 6 ^ ZÄ 6 ^ ==: = 0. Da jetzt für w = 6 wieder die Bedingungen (I) 

gelten, so ergibt sieh für 1 4g |, wie oben, die Gültigkeit der Formel (5 a). 
Für \Ä^\ folgt dann wieder die Formel (5 a'), wobei aber das Gleich- 
heitsmchm nur gilt, wenn 5^ = = 0. So fortschließend 

findet man allgemein: Für gerade Indizes n gilt ausnahmslos die TJn- 
gleichung (5 a), für ungerade die Formel (5 a'), jedoch gilt für irgend- 
ein nur dann das Gleichlmismchen^ wenn 6 ^^= • • • — 63 = 0. 

In der Tat wird in diesem Falle: 


2</ -|-l 


3 

2/^ 

=0<]J(1+Ii,i) 
Ebenso findet man: 


(^«1,2, * • • m). 


' A ! = I ^ 1 + i 1 

.ai<n-i&,5,i<(i + |6,i)(i + i&*iv) 


Wird dann wiederam aogenommen, man habe für irgendein » > 3 bz^'. 
» > 4: 


(W 


,1—3 


1 

n— 1 


bzw. 


1 


80 folgt analog, wie oben: 

w 

(5^) + 

1 

wobei das Gleichheitsseichen nur für gerade n möglich ist> und zwar für 
irgendein n = 2 w (und dann eo ipso auch für w = 2 , 4 , • • • 2 m — 2 ) nur 
dann, wenn: 5^= 63 = • • • = 63 ^— 0. Man findet in diesem Falle: 

8 // 

■8., =1=^(1+-M) 

\-i=0<Pl(i + ^K\)' 


1) Das 6leichkeil3ztä.ch3n nnt fQr den Fall »s 0. 

3) VgL 5102, Nr. 2, Ung].(9), S.762. 
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3. Bezeichnet man mit die zu konjugierte Zahl^ sodaß also: 

and multipliziert die auf die Form: 

■®»+i ■®»— 1 ~ K+t^r 

gebrachte Eekursionsformel (Ib) mit so folgt: 


B ^,B -BB . 

i' + l r V — 1 




IS 


( 6 ) 

Setzt man sodann: 

(7) - Kh also : B^B,._^ = tf , + tf, /i, 
sodaß also: 

(8) »,= 81(äA_.) = «äO. < = = »{( 

so ergibt sich durch Multiplikation der Gleichungen (7): 

(9) !' = «.’ + 9,'', «I«»: 

Durch Einsetzen der Beziehungen (7) in GL (6) geht diese in die 
folgende Aber: 

«,+i + <+i» - K - <0 = (^,+1 + /*»+!») ‘ I -B. i®; 

welche durch Trennung des Beeilen und Imaginären die zwei Be- 
ziehungen liefert: 

( 10 ) 

Substituiert man in der ersten und der mit (— 1)’’'^^ multiplizierten 
zweiten dieser Gleichungen *< = 1, 2, •••(« — 1), so folgt durch Addition 
(mit Berücksichtigung von: = ft = ft | |*, ff/ = ft' = ft' | Bo !*)• 


1) Sind die reell (also b^ « so gilt das gleiche von den die somit 
sich sdbat konjugiert sind. Man hat daher nach Gl, (7); 

sodaß die erste der Beziehungen (11) die Pom annimmt: 

n— X 

0 

in Übereinsüxnmnng mit GL (12) von § 102, Nr. 2, S. 76S, wenn man daselbst n 
durch n — 1 ersetzt. 



846 Abschnitt IV. Kaj). tll. Kcttonünicfae aiiö XaluL-n. Nr. i. 

§111. Divergenz- und Konvergenzkriterien für Kettenbrücke 
der ersten Hauptlorm. 

1. Die in §102, S. 761£f., enthaltenen Aussagen über die DmrgeM 
von Kettenbriichen mit positiven TeiUähUm und nicht-negativen Teil- 
nemiern sind im wesentlichen auch auf Kettenbrücke mit Komplexen 
Gliedern übertragbar und lassen sich zuAachst, soweit sie sich auf 
Kettenbrücke der ersten Hauptform beziehen, zu dem folgenden Satze 
zusammenfassen : 

r I -.X 

(I) Der Keitenbrmh ^ | ist divergent, und swar mit 
Ji 

Äitsnahme eines hesondeym J^'alles u't senflick divergent, 

1) tvenn durchweg: ^ 0 fr - 0, 1, 2, ): 

2) wenn die Heike: ^jb^ ■ konrergiert. 

Und zwar werden im Falle 1) alle Näherungsbrüehe mit 

fcngeradem Index sinnlos f) doch reduziert sich die Divergenz auf 

eine außerwesentlickc, wenn i = t* oo. Im Falle 2) exi- 

I i I 

stiert (aveh loem ffleichsdtig die Bedingung 1) erfiMt ist) stets einer 

A ^ 

der leiden (irmzwe»iG^)\.Y\m. p--? lim cdslestinmte Zahl, 

der andere ist entweder eine davon verschiedene bestimmte Zahl oder 

der Grenzwert des reziprok genommenen Bruches ist gleich Null, 


Beweis. Besteht die Voraussetzung 1), ist also: 

- 0 , 

SO folgt aus der zweiten der Gleichungen (4 a) bzw. (4 b) des vorigen 
Paragraphen, daß: 

( 1 ) ~ 

und cs haben somit alle Näherungsbrüche p— -- die Form ^ ? wenn für 

r > 0 durchweg: = 0. Zugleich ergibt sich in diesem Palle aus 

der ersten der Gleichungen (4 a) bzw. (4 b): 


rv 

L^; 


1) Dies gilt auch für Kettenbrücke von der allgemeineren Form 

Denn man hat: z? _ i> 

und hieraus folgt durch vollständige Induktion: 

^2r-f 1 r- ü, 

--.0. 

2) Ist gleichzeitig die Bedingung 1) erfüllt, so steht von voinkerein fest, 

daß nur die Folge öinen bestimmten Grenzwert besitzen kenn. 


wegen: 



Nr, i. 


i V*! 


Kriterien jur KefcfceubiN che der ersten Hauptforin. 


4.-1 

1 


Danach redu7,ieii sich r>ffenbar die sonst WiK^nüllahe. Divorgei!/ d -- 

r 

Ketteiibmchs auf eme aujkrivt,smtlichc^\ wenn: ! j "i" ^ 

y> jt * ^ ' 

diesem Falle: lim ^ 0 (neben: ~ 0 iiacli Gl < T) / 


Besteht amiererseits die Voraussetzung 2), d. h. die iifüte 
^ Lvnvergiud, so gilt das gleiche von dem auendiieh»*?? Frodi>k 4 
y/(i -f /^l), sodaß also die r.ul' (Jrumi der Üng' lichuu-^t • 

(öa^b) des vorigen Paragraphen unter einer endliclit a Schranke hh^ir^e. 
Infolgedessen sind daun gleichzeitig mit der Iteihe I auch die a, a • 
in den Gleichungen (4 a, b) auf tretenden Reihen: 

3,v4, . „ .^4,+.^.,, „■ -i'i., . .A. 

ffh.^obif kotnrnjonl. sodaß man setzen kann: 


(ä) 




lim /J. 

,! yo-. 


lim 

h r y 


< 

t i-^c, .,1, 

> ■-'Ska,. , 


lim ,6' 






wo bestiiuHile /j.-ililen vorstellftu. 

Da sodann ans der ftir jedes h "* 0 j'eltenden Beziehung (s. ti» 
des vorigen .Paragr,iphen): 

Im- « ->oo folgt: 

(4) ~ = 1; 

so können und B'*’ niemals gleichzeitig JVuB sein, und es stellt 
somit minaestms dm der Bruchsjmhole also mindestens dmt 

der Grenzwerte: lim lim eine bestimmte Zahl vor. 

/^-y» *^8// //-yoö •''»w-fi 


1) Genau wie im entsprechenden Falle fiiv rcetfn, nichf^veffvtiPC s 10:.*. 

Nr. 6, Batü (VJ), S. 77t. 
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Sind insbesondere und beide von NuU verschieden, so folgt 
ans 6L (4), daß: 

r\ in 

jj(i) ^(0) 

d. h. in diesem Falle existieren die beiden Grenzwerte: lim ^ und 
lim ^ als bestimmte, voneinander verschiedene Zahlen, 

Ist dagegen eine der beiden Zahlen gleich NuU, z, G* 

ß^'' = 0, so findet man aus Gl. (4): 


und daher wird: 




lim '®*n±-‘ _ 0. 

n-^eo ""an-f-l 


Dies findet, wie oben gezeigt wurde, insbesondere jedesmal dann statt^), 
weim für i/>0 durchweg: iav+i~^> (uach 61.(1)): 

= Da in diesem Falle andererseits nach 61.(2) für jedes « 


so existiert: 


1 


als bestimmte Z<M schon dann, wenn die Beihe 2b^^ (auf welche sich 
ja hier die Beihe reduziert) nur überhaupt (d. h. nicht notwendig 
dbsdui) Tcmvergiert. Für den Eettenbruch: 

.y + iJ + Ü+ll 

'0 ^ ! 6 , ^ |0 ^ ^ 

00 

hat man also, falls 6,^ = 4^®^! 

1 

lim ^■= A« 

n->« "2it 

während alle die sinnlose Form 4 haben. 


1) Bei reälen, mdhinegcMvm kann der durch Gl. (7) charakterisierte Fall 
MMT eintceten, wenn für «>0 aRe mnZos weiden (Tgl.§108, Nr.6, 8.769). 
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Zusatz. Der vorstehende Satz läßt sich unmittelbar auch auf 
einen Kettenbruct von der allgemeineren Form ~ (mit der einzigen 
Bescbränkung: i»,, j>0) übertragen, indem man denselben durch Äqui- 
valenz-Transformation auf die erste Hauptform j bringt. Da hier- 
bei (§ 94, Nr. 4, Gl. (23), S. 710): 


( 9 ) 


b'. = • b, und für v 

' «1 '■ 


•( . ;/ C sJ' ,h 

‘'s-“ «ja/:..«;; 




Äi) CLa 


-1 


du 


»• + 1 




so erkennt man unmittelbar^ daß die Dwergembedingmg 1) des Satzes 
(I) unverändert bleibt, während die Divergenzhedingung 2) durch 


V 

«S«4 


CL^ • • • < 








zu ersetzen ist. Die weiteren Aus- 


sagen des Satzes (I) bleiben im übrigen auf Grund der Äquivalenz: 


r^-iT ~ r ' T 

kJ, - kJ, 


ohne weiteres erlialten. 


2. Während nach dem Satze (1) aus der Komnyms der lieihe 
^1 b^ I nur so viel gefolgert werden konnte, daß mindestens einer der 
A. A 

beiden Grenzwerte lim j^”r lim als bestimmte Zahl existiert, 

so sollen jetzt hinreichende Bedingungen dafür angegeben werden, unter 
denen beide Grenzwerte diese Eigenschaft besitzen, nämlich: 


(II) Die beiden Näiiermgsfnruch-Folgen: { yf* \ 

(ks Eettenbrudies L - j (wo: b^ = ß^ + ß'J) konvergieren gegen 

ewei bestmmie, voneinander verschiedene Zahlen, wenn eu der 
Konvergeng der Beihe vmd der für mindestens einen 

Wert von v gdtenden Voraussdgmg i^'8,4.il>0 noch eine der 
folgenden Bedingungen hinzutritt: 

(a) Die ß^ sind, soweit sie von NuU verschieden, durdiweg 
gleichbeeeichnä, tmd^ entweder entJuM das . erste nicht ver- 
schwindmde dn von Null verschiedmes oder es existieren 

irgendgweihonsekut ive h^, mit nicht verschwindenden redlm 
TeOen ß^, 
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Äbscbuitt IV. Kap. IIL Xei:ietib»'i40P‘‘ ..Uixx{jU'S'jii Xr 

(h) Die Zalihfi Vf-ßl Uini, somit su v(ni JV (Z/ r^>‘ 
schicihn, dnrchweg gleich baieich und entweder enthäU da; 
irrste nicht verschwihdendc eht von Null verschiedenes 

existieren irgend mci honsehitiveh^, mit nicht 
■verschtüindenden ß\ ß'^y 

Beweis. Es gelte zunächst die Bedingung (a), die seien also 
gleiclibezekkncL Dann soll gezeigt werden, daß die zum mindesten 
von einer bestimmten Stelle ab durchweg von Null verschieden sind 
(und zwar, wie mit Rücksicht auf eine spätere Anwendung ausdrück- 
lich hervorgeh oben werden soll, unabhängig davon, ob ! konver- 

giert oder divergiert). 

Unter der Voraussetzung (fti läßt sich die erste der Gleichungen 
,\X) des vorigen Paragraphen. S. 845, in die Form setzen: 

7t — 1 

(101 i j = 2’ i '* ==-■ 2, 3, ), 

und hieraus würde folgen, daß j sicher von Null verschieden ist und 
mit wachsendem n niemals ahiimmt. wenn auch nur für irgendein 
einziges v<n 1 gleiclmitig: 

Ist nun etwa schon lÄ ! > 0, bo hat man: 

a, ^ . 0. 

Ist dagegen r j fc > 0, der erste Ton Null yerschiedene Teil- 

nenner mit ungeradem Index und genügt er überdies der Bedingung: 
I ß»h+ 1 1 > Oj so ergibt sieb, tvegen: = Jg ==. . • - =. — 0, ans der 

Be^rsionsiormol : 

■®2,+i = •^'•,-1 I'är V == 1, 2, • • •, h — i, 

d. L 

■^si- 1 ~ 3 — • • • ~ -Ni = = 0, 

1) Anders ausgesprochen; die ß^v besitzen gleiches^ die das entgegen- 

gesetzte Vorzeichen, soweit sie von Null verschieden sind. Inkorrekt und irre- 
führr '' ‘..iro es dagegen, die fragliche Bedingung so !»u fassen: „die ß', sollen 
alternierende Vorzeichen beBitzen‘‘ — da ja beliebig viele ß'^ O sein können, ins- 
besondere sogar alle ß^ bzw. alle ß^y^i his auf ein einziges^ sodaß dann also 
von einem „alternieren*’* der Vorzeichen nicht einmal cum grano salis die Rede 
sein kann. 
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and andererseits: 

7jg ^ -- -s ““ 

d h. 

nud daher: 

also schließlich nach GL (10): 


ai^ ^u.+iP>o- 

Genügt dagegen das erste von Null verschiedene mit ungeradem 
Index wicW der Bedingung: i3j>0, so soll ja nach Voraussetzung 
mindestens einmal der Fall eiutreten, daß gleichseitig: 

i^»l>0. l/».+>l>0' 

U« «odaim, wegen; 1 j = I, keineefclls S„_„ l\ 

gleichseitig Null sein können, so ist von den Ausdrücken: 

mindestens einer von Null verschieden und daher mit Sicherheit: 


(11') 




=2'iÄ 


»+i I 


|i?., I'> 0 . 


lu jedem der betrachteten Fälle ergibt sich also, daß er, für ein ge- 
wisses v = n und somit auch für v > » vm Null verschieden ausfällt. 
Da aber nach Gl. (8) des vorigen Paragraphen (S.845): = 

so ist für *»>«, also schließlich JB, für v>» — l dnreWeg 
von Nidl verschieden. 

Bis hierher wurde die Beschaffenheit der Reihe ^\h^\ noch in 
keiner Weise in Rechnung gezogen. Ist nun aber honrergcut, 

BO bleiben, wie schon beim Beweise von Satz (I) hervorgehoben wurde, 
die |B,| unter einer endlichen Schranke nnd es existieren nach 
GL (3^ die Grenzwerte lim und limjBj,,,^ als bestimmte Zahlen 


41 ->-00 


«->■00 


(zunächst noch mit eventuellem Einschluß der NvdX). Das gleiche gilt 
daun offenbar auch von den koiyugierten Grenzwerten lim B, 
nnd es stellt somit auch: 


Jn» -^Iw+l 


( 12 ) 




eins bestimmte ZoM vor. Da aber | o, | von einem bestimmten v ab von 
NtM verschieden ist und mit wachsendem v niemals dbnimmtf so ist 
limOj^.j^ sicher von Null versetiieden. Das nämliche gilt daher von 

n-^oe ^ “ 

limBj ., nnd lim B. , also schließlich auch von lim BL„ . , (da ja 
die EndUchkeU dieser Grenzwerte bereits erwiesen ist). 

Pringihaim, Vorlefunfittt T. S, 55 
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Da andererseits nach Satz(I), GL (3) auch lim Le- 

«->00 «->00 ~ 


• • « "^3 ft * 

stimmte Zahlen sind, so folgt jetzt das gleiche für lim v— und lim 


«->« "^2 » 




während zugleich, die Verschiedenheit dieser beiden Grenzwerte, genau 

wie in Satz (I), aus der Beziehung lim (jl 2 „ < , ^=1 

«->00 


unmittelhar hervorgeht. Hiermit ist also die Gültigkeit des ausge- 
sprochenen Satzes (II) für den Fall der Voraussetzung (a) bewiesen. 

Der Fall der Voraussetzung (b) läßt sich in vollkommen analoger 
Weise erledigen, wenn man dabei von der zweiten der Gleichungen (11) 
am Schlüsse des vorigen Paragraphen ausgeht, welche ja unter der 
Voraussetzung, daß die Zahlen (— 1)” jS' gleichbezeichnet sind, die Um- 


formung zuläßt : «_i 

0 

Einfacher kann man jedoch das fragliche Ergebnis unmittelbar aus dem 
zuvor gefundenen mit Hilfe einer Äquivalenz-Transformation ableiten. 
Setzt man nämlich in der Äquivalenzformel (§ 94, Nr. 1, S. 707, Fußnote 3) : 


(13) 


ßv+Ki]~' «0 


speziell für v = 0, 1, 2, • • • : 

(— 1)”*, also: (— 1)*”"^ • 1, 


äo ergibt sich: 




_1 

ßt+i-iy 



womit dann in der Tat der durch die Voraussetzung (b) charakterisierte 
Pall auf den zuvor betrachteten zurüekgeführt ist^) 

Zusatz. Sind die Bedingungen (a) und (b), soweit sie sich auf 
die Vorgeu^m der ß^, ß' beziehen, gMchseitig erfüllt, so bedarf die 
schon in dem gemeinsamen Teile der Voraussetzung enthaltene Be^ 
dingung, daß mindestens <^Mmal: 5^^^, 4° soll, keines weiteren 

Zusatzes, da es ja dann völlig gleichgültig ist, welche der Beziehungen: 

für das crsf« nicht verschwindende besteht, 
andererseits aber mindestens eine dieser beiden Beziehungen sicher er- 


1) Setzt man in der Formel (13): c,=— 1 (v = 0, 1, 2, ■ • •), so folgt: 

Mit Benutzung dieser Beziehung hätten wir uns schon bei der Behandlung des 
Falles (rt) auf die Annahme: beschränken .können. 
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füllt ist. Daraus folgt insbesondere, daß in diesem Falle die zum min- 
desten von einer bestimmten Stelle ab durchweg von Bvü verschieden sind. 


3. Die in Satz (I) als hinreichend für die Divergenz des Ketten- 
bruches erkannten Bedingungen lassen, sich ohne weiteres auch in 
solche umformen, die für die Konvergenz als notioendige erscheinen, 

nämlich: ril“ 

(III) JFitr die Konvergenz des Kettenbruehes ^ ist 

notwendig, daß mindestens ein 63,^1 von NuU verschieden ist 
md daß die Beihe ^ |b,| divergiert. 


Diese notwendigen Konvergenzheiingaagm werden zu hinreicheiuh it 
durch das Hinzutreten gewisser Er^nzungsbedingungen, welche den 
in Satz (II) mit (a) und (5) bezeichueten ähnlich, jedoch noch etwas 
enger gefaßt sind, nämlich: 

(IV) Der Keäenbrwch ist konvergent, wenn außer 

den in Satz (UI) als notwendig bezeichneten Beäingmgen ‘noch 
eine der folgenden drei Toranssetzmgen erfüllt ist: 

1 ») Die sind gleicfibezekhnet, vnä für die ß' besteht i'ine 
Beziehung von der Form: 

(15a) l^vl 7 irgendeine positive Zahl)}) 

1 **) Die Zahlen (— l)**;?' sind gleichbezeiehnet, ‘und für die 
ß^ besteht eine Beziehung von der Form: 

\ß^^Y^ß:v 

2) Die Zahlen ß^ sind unter sich gleichbezeichnet, ^enso 
die (—lY'ßl (dchei können aber die ß^ und (— !)’’•]}' ver- 
schiedenes Vor Zeichen haben). 


Beweis. Die Voraussetzung 1 ’») kann, analog wie in Nr. 2, mit 
Hilfe der ÄquiTalenzformel (14) auf den Fall 1 *) zurückgeführt wer- 
den. Das gleiche gilt aber, wie später gezeigt werden soll, bei passen- 
der Spezialisierung der allgemeinen Äquivalenzformel (13) auch bezüg- 
lich der Yoraussetzung 2), sodaß es sich also im wesentlichen nur 
um die Behandlung des Falles 1 *) handeln wird. 

Da auf Grund der in 1 ‘) enthaltenen Bedingung: J'" li®». i 

stets; I I > 0 , sobald: | ^' | > 0 , so folgt, daß das erste nicht rer- 


1 ) Für ß„>0, j5'=0 (» = 1, 2, 8, ) reaultiert das Konvergonzkriteriran 

Ton § 102, Nr. 2, Satz (II), S. 764, als spezieller Fall. 
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- ./iVtindende 62 ^ 4-1 jedenfalls ein wn Null verschiedmies enthalten 
'nuß, sodaß also die unter (a) angeführten Voraussetzungen des 
Satzes (II) erfüllt sind und somit, wie dort gezeigt wurde (S. 850/1), die 
zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab durchweg von NtüJ 

f^rschiedm ausfallen. Dann Hißt sich zunächst zeigen, daß, geradest» 

A 

wie unter den Voraussetzungen des Satzes (II), die Grenzwerte lim •—" 

n->ac>^2tr 

und lim p — - als bestimmte Zahlen existieren, und zwar unabhängig 
davon, ob die Reihe ^ 1 b, | konvergiert oder divergiert. Mit Hinzu- 
nahme der letzteren VoiMussetzung wird sich dann ergeben, daß jene 
beiden Grenzwerte susammenfallen , der Kettenbruch also konvergiert 
Wird m so angenommen, daß für v > 2 w: | J5J > 0. so hat niat. 
lu jedes v > m die Identitäten: 



-*) 

Ti 

-V 


A. 

^•^31 -fl 



aus denen hervorgeht, daß die Existenz und Endlichkeit der beiden 
A A 

Grenzwerte lim ^ und lim Ktmvergeng der beiden 

Reihen: 


zusammenfallt. Diese Konvergenz ist aber offenbar gesichert, wenn 
die Reihe: 

2!s;;7->zr 

konvergent ist, da dann jede der beiden Reiben (17) absolut Temvergiert. 

Non folgt ans der verallgemeinerten Differenzenformel (IX) des § 92, 
Nr. 2 , S. 697, für 9 = 2 , wenn man schließlich noch v durch v — 1 
ersetzt*); 






1) Vgl. auch § 100, Nr. 1, Fußnote 2, S. 747. Übrigens gewinnt man die 
Beziehung (19) auch aus der gewöhnlichen Differenzenformel (81) des Textes, wenn 
man zu ihr die durch Substitution von 9^—1 an Stelle von v daraus hervorgehende 
addiert pnd berücksichtigt, daß: 
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sodaß also die Glieder der Reihe (18) mi*' den enrsprechendeu dvr Reihe 
Mm V 1 - * 

^ 1 • J' -1 1 

identisch sind. Sobald dann deren Koncergenr: nnd sod na^th dem 
bisher Gesagten, die Existenz der fraglicheii iv- 

würde das Zusanmenfallpn der letzteren uninittelbiir aus d<*T jrewfthn- 
lichen Differenzenforinel: 




hervorg^hen, sobald noch gezeigt werden kann, daß: 

r22) lim Ji , . JS oo. 

'* >‘{“1 ** 
v->ao 

Hiernach reduziert sich also der Beweis für die Kovacrgm: e'v* 


KeUenlruches 


auf denjenigen für die Kwcergcns ikr It^iho (20) 


und die Existenz der Bestehung (22). 

Man hat nun, wie beim Beweise des Satzes iH) gezeigt wurde 

(s.S. 850/1, Gl. (10), (ID): 

!23) o , ^ W'' • etw f\ j. «0- 

Zugleich ergii3t sich luenuis, daß; 

^2^4) 'ff 

und daß \cj^ mit wachsendem n niemals abnimmt, mithin lim 

VJf->-00 ' 

zum mindesten im weiteren Sinne existiert. Ferner sind dann die Ji^, 
wegen: a^= ^ {B^ (s. S. 845, GL (8)), für «>«, oon Null rer- 

schieden, und mau findet daher für v > «j, wegen: 

zunächst: 

i b,+ i |, I ^ (1 + ^- 1 #*.+1 h •»n * 

und sodann mit Benützung von Gl. (24) und § 110, Ungl (9), S. 845: 

» I j, j 

woraus unmittelbar die Konvergens der Reihe: ^ hervor- 

00 \ 

^ /I 1 \ * ~ 

geht, da ja die Reihe; | ^ |) Monotonie der 

Wo 

io^l bei wachsendem v sicher konvergiert. 
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Wir zeigen, nun weiter, daß die Existenz eines mdlichen lim ] | 

n 

nur dann möglich ist, wenn die Reihe: lionvergiert (daß sie im 

letzteren Falle auch wirklich allemal stattfindet, wurde ja übrigens 
beim Beweise des Satzes (II) gezeigt — s. S. 851, 61. (12) i. 

Die Rekursionsformel für läßt sich, falls also 

für V > Wo in die Form setzen: 


X-'i“ X-i' 


sodaß durch Substitution von : v= 2 WZ +1, 2 «t+ 3, • • -,2«— 1 
bzw. Ton:v=2wi+2j2?w+4, • • •,2w 
und Multiplikation der resultierenden Gleichungen sich ergibt: 


(wo:2>»>Wo) 


(26) 


B 


‘S W 

^2 wi 




B. 




2m+l -4.1 

Wird nun angenommen, daß lim | j endlich ausfällt, so muß, wegen: 
i erj = 2 1 I • I JSJ* (nach GL (23)), die Reihe: ^ \ß.+,\-\ B, P 

0 0 

hoHvergieren, folglich auch, wegen: | 1 5;(1 + y) • die Reibe: 

gj 

^ I 1 • 1 !*• ’^her für v > %: 









(S. 845, üngl (9)). 


(27) 



so folgt aus der Kmvergem der Reihe: 1 • | |* auch diejenige 


der Reihe: 


ihe:2 




, mithin auch diejenige der beiden Teilreiheu, 


welche entstehen, wenn man dem Iudex v nur gerade oder nur ungerade 
Zahlenwerte beilegt. Beachtet man noch, daß in den beiden Produkten (26) 
niemals ein Faktor mit dem Werte HuU rorkommen kann (da beim 
Eintreten dieses Falles alle bzw. ron der betrefienden Stelle 
ab den Wert NuU haben würden, was den bisherigen Feststellungen 
widerspricht), so folgt, daß jene Produkte für n — >■ 00 in äbsedui hm- 
vergierende unendliche Produkte (ohne Nullfaktoren) übei^ehen und 
daß daher lim B^^ und lim B^^,^ als bestimmk, von NvtU verschiedene 

Zahlen existieren. Da infolgedessen die (bereits für jedes eimdne 
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V > »5 als von NuU versdiiedm erkannten) \B^\ für v ^ «o 80 g»r eine 
von NuM verschiedene untere Grenze besitzen müssen, so folgt weiter, 
daß gleichzeitig mit der Reihe: | • |j5^ |* auch die Reihe: 

hmvergwren muß. 

Somit ergibt sich schließlich, daß die Divergenz von stets 

die Beziehung lim | | = + oo nach sich zieht. Da aber nach ühgl. (9), 

S.845: SO folgt unter Voraussetzung der Dwergen,': 

von ^| 6 J: 

(28) lim ii?„5„_il = + oo, 

n 00 

womit also der auf die Voraussetzung 1*) bzw. 1’’) bezügliche Teil 
des Satzes (IV) nunmehr bewiesen ist. 

Bei der noch zu erledigenden Behandlung des Falles 2) können 
wir, ohne die Allgemeinheit des Endergebnisses zu beeinträchtigen, 
uns auf die Annahme beschränken, daß die Zahlen ( — 1 )” • /3' dasselbe 
Vorzeichen haben wie die ß. Betrachtet man nämlich zwei Retten- 
brüche von der Form: 


oder noch etwas allgemeiner: 

so folgt, daß jeder Bakmingidirmh des einen Rettenbruches dem ent- 
sprechenden des anderen hmjugiert ausfaUen muß*) und daß daher zwei 
derartig konjugierte Eettenbrfiohe stets gleichzeitig konvergieren bzw. 
divergieren, daß es also gegebenenfalls vollständig genügt, die Kon- 
vergenz des eme» nachzuweisen. 

Dies vorausgeschickt, seien also jetzt die und (— l)" • ß', soweit 
sie von Null verschieden, durchweg gleicKbezei^net. Wendet man so- 
dann auf den betreffenden Retteubruch die Äqnivalenzformel (18) in 
der Weise an, daß man setzt: 


also: 


■|/|(l + (-l)’"*‘S) (v» 0 , 1 , 2 , ), 


so ergibt sich: 


-1 ■ 


-^ 2 - 1 , 


1 , 


(29) 






"ßjir 


1) S. § 70, Nr. S, S. 687. 
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Sind nun die tmd (— 1)* 'ß', soweit sie Ton Null verschieden, durch- 
weg gleichbezeicslmet, so findet man: 

und ddier: 

(30) V? 1 (i; + (- !)’+■ ■ A I < vT I ?, + (- 1)’ • />; I. 

d. h. die Teilnenner des transformierten Eettenbrucbes genügen der für 
den Fall 1*) mafigebenden Bedingung (16 a), wenn daselbst }> = 1 gesetzt 
wird. Zugleich hat man: 

i ((I. + (- D' • O + vf 0>. + (- • «i I 
- I /I, + A'i M (1 + (- 1)”^' • 0 1 = 1 i, I, 

sodafi also der transformierte Kettenbruch den samtiichen für die Kon- 
vergenz erforderlichen Bedingungen genügt, mithin auch der gegebene 

Kettenbruch ß ' lf ' p ' i hmargiert}) 

L. 

4. Der Kettenbmch brauch!^ falls er auf Grund des vorstehen- 
den Satzes (IV) hmvergiert, nÜM mbedmgt zu konvergieren. Zunächst be- 
merke man, daB für den Kettenbmch ^ die \ mit geradem Index 

L »J| 

dieselbe Bolle spielen wie für den ursprünglichen die \ mit mgeradem 
Index. Wenn also unter den \ mit mgeradem oder mit geradem Index 
nur eine endliche Anzahl von NiM verschiedener sich befindet und weim 
dann etwa 4* 0 bzw. 4“ 0 K dieser Art bedeutet, 

so wird jeder der Ketteubrüche: i 1 bzw. fürn ^ jn dioer- 

gent. Soll also die Komergene des Kettenbmches eine w/ibedingte 

sein, BO ist dafür offenbar noUoendig, daS unter den \ mit mgerademf 
wie auch mit geradem Index mendlich viele von NtdH vermiede» sind. 
Diese Bedingung ist dann aber auch Imrmhendf falls im Übrigen eine 
der Bedingungsformen des Satzes (iV) erfüllt ist, da diese letzteren 
durch Weglassung von Anfiangsgliedem ja nicht beeintradhtigt werden. 

1) Aus dam Vmitande, daB zur Harleitung dieaea Ergabnisaes daa Eriterium 
la) nur für dea beaondaren, verbUtiiiam&Big niedrigen Weit 7 » 1 in Anepnich ge- 
nommen wurde, erkennt man, daB die Bedingung i) von merklich geringem Trag- 
weite ist als die Bedingung !•), und daB sie einer der Willkdrliehkeit von y ent- 
apreehenden Erweiterung fähig sein muB, wie im übrigen aus dem Folgenden 
(a. den SohluB von Nr. 4 ) noch dea näheren hetvoigehen wird. 
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Schließlich sei noch hervoi^ehohen, daß die Branchbarkeit der Sätze 
(II) — (IV) fär Kettenbrfiche, die nicht von Tomherein in der ersten 
Haaptfonn Torliegen, änßerst beschränkt ist, da ihre Übertragung auf 

Eettenbräche der allgemeinen Form (s. die Formeln (9), S. 849) 

Bedingungen liefert, die viel zu verwickelt sind, um irgendwelchen 
praktischen Nutzen zu gewähren — es sei denn, daß die von vorn- 
herein ganz besonderen Beschränkungen unterliegen. Hat man z. B. 
durchweg: so ergibt sich mit Hilfe der soeben angefOhrten 

Formeln die einfache Beziehung: 




(31) + + + 


“»I. 


j — 
^L-i 


1| 


16. ’ 16, ^ ih ^\b,' - ----- |a-i • la-H] ‘ |6^^ 

und hei weiterer Spezialisierung, wenn man durchweg a^= a setzt: 

(82 a) ~ -f- jj-i -f 

Die letztere Beziehung läßt sich übrigens auch durch die folgende ersetzen : 

+ , 



X 

4 

- ‘ U 

1 1 

T- _A - 

1 2 ^ 


1 

L®Ji Lo 

a 

« 'S b, 

« n. 


wie unmittelbar aus der Äquivalenzformel (14) hervorgeht, wenn ge- 
setzt wird; 

c, = a (v = 0, 1, 2, ). 

Bezeichnet man ferner mit e einen beliebigen Einheits&ktor und setzt: 




ta * 


—1 -4 




e n » (^ = 0, 1,2, 


so gewiimt man an Stelle von (32 b) die noch etwas sdlgemeinere Beziehung: 


(82«) [tP + pri-r^ 

^ *'•^1 je o *6, |ea |e a *6, 

Hieraus ei^bt sich iiubesondere für a = 1: 

(33) 


e«“ä-6* 






6. ■ |e6« 

eine Formel, die zurYerallgemeinemng des Eonvergenzsatzes (TY) dienen 
kann. Danach erweist sieh der Eettenbruch j als Jeonoergent, wenn 

za den notwendigen Eonvergenzbedingnngen (Ul) noch hinznkommt, 
daß (bei beliebiger Wahl des Einheitsfektora e) die Zahlen 

(/* = 1, 2, 3, ) deijenigen Bedingung genflgen, welche unter 

1*) fOr die \ gefordert wurde. DerYolIstöndigkeit htdber aei erwähnt, 
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daß die Tragweite dieses Kriteriums durchsichtiger wird, wenn man die an 
dieser Stelle uns noch nicht zur Verfügung stehende geometrische Dar- 
stellung der komplexen Zahlen zu Hilfe nimmt. ^ Im übrigen erkennt 
man unmittelbar, daß die oben durchgefuhrte Behandlung der Bedingungs- 
form 2) (s. ÖL (29)) als spezieller Fall (e = (^ + *0) Torstehendea 

Ergebnisses sich erweist.^) 


(I) 


§ 112. XoiiTergenzkriterieu f&r Eettenbrüche der zweiten 

Hauptform. 

1. Hauptsatz. 

Der Keltefämich (bei Miebig komplexen einscMieß- 

Uck d&r NtM) ist unbedingt konvergent, wem eine unbegrenste 
Fdge positiver Zahlen (^J existiert, derart, daß: di < 1 und 
für V > 2: 

0<^„<1 

0<laj^^_x (!-«•.)•*) 

Und mar ist stets: 


(1) 




außer wmn durchweg: 


(I'J 

II 

1 

1 

+ 

o 



und zugleich: 


(1") 

.^(1-0,)... (1-0,) 

+ 00; 


1) Das gleiche gilt übrigens auch bezüglich der Zurückführung der Bedingungs- 
form 1^) auf !*•} 8. GL (14), S. 860) und für etwaige Anwendung der Ä quivalenz- 

formel in Fußnote 1, S. 862 (c = — 1). 

2) Bezeichnet man mit {v > 2) beliebige Einheitsfaktoren und setzt für > 2 

speziell : ' 

(1— O-y), 

HO folgt also (indem man noch = 1 setzt), daß der Kettenbiuch 

fl 

b" 1 J, 

wnheäingi konvergiert, und zwar auch noch im Falle 0*^ » i, außer wenn durch- 
weg — 1 und die Heihe (I*') divergiert, in welchem Falle außerwesentliche 
Divergenz eintritt. 
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in %vdclmi Fälle: 


( 1 ') 


« “ 1 * 

"l = 3 _ 

iJ, 1—8-1 


VL'ird. Die unbedingte Konvergeng des Ketteribruclies Ueibt auch 
notdt für d'i — ! erhalten, atißer wenn die iesmderen Bedingungen 
(1'), (I") gleichzeitig bestehen: in diesem Fälle ist der KeUen- 
bntch außencesentlieh divergent}) 

A,, 

tieweis. Man hat (wenn die Näherungsbrüche wieder mit ^ 
bezeichnet werden); ' 

(2) = 1; = 1 und für J 5 „ = 

mithin (für v>2): 




i i ‘ ! ■®r— S I 


f 3 

und, wenn man auf beiden Seiten dieser U'ngleichung , sub- 

trahiert: 

( 4 , 1 ^ I A._.; !<:(!- ^.) (i : - »..-1 i K-, I)- 

Diese Eekursionsformel zeigt zunächst, daß stets: 

( 5 ' i J>’, I — «■, > 0. wenn: j jf>’ . ,3. >0. 

Du aber aus Uugl. ( 4 ) für v = 2 folgt: 

(ti) ; B.| — 8-Jßij >(1— »2) (i^i i — 9 'i! 2 ?oi) = (1 -^i) (1 - •ü'j), also >0, 
s(i *'rgibt .sich, daß in derTatUngl. ( 5 ) für jedes v >2 gilt. Man hat also: 


und liurch fortgesetzte Anw'endung dieser Uogleichnng bis 
(7 1 i A ^ — 1 ■ " jedenhkUs > Ü, 

woraus zunächst hervorgehfc, daß die Folge der Näherungsbrüche keine 
simihsen enthält. Da das vorstehende Ergebnis völlig unabhängig davon 
ist, üb unter den solche mit dem Werte FuU Vorkommen, so soll es 
zunächst dazu benützt werden, um diesen besonderen Fall für v >2 von 
vornherein zu erledigen. Es sei = 0 (wo « 1 ) der erste bzw. 

eiurÄge Teilzähler dieser Art, dann ist auf Grund der Üblichen Kekursions- 
formein; 


( 8 - 

111.1(1 somit 


A 




1 * «-f I ■» 

I = (1 + 0 


!±* 








B., 


l) b/.w. van det Form falls 0 sein holftti. 
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Durclx ToUetandige Induktion ergibt sich aber^ daß dann für jedes v'> n: 

A A 

V n 

(gleichgültig, ob für v > w + 1 noch beliebig viele a^ — 0 Vorkommen 
oder nickt). Denn angenommen, es bestehen für irgendein ii>n Be- 
ziehongen von der Form: 

B B ] 

wie ja nach (8) für /t=w + l tatsächlich der Fall ist, so folgt zunächst; 


^M+1 ~ 


~ (^/i+l ®«+*) 


Da bereits feststeht, daß: 0, 

und man findet daher: 

SO ist auch: k^^ 

4<+* _ 

A 

•B,,+s 

"K’ 


womit die Bichtigkeit der fraglichen Behauptung (9) erwiesen ist. 
Sollte schon a^s= 0 sein, so folgt ans den Anfangsgleichongen: 
-40=0, .4j=fli=0,i 

' daß für jedes v: 

.4,= 0, 

also, da ja a, in den B^ gar nicht vorkommt und daher, wie zuvor, 
durchweg B^ 4“ 0, für jedes v auch: 

(10) ^=0. 

Somit ergibt sich aus GL (9) und (10) für v — ► oo: 

Ist a^=0 für hdidbig vide v, während die übrigen den 

Bedingungen (I) genügen, so id der Kettenbrudi fl konvergent, 
und ztvar ist: ^ 

Y =0, wenn: Oi= 0 

(11) r« r KT 

IyJ = [_yJ “„.fi = 0 (n>l), Äi<?epen: «^4*0 ffir»»<«. 

Enthält der Eettenbrnch unendlieh vide Teilzahler a^= 0, so ist 
die Konvergenz sicher eine unbedingte, da ja jeder durch Weglassung 
von AnfangsgUedem entstehende Kettenbrucb genau denselben Charakter 
hat wie der ursprüngliche. Enthält er nur eine endliehe Anzahl und 
ist <>„—0 der letzte derartige Teilzäbler, so bleibt nur noch die un- 
bedingte Konvergenz des Kettenbruches ^ zu erweisen, was weiter- 
hin noch- geschehen wird. 
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2. Die Annabme, daß unter den die NiM Torkoiumt, kann also 
för die weitere Uptorsuchung ansscheiden*), und wir dürfen daher Ton 
jetzt ab ohne BesduSnkung der Allgemeinheit annehmen, daß durchweg: 

l®yl >0 1 ) somit: &^< 1 für w> 2 , 

übrigens zunächst auch, entsprechend der Fassung des Hauptteiles 
unseres Satzes: 

^i< 1 . 

Man hat alsdann nach üngl. ( 6 ): 

( 6 ) |.^I — #2 ' 8 -i)(l— 0 ' 2 )>O(lc<«fer«smitAusschlußderöleichheit) 

und daher nach Ungl (4) für jedes v^2i 

(4) 

also durch Substitution von v~2, 3, -“,n, Multiplikation der resul- 
tierenden Ungleichungen und Weglassung der beiden Seiten gemein- 
samen (durchweg von NiM verschiedenen) Faktoren: 

(12) |BJ-».|5,_,la(l-»,) (l-».)-(l-*,)- 

Dabei kommt offenbar das GleitMeitszeichen dam und nur dann zum 
Vorschein, wenn es in jeder der zur Herleitnng benützten Beziehungen 
( 4 ) ausnahmslos gilt, wenn also für v=s 2 , S,***, » durchweg: 

(4') I BJ - i B,_. I = (t - ».) (I B,_, - i B._. I), 
anders geschrieben (übereinstimmend mit der Fassung (3)): 

«') I B. I = I B,_. I - (1 - »,) I -B-, I- 

Wir wollen zeigen, daß dies mr möglich ist, wenn für v« 2, 8 , •••, » 
dnrdiweg die Beziehung (!') besteht, und daß alsdann die {v < «) 
sämtlich redl md positiv sind. 

Angenommen, es seien für irgendein bestimmtes v > 2 die Zahlen 
^r~s> positiv, alsoi 

( 13 ) = = 

so nimmt GL (3') die Form an: 

(14) iB,| = B„,-*„,(l-»,)B,_„ 

während andererseits ans der Reknrsionsformel ( 2 ) folgen würde: 

(15) |B,läB_.-|«,|B_, 

^ t) DaS in dem betreffenden Falle aaob die Bebauptong (1), nämlich; 

l[f]J 

gil]% Ueibt, wird sieh siAterhia noch ergeben (a fulnote 8, 3. 867). 
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Die Vergleichung von (14) und (15) zeigt, daß alsdann: 

also: 

Da aber nach (I): 

BO folgt, daß: 

(16) !a,i = &_j(l-0-,), 

und man erkennt durch nochmalige Vergleichung von (14) und (15), 
daß in (15) nur das GleicJ^ieitszeicken gelten kann. Dies ist aber 
(wegen; + Q’ii’ möglich, wenn redl ^md negatic, 

sodaß mit Berücksichtigung von (16) sich ergibt: 

(17) = ~ ■^r_i (1 ““ ■8',) (übereinstimmend mit (!')). 

Zugleich liefert dann die Rekursionsformel (2) in Verbindung mit 
6L(14) die Beziehung: 

B.= a-»J B,_.= IB.l, 

welche zeigt, daß jedenfalls reeU und nkM negativ ist. Da aber 
bereits feststeht^ daß die B^ durchweg von Null verst^ieden sind (s. 
UngL (7)), so folgt, daß im vorliegenden Falle B^ wesentlich positiv 
sein muß. 

Wir finden also; Sind für irgend em v ^ 2: B^_^, B^_^positiv und 
besteht die Gleichung (3'), so genügt a, der (mit Gl. (17) gleichlautenden) 
Beziehung (!'), und auch B^ ist positiv. Da aber, wegen; jBj= 1, 
die bezüglich •?,_i gemachte Voraussetzung für v = 2 erfüllt 

ist, so eigibt sieh durch vollständige Induktion, daß das Bestehen der 
Gleichung (3') für v = 2, 3, * • *, n in dem gleichen Umfange die Existenz 
der Beziehung (!') nach sich zieht und daß dann alle für v < n reeti 
und positiv ausfallen. 

Umgekehrt; Genügt für v = 2, 3, ••*, » der Beziehung (I'), 
so lautet die Bekursionsformel (2) folgendermaßen: 

(18) (!-»,)£._, («>2). 

und diese wird identisch mit der Beziehung (3'), sobald feststeht, daß 
alle B^ reNl und positiv sind. Bringt man aber Gl. (18) auf die Form; 

so folgt durch wiederholte Anwendung (vgl. Ungl. (12)): 

(l~‘ös)”'(l“®',) 2, 3,*-', n) 

und daher: J5^>0, Mls was offenbar zutrifft, da ja 

5 , = 1 > 0 . 
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Hiernach gestattet jetzt das in UngL (12) enthaltene Ergebnis die 
folgende präzisere Fassung: 

Gemgen die \a^\ filr v == 2, 3, der Bedingung (I) 
(mit dem Zusätze: \(i^\>0 für v > 1), so hat man^ abgesäim 
von ehiem sogleich anmgeienden Einiselfcdl: 

(19a) \BJ--d‘JB^_^\>(^l-—d'^){l---d'^)**-{i’-^^)mUÄus$cMußderQlei€hJieit 

Nur dann, wenn für v= 2, 3, • • •, w die "besondere Bedingmg (!') 
erfüllt ist, tritt an die Stdle der obigen Ungleichung die fol- 
gende Gleichung: 

(19b)jB -#„5 (nebst: jB = jBJför *;<«). 


3. Führt man die folgenden Abkürzungen ein: 

1(1 ~ «-i) (1 (1 - »j = ®;, 

so gehen die Beziehungen (19a), (19b) durch Multiplikation m it ^ in 
die folgenden über; " 


( 20 ) 


(21a) 


(21b) 


©. 




&. 


I > ^ (im aUgememen FaMe) 


®n-l © 




1 

— • = -Q- (im Mneelftüle). 


e 


«— 1 


Ersetzt man « der Reihe nach durch (» — 1), (» — 2)*-*2, so 
folgt durch Addition der resultierenden Beziehungen zu (21a) hztr. (21b) 


bzw. 


9 


und wenn man berücksichtigt, daß; 


• .i, ) «■ 


so wird: 
(22a) 

(22 b) 


©■ 

®a 


™ • 1 I > (im allgemeinen Falk), 

^71 

Sjj (im Einzdfalle), 
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wenn noch, gesetzt wird: 


(23) 
also: 

(24) 


S. 






9. 


e: 


= ^ (n=2, 3; 


Nun ist (Tgl. §92, Nr. 2, (7II), S. 697): 


(25) 
und daher: 

(26) 




Da aber auf Grand der Yoranssetznng (I), wenn wir zunächst den oZl- 
gemeinm FaU ins Auge fassen: 

0 0^ 

( 1 ~^*) (1 ~ ^ s ) ” * (1 ~ 

und nach Ungl. (22 a): 

\B ,B i>@ ,& 8 ,8 , 

I 1 "v l 1 V y— 1 vf 

SO findet man: 

und da die (positiren) Zahlen 8^ mit wachsendem v monoton zn- 
nehmen, so folgt, dafi die Summe, welche das letzte Glied von GL (25) 
bildet) für n — *■ oo in eine absolut konvergente Beihe übergeht und 

somit auch der Kettenbruch ^yj konvergiert. 

Zugleich eigibt sich ans Ungl. (26) mit Berücksichtigung von (27): 

I [fl 1 < +2 (äIti “ ^)) 

(28) = ^1 — (s. die zweite Gleichung (24)) 

und daher für » — ► oo: 

(29) 


|[T]J<^(‘->i>;i) 


mU Ausschluß der Gleichheit, da die für hinlänglich große eadtiche n 
bestehende Vngleiihheit durch den Grenzübergang n — *■ oo nicht auf- 
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gehoben werden kann.^) Man findet also schließlich (anch im Falle: 
limS^ = + oo), wie behauptet: 


LiJi ^1-^. 


In dem oben hezeichneten, durch die Bedingung (!') charakterisierten 
EmsdfäUe hat man zunächst: 


y J Oy J_Oy 


«s«» • • •«y=(-ir^‘^Ä • • -^y-xCi-ö-od-ö-s) • • -fE^ 

und nach Gl, (22b): 

B ,B = @ S ,8 , 

»•—1 V y — 1 — 1 V ^ 

sodaß an die Stelle der Ungleichung (27) die folgende Gleichung tritt: 


a. o, - • • a. 


T — 1 ^>'•”1 


ran - (— iV" - - = — - f— iV" • 

Infolgedessen geht die Gleichung (25) in die folgende über: 

[iili“' A ~ 2 (sii - ö) “ “ Ö’ 

und es ergibt sich somit schließlich: 

(8S) [Tl-'A(l-il"5.)- 

OO (Sk ^ 

Dabei ist lim ■^> 0 oder = 0, jo nachdem die Reihe: y‘'!a~ (s. Gl. (23)) 

oder auch dte durch Weglassung des (tob Null verschiedenen) 
Faktors tind des Anfangsgliedes daraus hervorgehende Reihe: 

änFTTTe^ Äont;er 3 '^er< oder dtvergtert. Im ersterm 

l t S V 

Falle hat man also; geradeso wie früher: 


1) VgL § 108, “Ni. 1 di© Motivierung von Ungl. (15), S. 82e. 

2) Diese Ungleichung bleibt auch gültig, falls für irgendwelche fr>l die 

Beziehung «^«0 besteht Ist etwa (m>0) der erste Teilz^hler dieser 

Axt, BO hat man nach (11): 


UT.d andererseits nach (28) bzw, (32): 


(88) bzw. (88): 


Pringthelm, Vorletungen l.S* 
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und nur, wenn jene Beihe divergiert, also die Voraussetznng (I") er- 
füllt ist: 

(34b) LtI-T=ä 


Da die vorstehenden Konvergenzbetrachtungen auch für jeden Ketten- 
bruoh von der Form: — (wo »»>0) gültig bleiben, so ergibt 


sich zugleich, daß die Konvergenz eine unbedingte isi 

£s bleibt noch der Fall: 1 zu erledigen. Eier folgt zunächst, 

daß auf Grund der bisherigen Ergebnisse der Kettenbruch j'yj (un- 
bedingt) JMnvergiert. Daraus würde aber auch sofort die Konvergens 
des gegebenen Kettenbruches hervorgehen, falls: 


während für: 



offenbar außerwesenÜiche Bivergeng^) eintreteu müßte. Nun ist aber 
nach Ungl. (30) bzw. (34 a): 

[t], I ^ ^ ^ wegen: | «s i < (1 — «•*) == 1 - «■*, 

aüßer wenn die besondere Bedingung (!') für v^3 und außerdem 
die Bedingung (I") erfüllt ist. Alsdann ergibt sich zunächst nach 
Gl. (34b): 

00 

= .. 3 _, 

3 1 -», 

also: ^ 

[ r]j ~ ~ «3 = — (1 — ^s), 

mit anderen Worten, wenn die Bedingung (!') auch schon für v = 2 
besteht. 

Damit ist der in Nr. 1 ausgesprochene Hauptsatz in allen Teilen 
bewiesen. 



4. Durch passende Spezialisierung der lassen sich aus dem 
Hauptkriterium von Nr. 1 mannigfache Spezialkriterien ableiten, als 
deren bemerkenswerteste wir die folgenden erwähnen wollen: 


1) Bsw. die Form y falls a, s= 0. 
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■«,r . , 


(^) 


(B) 

(C) 


Der Ketteri>riich kt unbedingt konvergent, wenn eine 
der folgenden Bedingungeformen erfvUt ist: 

0 I I 2 ^ 3: 0 < I <t, I < y 

Ausgenommen der Fall: 

1 1 
0, = — g- und für jedes v ^ 3: «, = — 4» 

in welchem außerwesenüiche Divergem stattfindet. 

(;* ^ l)j 


0£lviSl+^-’ »Sl» 

wo: 0 < < 1. 


I < ^,«+1 

1 +«•;+! 


W I %1 + i«s,«+il-' 1 ^ f 1 ) demZimtse: |Sp+tl>B (/*^ 0 ).' 

ap 

(E) 

Beweis. Za (A). Man hfit nur zu setzen: 

0*1 = 1 und für ^ 2: = ^ 

(1 'Ö’g) • • * (1 d' ) 

Da für V > 2 : 1 — 0*^= so ist y]' ITTTT^ = + oo, sodaß 

in dem angeführten (der Bedingung (!') des Hauptsatzes genügenden) 
Ausnahmefall wirklich Divergenz stattfindet. 

Zu (B). Man setze für v ^ 1: 




»»+1 


— also: 1 — 8'=«-^% 

2 »+ 1 ^ 2 1>+ 1 


Da hier: d,= also <1, so scheidet die DivergenzmSglichkeit voll- 
ständig aus. Die Bedingung (B) gibt, wegen: l*f| 

eine etwas höhere obere Schranke, als Bedingung lA) — abgesehen 
von I I, wofür ja in (A) der Maximalwert zuBssig war. 

Zu ( 0 ). Man setze für f4> 1 : 

^,«-1 = 14 ^'' = K 0 < ^ ' < U 

1) Dabei wird überdies angODommen, daü die Beihe unendliob viele vof* 
Null urscUeäem Glieder enthalt. 

66 * 
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SO nimmt die Bedingung (1) des Eauptkriteriums die Form an: 

I _ I ^ 1 tA 






. f i>+^ 


Io, )=JLJL1± 

Wählt man die d"' insbesondere in der Weise, daß; lim'9''==0 (was 

^ fi flO 

ja nach Fassung der Voraussetzung durchaus zulässig ist}^ so wird: 

Während also in den Fällen (A) nnd (B) die obere Schranke fSr die 
|o^| (abgesehen Ton jagj im Falle (A)) nur -j oder wenig darüber 

^mit dem Grenzwert betrug, so scheiden sich hier die | o^ | in zwei 
Serien, dergestalt, daß die Glieder der einen beliebig wenig unterhalb 1 
liegen bzw. auch den Grenzwert l besitzen dürfen, während die Glieder 
der anderen dann gegen Nvil konvergieren. 

Wegen < 1 ist auch hier das Vorkommen des Divergenz- 

fidles von vornherein ausgeschlossen. 

Zn (D). Setzt man zunächst für ft > 1: 

“'s’ 

so ergibt sich -ans der Bedingung (I) des Hauptsatzes durch Trennung 
der Fälle v=: 2ft und v= -f 1, wenn man dabei noch die Zusatz- 
bedingung I I > 0 berücksichtigt: 

nnd durch Addition dieser beiden Ungleichungen: 

Diese Bedingung allein — nur mit dem Zusatze: — ist 

dann aber audi hinreü^md für die Konvergenz des Eettenbmches. 
Versteht man nämlich unter (p ^ 1) diejenigen positiven Zahlen, 
welche durch die Bedingung: 






bestimmt sind, so hat man: 0 < < 1 auf Grund der obigen Be- 

dingui^ (D), und diese selbst geht in die folgende über: 
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Setzt man also wieder: = so sind die Bedingungen (I) des 

Hauptkriterinms befriedigt, der betreffende Kettenbrach also hmvetgent. 

Da hier: also < 1, so' ist die Möglichkeit der Divergeng 

wieder ansgesohlossen-O 
Zn (E). Setzt man: 

0 < ö-j ^ 1 und für v>2: 0 < ö“, ^ ferner: lim#^ = 0 

y->oo 

und nimmt an, daß die der Bedingung genügen: 

1«,!^ («'-^2), 

so hat man um so mehr: 




und zwar znm mindesten von einer bestimmten Stelle ab mit ÄmscMuß 
der Gleichheit, da ja schließlich einmal < 1 werden muß. Infolge- 


dessen ist der Eettenbmch ansnahmdos Jcomergmt. Ans der vor- 

^ ^ -’i 

letzten TJngleichung folgt durch Summation für v = 2, 3, • • n und Über- 
gang znr Grenze für »-->,oo, mit Berücksichtigung von öi<l und 
lim# = 0; 

fl 


«•>« 






1) Wenn man, statt von der Festsetzung auszngehen, die Yer- 

fdgongen trifft: 


1 


und für f*>l: 


ki<4 


BO ergibt sich statt des EriterinmB (D) dnrcb analoge SoblnSweise das folgende: 
(DO 

mit dem Zusätze: | | > 0 (\l> 1). 

Doch tritt hier, wegen; a-, der Divergmzfall ein, wein durchweg a,, < 0 
xmd die obigen Bedingungen die spezielle Form annehmen; 


wenn außerdem; 


1 , 1 
aj« — — 2 ’ 




+ 00 * 


« 4<»6 • ' • 

DfM Kriterium (D^ eineehließlieh des DivergensfEHllee wtirde sich übrigens 
auch ergeben, wenn man das Kriterium (D) sunftchit auf den Eettenbruoh |jyJ 
anwendeta 
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Diese als Folgerung aus den getroffenen Festsetzungen hervorgehende 
Bedingung erweist sich schon als hinreichend für die Konvergenz des 
Kettenbruches. Denn definiert man jetzt durch die Beziehung: 

V 

BO folgfc zunächst: 

= — also: 0 < «■, < 

und aufierdem: 

OS 

‘Ö'i ^ 1, lim'9'^ = 0, 

V-yoo 

Bodaß also die ■0'^ die sämtlichen ursprünglich gemachten Voraussetzungen 
erfüllen. 


§ 113. Übertragung der KouTergeuzhriterien für Kettenbrüche 
der zweiten Hauptform auf beliebige Kettenbrßche. 

1. Um die Kriterien des vorigen Paragraphen auf Kettenbrüche 
von der allgemeineren Form zu übertragen, hat man nur zu be- 
achten, daß unter der Voraussetzung: b,, =4= 0 (fö’" » = 1, 2, 3, ) die 

Äquivalenzformel besteht (vgl. § 94, Nr. 4, Gl. (25), S. 711): 

r«,i* r<i* . , , »1 »» 

Cü > wenn gesetzt wird: = y ? a^ = — y {v ^ 2). 

Hiernach nimmt das Hauptkritei^nm von Nr. 1 des vorigen Para- 
graphen jetzt die folgende Form an: 

Ist I % I > 0^) und existiert eine mlegrenete Folge po^tmr 
ZcMen (ß’J, dercni, daß: < 1 imd für v>2: 


(I) 


f 0 < ^. < 1 

0^ 

«r 

K—iK 




1) lat a^ = 0, 80 folgt aus Nr. 1 des vorigen Paragraphen, daß der Ketten- 
bmch (abgesehen von dem Einzelfalle, auf den sieb die Faßnote der nächsten Seite 
bezieht) konvergiert nnd den Wert Null bat; ebendanach ergibt sich: 


wenn: =« 0 (n>0), dagegen; a,+0 für »><». 



Nt, 2. 

0 ) 

(I') 

(I'O 

(1') 


§ 113. Konrergenzkriteiien fOi beliebige Eettenbifiche. 
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so ist der Kettenbrwh 




unhedingthonvergentfimd etmar iä: 


r <i ” 

00 

^ 1 

^1 

LrJ 

1 


Ö. 


außer wem durchweg: 


b ,b 




und suglekh: 

’O — '®'*) (^ ~ ^s) ' 




= + <x, 


in wäehem FdUe die Beeiehung hestM: 

r^r=_L_.^. 

LH 

Die unledingte Konvergenz des Kettenbruches Ue^t aucÄ 
noch ßr erhalten, außer wenn die besonderen Bedingungen 

(l') und (l'') bestehen: in diesem FaUe ist der Keitenbrudi außer- 
wesentlich divergent.^) 

2. Der Vollstöndiglreit halber tmd um den Vergleich mit einigen 
anderen weiter unten noch anzugebenden Kriterien möglichi^t zu er- 
leichtern, -wollen wir auch noch die Übertragung der Spezialkriterieu 

Ton Nr- 4 des vorigen Paragraphen auf EettenbrQche von der Form 
■— «>«00 

Y ansdrdcklich vornehmen (obschon dabei tatsächlich nichts anderes 
geleistet wird, als daß man auf Grund der oben angeffihrten . 


formel a durch 


>'*— i"» 


ersetzt), nämlich: 


Dir Keüenbruch ist unbedingt honvergent, warn eine 

der folgenden Bedingungsformen erfäUt ist: 




0< 


<\> 0< j— — 

— s — K-tK 


<jßr v'>3. 


l I 

Ausgenommen ist der FdH: 

Ä=-r’ CT— 

in wüehm mßerwesenüiche Dmrgene stattfindet. 


1) bzw. von der form faUi o, »o 0. 



374 Absclmitt IV. Kap. III. Kettieiibrüolie ans komplexen Zahlen. Nr. 3. 


(B) 

(C) o< 


o< 


b ^b 


Sstl (»ä2» 



\ 

c 

1 

vH 

“sx+l 



^2|U^S/£ + 1 


=i+^;+i 


(D) 

(E) 


tco: 


“Jx 


0 < a-; < 1. 


hit—ihfi 


+ 


Is+.i>'> ("ao)- 




OB 

^ K-ii 


< 1 . 


3. Das Haap&ritermitt von Nr.l, sowie jedes der daraus abgeleiteten 
Spezialfcriterien (A) — (E) besitzt, wie aus der Herleitung hervorgeht, 
aber auch in der Form jener Eriterien unmittelbar zum Ausdruck kommt^), 
fdr alle unter sich äguivdenten Eettenbrüche die gleiche Wirksamkeit. 
Etwas Derartiges findet im allgemeinen nicht mehr stati^ wenn man bei 
Spezialisiernng der solche Ausdrücke verwendet, welche irgendwie 
von den a^,.iy abhängen. Ein in dem angedeuteten Sinne spezielleres, 
aber wegen seiner einfachen Form, zumal bei noch weiterer Speziali- 
sierung besonders nützliches Kriterium gewinnt man durch die Annahme: 



1) Daraus folgt *.B. für a^ = e,v*, 6,= 2»>+l, wo die beliebige komplexe 


Einheitsfaktoren bedeuten, daB der Kettenbrucb 


r e r* 1" 
* LsT+iJ^ 


stets nnbediogt kon- 


vergiert, und war selbst in jenem „ungünstigsten^* Falle, in welchem sonst unter 
Umständen außerwesentliche Divergenz eintritt, nDmlich wenn für ^ 2 durchweg: 
= — 1 (vgl. im vorigen Paragraphen den Beweis zu (B), S. 869), Zugleich findet 

man in diesem Palle ^wegen: ~ ~ j) 

und (wogen: = »Hgemeia: 


br + lj, l-»„ 


-M* 

Sn + 1 


= — N. 


S) Indem ja die b^ durchweg nur in der Verbindung 
welche ungeändert bleibt, wenn man ^ 

durch: 

K^v K durch: e^b^ 


-iK 


aufireten, 


ersetzt 



ÜTr.S. 


§ 113 . Eonvetgenzkciterieii fBx beliebige Eettenbrficbe. 


875 


wo nadi (I) den Bedingungen zu genügen hat: 

(3) 0 < 9 ^ < I & J für V > 2, 

während im allgemeinen 0 < 9 i < | | zu setzen ist und die 

Annahme: 9 i = | hi | die a. a. 0. für den Fall ‘ 8 '^ — 1 gemachten Ein- 
schränkungen erfordert. 

Die fiauptbedingung (1) nimmt alsdann die Form an: 


0 5 

anders geschrieben: 

(4) 


^-1*, 


< 


' \b. 


»-1 


(*'.> 2 ), 


— 1 


sodafi also^ weon. nur diese Beziehung besteht und außerdem: 

(4a) 9 ^ > 0 (v > 1) 

die zuvor in UngL (3) enthaltene Beschränkung 9 ^<|h, 1 für v>2 
schon von selbst erfüllt ist und nur noch die Bedingung: 

(4h) |h,|^9i 

(mit den erforderlichen IHnschränkungen für den Fall | | = 9 ^) aus- 

drücklich erwähnt werden muß. 

Sind diese Bedingungen erfüllt und insbesondere: | b] | > 9 ^, so 

[ Ct “1*’ 

^ I und es ergibt sich aus der Be- 
ziehung (1) (mit Berücksichtigung von: daß: 

(5) 


TM 


l?iL 

i6;T-fr 


abgesehen von jenem AusnahmeMle, welcher bei gleichzeitigem Be- 
stehen der beiden Beziehungen (!')> (1") eintritt. Dabei würde die 
Beziehung (1') hier zunächst folgendermaßen lauten: 


b ,b 

— 1 ''v 




und diese Bedingung besagt 'offenbar mit Rücksicht auf die Yoraus- 
setzung (4) dasselbe wie die beiden folgenden zusammen: 

Infolgedessen nimmt die Bedingung ( 1 "), wegen: 

I U I , '^v 

= — ■ " ■ — f nach Hinzufügung des im übrigen einflußloBen Faktors ~ 

1 *r 9i 

die Form an: « 
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Sind dann diese Bedingtmgen (6) und (7) erfiilU^ so findet man 
nach GL(l'); 

desKettenbruchesj bleibt wiederum 

auch noch im Falle 1 i&j ! = Pi erhalten, außer wenn die Spezial- 
bedingungen (6) und (7) bestehen. Alsdann wird auf Grund der Be- 
ziehung (8) zunächst: 

IM fl. 

und, wenn man die beiden Bedingungen (6) fäi v = 2 wieder in die 
eine vorangehende vereinigt: 

a» !b. I— e. 


schließlich: 




sodaß der Kettenbruch 1 J außertcesenüich divergiert, falls j aj > 0. 

Durch Zusammenfassuug der in den Beziehungen (4) — (9) ent- 
haltenen Ergebnisse gewinnt man also das folgende Konvergenz- 
kriterium: 

Der Kettenbrucli ^ | ist unbedingt konvergent, wem 

eine Folge positiver ZdMm (v = 1, % 3 ) existiert 

derart, daß: 

\\W> Hl 


Vy 1 


1) Setzt man: 




80 kann man dem betreffenden Eriteiiam auch die folgende Fassang geben: 
ExMerm sw« Fdgm um ZaMm «,,>0, (»=1, 2, 8 • • ■) derart, 

90 ist der Ketteiibruch (abgesehen von dem im Texte ertoahnten einzigen 

Divergenzfall) wibedingt konvergent 
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(f) 


(F) 


(F) 


Babd ist, falls | «i | > 0: 

lr^Ti< 

IL^JJ 


wenn für v > 2 
a. 




ml sugleidt: 




+ 00, 


in welchem FdRe an die Stelle der Vngleiehmg (f) die 
Cfkichmg tritt: 

an r!lT_ l*-.! also- Ir^^Tl- '^1 

V |kJ, pi^xi-Px 


Die unbedingte Konvergenz des KeUenbrtuihes bleibt atidk 
noch für | | = erhcdten, außer wenn die besonderen Be- 

dingungen (F') und (F") bestehen: in diesem Falle ist der 
Kettfibruch außerwesentlich divergent}) 


4. Das Yorstehende Kritermm nimmt besonders einfache Formen 
an, wenn für eine der folgenden drei Annahmen gemacht wird: 

= 1, “ I i> 9y ~ 1^1 *» 4-1 j (v =* 1, 2, 8 • • • 

wobei im zweiten und dritten Falle fOr v ^ 2 durchweg: | | > 0 

Torauszusetzen ist Mit dieser 2l!usatebedingung ergibt sich dann: 


Dies folgt flbiigens anoli niunittelbai ans dem Hauptkriterinm von $ 112, 
Nr. 1, 8. 860, denn ans den obigen Bedingungen ergibt sich fOz v^S: 

. *»— 1 ** 


1 ^y 




wo jetst für Y^l: 




0<9, 


■:S1. 


1) baw. Ton der Form wenn o, « 0. 
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(G) 

(H) 

(I) 


(g) 

0^) 

(i) 
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[ et 

^ ist unbedingt konvergent, wenn 
eine der fdgenden drü Bedingungsformen erfüllt ist: 

iM>i, I 

|6il>|a*!> l&vl^|a.+il + l; (*'^2), 

und 0 wa/r genügt sein Wert^ falls | | > 0, je einer der folr 


RI 
RI 

fw v>2 


' IM-i 

<• i<»i I 
IM— 


O * 

r ~ ~T < 0, 1 j = I <* J + 1 andzngleich 1 a, »s • • • oj = + <», 

1+1 » » ’■=+”> 

in wddien Ballen an die Stdle der Ungleichungen (g) — (i) 
die folgenden Gleichungen treten: 


(g') 

r-T 

lAl fllso- 

r^TI- 


- 

Id, 1-1 b/ 

UJJ- 

1 6,1-1' 


r-T- 

IM ,, 

r-T\- 

i«.i 

L^Jr 


UJiT 


(i') 

r-T- 

\h\ 

rsr\- 

l«i 1 



L^JJ" 

|6i|-V|a,| 


Die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches UeM 
auch erhedten, fdUs in den auf \ bi \ besUglidun Bedingungen 
(G)— (I) das Oleiehheitszeichen stdd, außer wenn die be- 
sonderen Bedingungen (GO bsw. (H'), (10 bestehen: alsdann 
ist der Kettenbruch dußerwesentlieh divdrgent}) 


1) bKV. TOD der Form—, rrenn a|«:0. 
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Zasatz. Besteht die zweite der Bediugtuigen (G) bzw. (E), (1) 


auch noch für v = 

1, besteht also eine der folgenden drei Bedingungen: 

(Gl) 



(Hx) 


(v>i)"), 

(W 

iMä/ra+vTs;;nl 


80 reduzieren sich die Ungleichungen (g) — (i) auf die einfacheren: 

(gl) 

Ißlh' 


(K) 

1 ra n*l 

\\f] <l«il 


(h) 

l[^]J<yw 



and geben in die entsprechenden Gleichnngen Qber, wenn die Spezial- 
bedingangen (G') bzw. (H'), (!') — und zwar die in der zweiten 
Kolonne stehenden für v > 1 — erfüllt sind. 


5. Trennt man in dem Kriteriam (F) zunächst für v ^ 2 die Fälle 

v.— 2ii — 1 und V = 2/t, setzt außerdem: = 1 (für /t = 1, 2, ^ ), 

so resultieren die Bedingungen: 


( 10 ) 




Läßt man die erste dieser TJngleidhungen auch für jtt = 1 be> 
stehen (sodaß also: 1^1% | + pi)> so ist damit auch die Anfangs^ 

bedingung von (F) erfülli^ falls | { > 0. Bringt man sodann die 

obigen zwei Ungleichungen auf die Form: 


( 11 ) 


b.J-l >1^ 




Pju— 1 


(f»äl)> 


SO folgt durch Multiplikation: 

I — 1 ^ I 1> 


1) In den F&llen (H,), d,) mit dem Zoiati |aj>0. Sind die a„, b„ fseR, 
in w^obem Fälle die ohne Beaobr&akimg der Allgemeinheit ab potäio Toraas* 
geeetat werden dürfen, so bt das Eriteriun (G,) identisch mit dem EonTcggen»- 
loiteiimn von } 108, Nr. 1, S. 888. 
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und diese üngleichtiiig nimmt eine besonders einfache Form an, wenn 
für V > 1 durchweg: ] ] = 1, nämlich: 


( 12 ) 

also: 

und schließlich: 
(13) 




3.,!— I ' 3.^ 






+ 


ÄT 


‘'3/t 


Diese eme Bedingnng reicht aber aus, um die heidm (für die un- 

r ^ i"* 

bedingte Sowoergene des Eettenbruches hmreidtmäm) Bedingun- 

gen (11) unter der oben gemachten Annahme | <?^ [ = 1 zu ersetzen. 
Da nSmIich aus (12) mit Notwendigkeit folgi^ daß: | ] > 1> so 

kann man eine Folge positiver Zahlen durch die Dleichuj^ de- 

finieren: 


''Sfi-l 


1 = 93«-! (#»^1)3 


sodaß sich ans (12) ergibt: 

und somit die Bedingungen (11) für | | = \ | = 1 tatsächlich 

erfüllt sind. 

Somit gewinnt man auf diese Weise das folgende Eonrergenz- 
kriterium : 

V&rstM mm tmt&r (» = 1, 2, 3, ) bdiebige Imm- 

plexe JSitAeitsfaJcioren, so ist der Kettenbruch unbedingt 
Jeonvergent, wem für 


(K) 


"S/t-l 


+ 




< 1. 


§ 114. Periodische Kettenhräehe. 

1. Ein Eettenbruch Ton der Form: ^ heißt pmodmh 

öl 11 (tut 

mit der p-glkdrigm Periode", •••> (wo: 7c >0, jp^l), 

Ä-|-l 

wenn von einem bestimmten Index v = 7; -f 1 ab die obige Folge Ton 
Teilbrächen (welche sich im Falle p = l auf das einzige Glied 
reduziert) beständig wkderTeehrt. Ist bg = 0 und % = 0, handelt es sich 
also um einen Eettenbruch von der Form: mit der Periode: 
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et 

so soll derselbe rein periodisch ohne (additives) Anfangs- 


(1) 


heißen und nach Bedarf durch das Symbol: 


bezeichnet werden. Wird diesem Kettenbrache ein von Null verschiedenes 
Anfangsglied if, hinzngefügt und ist sodaß also die Periodizität 

schon mit dem Glieds \ beginnt, so soll der betreffende Kettenbrach 
als rein periodisch mit Anfangsglied bezeichnet nnd gegebenenfalls: 

gesetzt werden.^) In jedem anderen Falle heißt der periodisdie Ketten- 
bruch mrein periodisch, und als entsprechende Bezeichnung dient als- 
dann die folgende: 

~ «T 



00 

~b «1, 

“r-i “p1 


1 

[fo, •' 

^-1 hi 


> •••?] [' 


i.< ?■> 


^ "t-fl 

■’ h \+t 


“i+l, 


Da das additive Anfangsglied gar keinen, eine Anzahl der Periode 
vorangehender nicht-periodischer Teilbräche nur einen begrenzten nnd 
genau zu umschreibenden Einfluß auf die Konvergenz des Kettenbraches 
ausübt, so wird es im wesentlichen nur darauf ankommen, die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen f&r die Konvei^enz eines 
rein periodisdien Ksttenbrvtehes ohne Anfangsglied festznstelleu. 


2. Es sei also der unendliche Kettenbruch 


mit der p-gliedrigen Periode sodaß also: 


ffiT 

AJi 


rem 


(2 a) 

anders geschrieben: 


(«-1,8.3, 


K 


(2b) 


M = 1; 2, 






/A=l, 2, ...p \ 

V= 1,2,3, / 


1) Ist durchweg <=> o, so kann man statt: 


einfacher schreiben: 


£. IfLl 

Es ist das deijenige Typni, welcher im Falle, daß a^al nnd die b, nattin- 
liehe Zahlen, der Eettenbmch also ein rtgdmäfiiger, früher eehleMin als rtin 
perioäiaeh bezeichnet wurde (S 104, Kr. 1, 8. 780}. 
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Bezüglich der soll ein für allemal die beschränkende Yorans- 
setzong gemacht werden, daß sie durchweg von NiM verschieden. 

Ist der Eettenbruch überhaupt Jconvergent und wird sein Wert mit 
X bezeichnet, so hat man nach dem „Hauptsatz" von § 99, Nr. 2 
(S. 744, GL 13): 






also, mit Benützung Ton § 92, Nr. 3, GL (11), S. 699: 


X 


P ‘ JP““1 


sodaß der Wert x des Kettenbruclies jedenfalls eine Wurzel der quar 
dratischen Gleichung: 


(I) Vx*’- - .4^= 0 


sein muß. Dabei ist diese Gleichung, falls der Eettenbruch honvergiert, 
allemal wirklich eine quadratische, d. h. es ist stets | | > 0. Mau 

hat nämlich für jedes p > 1 und 1: 



und daher, da beide Kettenbrücke dieselbe reduzierte Form besitzen: 


\ A. t = S A A A 

) MP+Q 9 pp^ e MP— i 

\ B =B B +A B , 

' pp+e e pp Q pp—i' 


Aus der zweiten dieser Formeln folgt für Q<=>p — 1: 

(^) •®(y +1) j,_i ~ ^/ip + 1 ^pp—i 

und hieraus speziell für /t = 1: 

Ist also: -Fp_i= 0, so wird auch: 0, sodaß sich ans der 

Rekursionsformel (4) durch Tollstöndige Induktion ergibt: = 0 

für jedes fi. Daraus geht aber herror, daß der Kettenbmch im Falle 
mendlidi vide sinnlose Nähemngsbrfiche besitzt und somit 
divergiert. Mithin ergibt sich: 
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Die Bedingung: 

(A) 

ist eim für die Konvergene des Keümbru^ies (1) (wo dimämeg 
j I > 0) notwendige.^) 


Aas dieser Erkenntnis entspringt aber sofort eine ganze Folge Ton 
notwendigen Bedingungen f3r etwaige uvibedingte Sonrergenz des Eetten- 
bmches (1). Soll dieser nämlich unbedmgt konvergieren, so muß ja 
auch jeder der (gleichfalls rein periodischen) Eetienbriiche: 

ry“ ) 

‘-‘'v-li + l 

Jconiwrgieren.^) Dabei genügt es offenbar, mit Rücksicht aaf die vor- 
handene Periodizität, für X die Werte 1, 2, •••, (p — 1) ia Betracht 
zn ziehen. 

Setzt man mit Benützung der in § 92, Nr. 3, S. 698, öl. (6), (6) 
eingefÜhrten Bezeichnungen: 

Kf+'-fUts 

(sodaß also, wenn man auch den Fall A = 0 in diese Bezeichunngsweise 
einbezieht: AJ wird), so ergibt sich ans 

(A) als notwendige Bedingung für die Komergms des Eettenbruches 

TM" : 

Diese Beziehung muß dazm^ wenn der Kettenbruch (1) mbedin/^i 
konvergieren soll, außer der (für A — 0 resultierenden) Bedingung (A) 


1) Im Falle einer wigliedrigen Periode, also für jp a i, hat man ; B 1« 

d. h. die Bedingung (A; ist alsdann sUtn von seihst erfüllt Inoi Falle 
ziert sie sich, wegenj anf die folgende; |i>x deren Bot* 

wendigjceit für die Konvergens des Eettenbraobes schon daraus hervorgeht, daß 
ja im Falle: »0 aUe den Wert NuU haben würden, was ja stets JHoer- 
gmt nach sich zi^t (s, §111, Nr. 1, 2kisatz, 8.849). Aus diesem Grunde muß 
dann offenbar auch im Falle p 1 die Beziehung | | > 0 als eine notwendige 

Konvergenzbedingung auftreten: s. die Fußnote auf der folgenden Seite. 

8) Im Falle jp»! ist jeder der Eettenbrüohe: idenUM mit dem 

gegebenen, hier eadstiext also überhaupt keine andere Konvergenz als eine nsh 
bedingte. 


rxt ngf hei», Tönung«! X, S. 


57 
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för 1, 2, • • (p — 1) erfüllt sein.^) Schreibt man in dieseöi Zusammen- 
hänge noch A -f 1 statt A nnd beachtet, daß nach Formel (7) des obe>^ 
zitierten § 92, S. 698: 

i+p ~ **i+i^i+i,i+p’ 

so ergibt sich: 

Für die unbedingte Kmvoergem des KeUenbrudies (1) ist 
notwendig, daß m der Bedingung (A) «ocä die fdgenden hin- 
euiretm: 

(B) I 1 > 0, anders geschrieben: | | > 0 (A = 0, 1, • • -»l»— 2). 

3. Unter der .Yoranssetznng, daß die Bedingung (A) erfüllt ist, 
besitzt die quadratische Gleichung (I), S.882, die beiden, im allgemeinen 
Falle I D I > 0 verschiedenen Worzeln: 

(5a) ® - -B, ± V5), 

bzw. in dem besonderen Falle i) = 0 die daraus hervorgehende Doppel- 
worzel: 

(Sb) 

Dabei bedeutet D die Bi^riminante jener quadratischen Gleichung 
(s. § 70, Nr. 5, S. 542), nümlich: 

( 6 ) 

I =5*- 4P, 

wenn gesetzt wird: 

|S = V.+^, 

t p. ‘.».-.-(-l)’- «. -•«,(§ 92, S.696,Ö1(V1)). 

Eb soll nim znnacliBt festgestellt werden; in welcher Beziehung 
die Bedingungen (B) zu den Wurzeln der quadiatischen Gleichung (I) 
stehen. 

1) W Fidle reduzieren sich diese Bedingongen auf die einzige: 

I * I ^ I I 

während sie im Falle auf Gmnd der in der vorigen FnBnote gemachten 
Bemerkung gftnslich wegfallen. Die in Fußnote 1 der vorigen Seite für jp » 1 als 
mkimdig erwähnte Konvergeozbedingung | b, | > 0 fällt nicht unter (B), sondern 
ergibt sich in anderem Zusammenhänge : s« 8. 887^ Fußnote 8 und S« 891, l^note 8. 
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Für i = 0 nimmt die Bedingnng (B), wegen: ==■ A^, die ein- 

&clie Form an: 

M,i>“ 

and ist also gleichbedentend damit, daß Ttmue der Wurzeln x den Wert 
NiM hat. 

üm sodann den allgemeinen Fall X > 1 zu erledigen, werde an- 
genommen, daß für irgendein X>,1 die Bedingung (B) nicht erfQllt 
sei, daß also: 

( 8 ) 

Mit Hilfe der Formel (s. §92, Nr. 3, (VlU'), S. 698): 

A+p^i — A^x+p = (— 1)^ • o, • • • 
läßt sich diese Beziehung durch die folgende ersetzen: 

•^z^x+p ~ -^x+p^i ~ ® 

und, mit Benützung der aus (3) für = 1, ^ = X hervorgehenden Be- 

■^x+p ~ ^x-^p + 1 

A+p = AA+AA-x^ 


( 9 ) 


auch durdx die folgende: 

(10) - B,(B,4, + . 

anders geordnet und durch dividiert^): 


0 , 


d. h. die quadratische Gleichung (I) besitzt in diesem Falle die Wurzel 
x = -^} sodaß also: 

( 12 ) ^ 

Da mau andererseits von der Gleichung (11) ausgehend durch Um- 
kdnrung der Schlußfolge (mit Berücksichtigung von: | | > 0) 

auch zu Gl. (8) gelangen kann, da ferner die auf den Fall 1 — 0 be- 


ll Unter der VonuMetzang (8) ist stets: 1 2^ | > 0, Denn für würde 

GL (10) lauten: 

es müfite also, wegen | B ^ | > 0, 

sein, was unmSglieh ist, da (wegen: | a, | > 0)^2 Jemals gleichzeitig 2Ml 

sein können (vgL 1 98, Nr. 8, <1U), S. 704)^ 

07 * 
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zugliche Aussage, daß für |A.^|>0 die Gleichung (I) Itme Wurzel 
:r = 0 besitzen sollte, sich in me Form setzen läßt: 

\Äo — B^x\ >0 (wegen: 4)= ^o= 1)» 

so findet man: 

Die Bedmgimgen (B) sind voUhnnmm äquivalent mit dem 
folgenden: 

(B') |A^ — 5ja:l>0 für: A = 0, 1, • ••,!> — 2, 

m X jede Wursd der ^piadratiscJien Gleichung (I) ledeutet}) 


Hierzu sei noch bemerkt, daß eine Ungleichung von der Form (B') 
auch noch für A=^ — 1 stets von selbst erfüllt ist. Denn aus Gl. (l) folgt: 
(13 1 - Bx = - « (Jj,_, - B^_^x\ 

Bodaß aus der Annahme: 


folgen würde: 
und daher: 




A — B X = 0 

JP P 


was, wegen j «,, | > 0, unmöglich ist 


•a «0, 


4. Um die für die Konvergenz des Kettenbraches (1), d. h. für die 
'Existenz eines endlichen lim ~ oder, was auf dasselbe hinaus^uft, eines von 

^ »-X» 

A unabhängigen lim ■ ^'^ --fA=0, 1, • — l)no<M;endJ 5 f«» Bedingungen 

ZU hinreichmden zu ergänzen, entwickeln wir zunächst eine hierfür 
zweckdienliche Bekursionsformel. 

Aus den für jedes A > 1 geltenden Beziehungen (9) folgt, wenn 
A 4-j)= V gesetzt wird: 

fÄ —B Ä +Ä Ä , 

f r *—p p ^ r—p p—t 


(14) 


IB B + A B , 

' * *~p P ' v—p p—l 


(für jedes v ^jp) 


und daher für jedes beliebige xi 

A—Bx = B (A-Bx)-\-A (A ,-B ,x)„ 

also, wenn x wieder eine beliebige Wurzel der Gleichung (1) bedeutet, 
mit Benützung von GL (13): 


(15) 


A^~B^x=^{A. 






1) Im Falle besteht (B ') nur ans der BeEiebung: j ac | = 1 aj ( > 0, 

d.h. schließlich; \A^\ = \A^ 1 = 10^5, | >i*0,alBo(dajanacUVoraugsetzTingl |>0) 
in Übereinstimmung mit Fußnote 1, S, 884: | b, [ > 0. 
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Setzt man hier :v=X + fip (wo jetzt: A, = 0, 1, • — 1 ; = 1> 2, 3j ), 

80 ergibt sich die folgende für die weiteren Betrachtungen gmnäkgende 
Jtekwsumformel : 

(II) ~~ ~ ^p-t^K-^X+(fc-Dp ~ 

welche, wegen: i~^p i ^ 4° Q (®- *1®“ Schluß Ton Kr. 3), 

zunächst mittelst voUständiger Induktion bereits erkennen läßt, daß 
allemal, wenn für irgendein 1 aus der Reihe 0, 1, p — 2: 

— Bj^x =H ® ~ <11® entsprechende Beziehung auch .für 

■^!i+pp~ beliebigem /i = l, 2, 3, stattfindet.^) 

5. Üm unnötige Komplikationen zu vermeiden, erledigen wir zu- 
nächst den besonderen Fall: 


I S>=.4P4.0, } ’’ 

in welchem also die quadratische Gleichung (I) die^ Doppelwurzel: 


* 2jB~ 


(16) 

besitzt. Da sodann: 

OT - -e,-.* = V. - - -s.) = ¥« + »- 

so nimmt die mit der Rekursionsformel (II) äquivalente Beziehung (15) 
die Form an: ^ 


Ist \A^ — I > 0, so folgt weiter: 


25. 


ByX 8 Ay p — 

und daher: 

5 . 5 . 




1) Für Z«»0 Iftfit lieh die betreffende YoraaiBetinng in die Form «eteen: 

m «f* 0 bsir. « 0. 

Für l hat man ja, wie bereits bemerkt, stets: also anoh; 

2) Im Falle 1 ist: 

sodaü also: \ 4* H«» 0. 
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Da aber mit Benützong von GL (16) sich ergibt: 
Ä - .-S. 

P— 1 


) -P 


V— P 


2ß 






= -J— (25, - (s. Gl. (14) und (7)), 

"p — 1 


so geht die Gleidiung (18) in die folgende über: 


(19) 


B. 


S. 




p 




— ~ B X 

-p "y— p 




Setzt man hier wieder v = 1 + [ip, so ergibt sich die folgende 
Beknrsiousformel als für den vorliegenden Sonderfall zwechmäßige £r- 
^nzong zur Rekorsionsformel (U): 


(Ila) 




^X+(f,-l)p 


SJB. 




^l+f,p—^l+pp^ 


■^i+Gu— l)p“-®A+0<-l)p® 


gültig unter der Voraussetzung, daß keiner der Nenner von der Form 
A —B X den TV«ert NtM hat, also, auf Grund der an die Rekur- 
sionsformel (11) geknüpften Bemerkung, für jedes Z, für welches: 
\A^—B^x\ >0. 

Ersetzt man in (Ila) (i der Reihe nach durch fi — 1, p— 2, •••, 1, 
so folgt durch Addition der so entstehenden Gleichungen zu GL (Ha): 


( 20 ) 




Bz 


2Ä 


H+fip ■ 






=11- 


p—i 
8 ■' 


und daher (wegen | 5,_i | > 0 infolge der Voraussetzung (A), S.883): 

( 21 ) 


lim zHjlz. = (xj. 


Diese Beziehung lehrt insbesondere, daß, unter der Voraussetzung: 
I — Bjjc I > 0, 5ji I keinesfalls für unendlich viele p den Wert 
BvM haben kann, da ja im Falle: ^x+pp ~ 0 (nach S. 704, (III)) stets: 
I A+jupl ^ 0 und somit der obige Quotient unendlich oft den Wert JHuB, 

annehmen würde. Setzt man also wieder: so gestattet die 

Gleichung (21) die folgende Umformung: 

(22) ’• ^ 


lim 


K, 


-= oo. 


p-v* -^x+pp~ 

und man findet somit schließlich: 


(23) 




für jedes 1, für welches: | — Bj^x [ > 0. Ist diese Bedingung, die 

ja, wie am Schlüsse von Nr. 3 bemerkt wurde, für Issp — 1 unter 
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allen XJmsfcSiideii erfüllt ist, auch för jedes X = 0, 1, •••,!» — 2 befriedigt, 
mit anderen Worten, bestehen msnahmdos die Bedingaagen (B'l oder 
auch die damit gleichwertigen Bedingungen (B), so folgt ja aas der 
Bemerkang zur Reknrsionsformel (H), daß für jedes v: |.4^ — i5^a?|>0. 
Der Eettenbrucb konvergiert also in diesem Falle gegen den Wert x, 
nnd zwar ist die Konvergenz eine unbedingte, da ja anderenfalls der 

A 

Wert X des Eettenbraches irgendeinem Näherangsbrache ^ gleich 
sein müßte*), was wegen — B^a?l >0 anmSglk-h ist. ’’ 

Indessen bleibt die Kmverg6ng des Eettenbraches noch erhalten, 
wenn die Bedingungen (B') bzw. (B) nicht ausnahmslos erfüllt sind. 
Ist nämlich für ein oder mehrere 1 = 1: Ä^ — B^x = 0 *), so folgt zu- 
nächst aas der Bekursionsformel daß dann auch • y*- -Si 4 .,, p® = 0 

für jedes ^ = 1, 2, 3, • *• • • sein maß. Da andererseits A, und B, bzw. 

und B,^^^ nicht gleicJuseiUg den Wert Null haben können, so sind 
diese Beziehungen nur möglich, wenn: | > 0, and können daher 

anch durch die folgende ersetzt werden: 

(24a) X (/* = 0, 1, 2, ), 

sodaß also auch: 

(24b) 

Das zuvor bezüglich der Konvergenz des Eettenbraches gefundene 
Ergebnis erleidet also nar insofern eine Änderung, als die Konvergenz 
mit Rücksicht auf 61. (24a) nur noch eine bedingte ist. Dieser Fall 
müßte insbesondere eintreten und tritt auch wirklich ein, wenn der 
Eettenbruch gegen NuM konvergieren soll, wenn also die quadratische 
Gleichung (I) die Doppelworzel x = 0 besitzt und sich somit auf die 
folgende reduziert: 

d. h. wenn: 

(25) 4. = ®- 

In der Tat ist in diesem Falle die Bedingung (B') für X >= 0 
(wegen: =* 0, » — 0) nicW erfüllt. 


1) 8. S 98, Nr. 8, S. 787. 

9) Diese Beziehung kann, wie knra zuvor bemerkt wnrde, nM»Mb flir 
}«j>— 1 bestehen. Ist sie ferner für irgendein von p— 1 verschiedenes l erfüllt, 
so kann ieinttfaUa zngleich auch die Beziehung besteheni 

da ja alsdann folgen würde : 

WM wieder, wegen | a, | >0, nnmüglieh isL 
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Die auf den Fall D 0 bezüglichen Ei^ebnisse lassen sich also 
in folgender Weise znsanuuenfassen: 

Ist D — Q, so ist die B^ingmg: 

(A) 


notwendig und hinreichend ßr die Komergens des Kettm- 



r«*! 

hrtMihes • 


> und sein Wert ist edsdann gleich derDoppd- 


wursd X der 

quadratischen Gleichung (1), cdso: 


r«i 

U’" 

•a 



Die Konvergenz ist 

dann und nur dam, eine unbedingte, wenn 


die Bedingungen: 


(B) 

1-®!+ 1.^+1» 

1 > 0 {anders geschriäm: | ^ | > 0) 


oder auch: 



(B') 





ßr A = 0, 1, 

jp 

— 2 ausnahmslos erfidJt sind. 


6. Zur Behandlung des allgemeinen Falles: 

1 Z >|>0 

reduzieren wir in der Bekursionsformel (EQ durch deren fortgesetzte 
Anwendung den letzten Faktor der rechten Seite auf — BjX, sodaß 
sich ergibt: 

(26) A+„ - = (A,-. - • (A - B,x), 

und hieraus folgt, wenn man mit die beiden nunmehr verschie- 

denen Wurzeln der quadratischen Gleichung (I) bezeichnet, unter der 
Voraussetsmg: \ — B^x | > 0, daß: 


(27a) 





wo: 

(27b) 



Jin. 

1“®#— 1*S 


1) Dp aus (6a) folsrt, dafi; 

^p-i-^p - ^,-1 («1 + «sh 
so kann man M aa<h. in die Fom tetsen: 


Jlf= 


1*1 
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Soll nun der Kettenbruch überhaupt "konvergiereny so muß zum 
mindesten für binlänglich große fi: j I > 0 sein, also 61. (27 a) sieb 
in die Form setzen lassen: 


(28) 


^X+fip~‘^2 


und sodann einen bestimmten, Ton der Wahl des Index X unabhängigen 

lim I y- liefern, was offenbar nur möglich ist, wenn: 

^->00 ^ 


d. h, wenn: 


lim == 0 oder = oo ’), 


(29) 


llf 


1 " 




-J5 .dJa 
p — l i 


+ 1-*) 


Diese Bedingnsg ist also jedenfalls eine weitere notwendige fär die 
Konvergens des Eettenbruches. Sie laßt sich aber sofort ohne weitere 
Beschränknng der Allgemeinheit durch die folgende, nur scheinbar 
engere ersetzen : 


(C') 


\M\:-s 


A , — 2f 

A « •— J? 4 Xo 

p— 1 "p— 


1 , 


da es ja freisteht, sofern die Yoranssetzung (29) erfüllt ist, unter a;, 
ein für allemal diejenige Wurzel der Oleichong (l) zu yerstehen, welche 
dann durch die Bedingung (C') eindeutig charakterisiert ist. 

Bs läßt sich nun zunächst zeigen, daß die soeben als mkoendig 
für die Konvergme des Eettenbmehes erkannte Bedingung (29) bzw. (G') 
in Verbindung mit (A) und (B) bzw. (B') sich als hinreichend sogar für 
die w/ibedingte Konvergenz erweist. Dnter den genannten Bedingungen 
folgt nämlich zunächst aus GL(27,a): 


(30) 


Um für:X 


0 , 1 , 


•,i>- 


1 , 


woraus wiederum hervorgeht, daß für hin^glich große n durchweg: 
i I > 0. Denn wäre ®= 0 für unendlich viele fi (wobei dann 
jedesmal: | 1 > 0), so würde der obige Quotient unendlich oft 


1) X'ar — mit AnischluB von Jf«l, d.h. welcher Fall 

ja bereite in Nr. h erledigt wurde — ezistiert kein bestimmter lim Mf*. Die 

Dmrgme des Eettenbrachee ist also in diesem Falle stets eine wesenilteäe. 


8) Im Falle |>«i 1 laiatet diese Bedingung; 

quadratische Gleiohung (1) hier die Form hat« 

(aber noch nicht hinxeiohende) Bedingung die Forderung: |b, 


4* 1 wod enthält also (da die 


B 0) als notwendige 
!>•■ 
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den Wert 1 annelunen, was der Beziehung (30) widerspricht. Hiernach 
läßt sich aber GL (30) in die Form setzen: 


(31) 


wo: lim =0 (1=0. 1, 


sodaß sich ergibt 




vP-l)» 


und daher: 

(32) 

d.L schließlich 

(33) 


^i+ff = (^ = 0> 1» • • V J> - 1)» 


■«1 

Ä’ 


= na. 


1* 


Diese Konvergem ist aber eine wAeämgte, da ja auf Grund der 
Voraussetzung (B'): \ Äj^ — B^x\>(i (für x = x^ unda: = x^, und zwar für 
1=0, 1, • • ■ p — 2, ebenso, wie geze^ wurde, für l=p — 1, und sodann 
im Anschluß an die Rekarsion8formel.(U) auch \,^x+fip~^x+i>p a:J>0 

ra.1" A 

für jedes ft, somit schließlich fär jedes n: = ®i 4° 

Diese letzte Bemerkung führt aber unmittelbar zu der Erkenntnis, 
daß die Kmv&rgem des Kettenbmches gegen den Wert x^ noch als 
eine ledingte — ganz analog wie in dem zuvor betrachteten Falle 
D = 0 — erhalten bleibt, wenn für ein oder mehrere 1 = 1 die Be- 
ziehung besteht: = 0. Denn aus dieser Voraussetzung folgt 

wieder mit HUfe der Beknrsionsformel (11), daß dann allgemein: 
^,+^p - ^i+pp^i = 0, also: = x^ für: (t = 0, 1, 2, • • •, wäh- 

rend für alle von l verschiedenen 1 das zuvor gefundene Ergeb- 
nis: lim£j|, =a;j gültig bleibt, sodaß also schließlich wieder: 

"T"A*F 

—lim JK^=a:j, die Zöwccrgrens jedoch, wegen: j^"“j =x^ — Kj_^^^ 
nur eine bedingte ist. 

Bestehen dagegen für gewisse l — l in der Weise Ausnahmen von 
den Bedingungen (B'), daß: — B^x^ = 0, so besitzen alle Häherungs- 

brüche von der Form 0» = 0, 1, 2, ) den Wert a;,, also 

für ft — *■ oo den Grenzwert a;,, während alle übrigen den Ghrenzwert x^ 
liefern. Der Ketten bmch oszMiert also in diesem Falle zwischen den 
beiden Werten x^ und x^. 

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich also in folgender Weise 
znsammenfassen (wobei wir ans einem Grunde, der bdd ersichtlich 
werden wird, von der Möglichkeit, die Bedingungen (B') durch die Be- 
dingungen (B) zu ersetzen, vorläufig absehen): 
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|D| >0 md werden mit Xi, die (in dtesetn FdUe 
stds verschiedenen) Wursdn der quadratischen Oleickmg (I) he- 
eeüdmet, so sind für die unbedingte Konvergenz des Kt^ien- 


bruOws 

und hinreichend: 


die fügenden Bedingungen notwendig 


(A) 


IV.lx* 

(B')' 

12) 

1 1 

V V 

p o 

(CO 


1 Ap_i -®j»— 1*1 1 


. (X = 0, 1, • ••,p — 2) 


<\A 


■p~t 




Sein Wert ist gleich af,. 

Die Bedingmgm (A), (B', 2), (C') sind auch für bedingte 
Konvergem notwendig und in dem Sinne hinreichend, daß 
mrTdich mir bedingte Komergem, und swar gleiedifcXls gegen 
den West x^ stattfindet, wem die Bedingungen (B', 1) nur teil- 
weise^) erfüRt sind, wenn also für mindestms ein X~l dk Be- 
Ziehung besteht: A, — B^x^ = 0. 

BesteM dagegen neben den Bedingungen (A) und (C') für 
mindestens ein X — l die Beziehung: A, — B,x^ == 0, so oseil- 
liert der Kettenbruch ewisehen den beiden Werten x^ und x^ 
(und zwar umbMmgig damn, ob die Bedingungen (B', 1) ans- 
nahmdos oder nur tdlweiseH erfüllt sind).^ 


1) Mau bemerke, daß zum miodesten fOr — 1 stets die beide» BS" 
dingangen (ß', 1) tmd (B', S) erfdllt sind, wie ans dem Sohlnsie ron Ni.8 hervoügeht. 

9) Im Falle p<»l ledurieien sich die drei Bedingtmgen (A), (B'j, {C'). anf 
die emsige: 

(CO kiKKI. 

•mo x,, a, die Wnrseln der Glleiohung: 


lind. 

fls'+Oj»— a|«w0 

Im Falle p» 

2 uehrntn m die Fonb mi 

(A) 

|b,|>0. 

ßO 


(CO 

|a,-b.flrj<l«,~b»*, 


Die quadratisohe Olehdrang (I) lautet in diesem Falle: 

b, «•—•(«i —a^ ~bj b,) x—Oi b, - 0, 
Ist b,— 0, so geht eie u die folgende Aber: 


b,a'— (Oi—Of)»)« 0, 

hat also die beiden Wotseln 0 und daher mO, d. h. besteht di« 

Bedingung (CO in der Form: * 
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7. Die vorstehende, rein formal durchaus befriedigende Fassung der 
Eonvergenzbedingnngenleidet insofern an einer merklichenXJnvollkommen- 
heit, als die Bedingungen (B'), (0') infolge ihrer Abhängigkeit von den 
im allgemeinen irratiomlm Ansdrücken der Wurzeln noch ziem- 
lich verwickelt sind und ihre praktische Anwendung sich recht um- 
ständlich gestaltet. Grilt dies schon von der Einzelbedingung (C'), so 
noch je nach der Anzahl der Periodenglieder in entsprechend erhöhtem. 
MaBe von dem System der Bedingungen (B'). Zwar läßt sich, wie in 
Nr. 3 gezeigt wurde, jedes Paar von Bedingungen; | — ■Bä!>0, 

I I > 0 durch die entsprechende, wesentlich einfachere Be- 
dingung (B): I I ^ ® ersetzen. Ist nun aber für ein oder mehrere 

X = h A* = 0, so bleibt noch die Frage offen, welche Zusatzbedin- 
gungen erforderlich sind, um sicherzustellen, daß in dem betreffenden 
Falle: = 0 und nwMi A^ — B^x^ — 0, mithin noch 'beärngte 

Konvergenz gegen den^Wert x^ vorhanden ist. 


8. Um zunächst die Bedingung (C') in eine zweckmäßigere, näm- 
lidi nur rationale Yerbindui^en der Kettenbrnchglieder enthaltende nm- 
zuformen, setzen wir: 


(34) 


p — 1 


wo s eine noch zu bestimmende der beiden Zahlen ± 1 und YD den 
Bmj^weri dieser Quadratwurzel vorstellt. Da hiernach: 


2 - '2.-0 - - ('2.-. + (S - s 

und analog: 




80 konvergiert der Eettenbruch noch bedingt, und zwe^r gegen Null Ist dagegen 
ar.^O und ar, also: 

80 oszÜUert ^der 'Kettenbxach in der Weise, daB die Näher ongsbrQ che mit un- 


geradem Index gegen den Wert konvergieren, diejenigen mit geradem 

Index durchweg den Wert o?, « 0 haben. 

In dem besonderen Falle fallen die beiden Wurzeln der quadra- 

tischen Gleichung in die eine zusammen, sodaß also nach dem Ergebnis 
von Nr. 6 der Kettenbruch (geradeso wie fär [ | < | o, |) nach Null konvergiert. 
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80 geht die Bedingung (29) in die folgende äher: 


(35) 


\M\~ 


Da aber allgemein: 

1 1 — a — ßi 


s-«yD 


s 

‘ Vz) 

N+«y5 


1+*^ 

VD 


+ 1. 


= 1 dann und mr dann, wenn: a — 0, 


so erkennt man, daß die Bedingung (35) gleichbedeutend ist mit der 
folgenden: 


(36) 




Um hieraus die Irrationalität zu beseitigen, bemerke man, 
der auf Brund von (36) ausmsMkßmden Beziehung: 


aus 


(37) 




s s* 

folgen würde, daß rein magimr oder NuU, also redl negaiir 


oder NiM, etwa: 
also, wegen: 2) = 5* — 4P (s. GL (6)): 


™ wo: Q > 0, 


5»=4P. 


i+e 


Da 


, ■ für; 0 < + 00 durchweg Werte fr Ton 0 (inkl.) bis 1 (exld) 

annimmt und umgekehrt, wenn gesetzt wird: frs»j^>al8o; ^g= — 
jedem Werte fr des Interralls 0 < fr < 1 ein Wert p 0 ratspiicht, 
80 gewiimt man als Ersatz für die Beziehung (37) die folgende: 

S* 

— = fr, wo fr reell und: 0 < fr < 1, 
und es Mt sich somit die Bedingung (36) durch die folgende ersetzen: 
(C) ^ 0 < fr < 1. 

Ist diese Bedingung und somit auch UngL (29) erfüllt^ so Mt 
sich die in den Gleichungen (34) noch offen gebliebene Bestimmung 
Ton « = ± 1 so treffen, daß im Einklänge mit der Bedingung (C')*. 


I -4. 






<l-d. 






1) Sind 3 und D reeU^ was inibuiondere stfti dar Fall iit, wenn dia \ 
durobweg reeU sind, so besteht der Inhalt dieser Bedingungtu offenbar in den 
beiden folgenden: 
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ansfällt TTm dieser Bestimmaagsweise Toa noch einen etwas küt' 
zeren nnd piSgnanteren Ausdruck zu geben, setzen wir: 


(38) 
also: 

<(j + Äj = (»1 + «j) 

(®i + ®s) + 

= .B-AB,^P 

p—i p p p—i 

und daher: 

{e — gi){g — igi) — 3* — 8g + P, 

d.h. nnd sind die Wnrzeln der quadratischen Qleichnng: 




(HI) 


i^-8e + P=0 


(welche offenbar dieselbe Diskriminante: D — S^ — iP besitzt wie die 
quadratische Bleidiung (D), und die Bedingung (G') nimmt alsdann die 
einfache Form an: | | < | |> eie lÄßt sich also ersetzen durch die Be- 

dingung (G) mit dem Zusatze: 


(39) 


®i 


Ap_i — 


_ p 


B. 


p—i 


> 


wo Zf die absolut genommen Mmm Wurzel der quadratischmi Glei- 
chung (QI) bedeutet.*) 


9. TTm jetzt festzustellen, welche Bedingungen (immer unter der 
Voraussetzung |iJp_il>0) im Palle: noch erffillt sein 

mtlssen, um die aimdhm^e Existenz der Bedingungen (B', 2) und 
damit die Mdglichkeit der Komergenz des Eettenbruches zu sioheim, 
wollen wir zunBchst annehmen, es bestehe die obige Voraussetzung 
aussdhliehlich fOr den Spezialwert 1 Q, sodaß also: 


(40a) = dagegen: 1 | >0far: I «= 1, 2, • --p — 2. 

Soll dann der Eettenhmch noch (bedingt) hmergierm, so muß: 
•A^~ BffXf— 0 (tttcki! Aq— 0) 

werden, d. h: 


1) Da8 die Wursela dieier Oleiohang wirklich itcti wipMelt« Absolutweiie 
beiitxeiii, wird ja dnreb die Bedingung (Q geiichert. 
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Die hierzu notwendige md hmreüdmde Bedingung: { | < | | nimmt 

alsdann, wegen: 

i“-®„ i®i=A i~-®n i*s=-®«» 

1 p— 1 p — 1 1 p-—V 8 jl— 1 P — I 3 p' 

die Form an: 

(«) 

Man kann sich überdies leicht überzeugen, dafi dann in der Tat 
der Kettenbmch gegen den Wert « 0 (und schon aus diesem Qrnnde 
nur bedingt) hmvergieiii. 

Ans der Beknrsionsformel (II) folgt nämlich für x~Xi — ü und 
A = 0: 

also auch: 

-^„,= 0 für: /t= 1,2, 3, , 


während im übrigen, wegen: |Af| 


A 


' p-i 


< 1, sich wieder ergibt: 


= = 0 für: 1 = 1, 2, • • • j) - 1. 




Wird jetzt ferner angenommen, dafi außer der Voramsetmng (40a) 
auch noch für ein oder mehrere A = > 0 die analoge Beziehung besteht: 


(40b) ® («twa für: v = 1, • • •, », wo: » > 1), 

so mufi zunächst, wenn überhaupt Konvergenz gegen den Wert = 0 
müglich sein soll, wieder die Bedingung (41) erfüllt sein; aufierdem 
aber, damit die Voraussetzung (40 b) die Beziehung: «= 0 

{nüMi — x^= 0) zur Folge hat, wegen d:^= 0 noch die folgende: 

(42) A,^ = 0 (v=»l, •••,«). 

Auf Grund dieser Beziehung folgt dann wieder aus der Bekursions- 
formel (II), dafi: 

1*=1,2,3, , 

während für alle von 0 und verschiedenen X, wie bisher: 

der Eettenbruch also wieder gegen den Wert « 0 hmvergkrt. 

Diese Ergebnisse lassen sich ohne Schwierigkeit auf. den Fall 
übertragen, dafi an die Stelle der Voraussetzung (4Ua) eine solche von 
der Form tritt: 

(«•) 


1) Da infolge dieser Bedingong: I ^ |< | s, | ansfUlt, so ist die Bedingung 
(C), wdehe ja nur n bewerkstelligen bat, daB | s, | ] Si |, lobon darin entbalten. 
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and zwar zunächst wieder för ein einziges 2 > 0. Soll dann die fär 
eine der beiden Gleichungswurzeln x daraus folgende Beziehung: 


Ä^—BjX = 0 

durch den Wert x — x^ befriedigt werden und sodann der Eettenbruch 
gegen den Wert Xi, d. h. gegen konvergieren, so ist dafür offen- 

r®»!* 

bar nottcendig und hinreichend, daß der Eettenbruch jr gegen 

• L^vJi+i 

Nidl konvergiert Da die hierfür notwendige Bedingung: = 0 

(welche ja für dnesen Eettenbruch genau dieselbe Rolle spielt wie zu- 
vor die Bedingung: 4* ^ = 4^ = 0 für den Eettenbruch j ^ be- 
reits erfüllt ist, so zeigt die Yergleichung mit der Beziehung (41), 
daß als nottcendig und hinreichend noch die (für 2 == 0 mit (41) zn- 
sammenfallende) Bedingung: 

(44) 


hinzntreten muß, damit der Eettenbruch ^ gegen NtM, also 
ra^-f A, 

I fJ 8®?*“ ‘^®“ (bedingt) honvergiert. 

Wird jetzt wiederum angenommen, daß außer der Voraussetmng 
(43 a) auch für ein oder mehrere 2^ > 2 die entsprechende Beziehung 
besteht, also: 

(43b) 4* , 0 (etwa für: v = 1, • • •, n, wo: n > 1), 


so tritt an die Stelle der im Falle 2 = 0 gefundenen Zusatzbedingung 
(42) (nämlich: 4,^ = 4*^=0) offenbar die durch Yertauschung des 
Anfangsindex 0 mit der Zahl 2 daraus hervorgehende: 


(46) ^C.. = 0, 

als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß für jedes 
— 2> 3, 1 : 


während wieder für alle von 2 und 2^ verschiedenen 1: 

ju-y« 


Um k: 


^i+fp 


1) Dabei hat aUgemein die Bedenttmg von 
Gl. (6), S. 6»8). 



(vgL § 9S, Nr. 8, 



Nr, 9, 

der Kettenbrucli 
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r 




also schließlicli gegen Nt^ und dalier der 


t ®v 1* A 

j-J gegen den Wert -g- — Jconvergiert. 

Fassen wir endüch noch den Fall ins Ange, daß für ein eimiges 
l>0 zwar wieder die Gleichung (40a) hzw. (43a) besteht, also; 

a:.+p=o (^^0), 

dagegen an Stelle der Bedingung (41) hzw. (44) die enfgegengesägte, d. h.: 

(iao), 

so batte man: 

nnd es muß also in diesem Palle die oben bereits bescbriebene be- 
sondere Art der Ossillation des Kettenbruches zw'ischen den Werten 

A 

und eintreten. 

Hieran wird nichts Wesentliches gesindert, wenn auch noch für 
ein oder mehrere l>l: 

/I* — n 

und zwar selbst dann nicht, wenn: 




B, 


jedoch mindestens eine der Bedingungen (45) nicht erfüllt ist. 

Somit läßt sich jetzt das am Schlüsse von Nr. 6, S. 893, aus- 
gesprochene Resultat in folgender Weise umgestalten: 

Ist: 

W = \(A^-B/ + iÄ^S^^i>0, 

$0 sind für die unbed ingte Eonvergeng des periodischen 
Kettenbniches (wo durchweg: ] | > 0) die fol- 

L- I m. 


genäen Bedingungen notwendig und hinreichend: 


(A) 

(B) 

(C) 


|J5,_J>0 


p — Z 


1 1 ^ ® ^ 

I -ß* reeU md: 0 < fr < 1, 
j^ + fr, wo: + 


1) Für den Fall, daß 8 xind D reeZ?, ist die Bedingung (C) gleichwertig mit 
den beiden folgenden; zS-fO D>0 

(vgl Fußnote 1, S, 895), die im Falle j)»l die Form annehmen; 

^ 0, 4 cijL ^ 0« 

Baß der Kettenbruoh mit der reeUm^ eingliedrigen Periode fallsbj^-f 40^ <0, 

üvergieren muß, erkennt man schon unmittelbar aus dem (imstande, daß die 

Prl A gf heim, Yozletungen T. S, 5^ 



900 Abschnitt IV. Eap.CL EettenbiScbe ms komplexen Zahlen. Nr. 9. 


Sind dieseUbm erfidlt, so "konvergiert der KeUmbruck 
gegen den Wert: 

Bp-i ' 

m % die äbsöhct genmmen kleinere Wursd der gmdratisehen 
Gleichmg: 

«*-iSÄ + P = 0 

bedeutet. 

Sind mßer dar Bedingung (A) die Bedingungen (B) bis 
mf eine emsige erfüllt, ettoa: 

^‘,+, = 0 (0<Z^i)-2), 

so konvergiert der Kdtenbruch nodt bedingt gegen den 
Wert Äy mnn an die Stelle der Bedingung (C) die folgende tritt: 

Das gldehe findet statt, wenn auch noch ßr ein oder mdtrere 
l^>l: 

sofern ßr jedes solche die Besiekmg besteht: 

(C,) A*,^ = 0. 

M dagegen ßr an einselnes 2 > 0: 

so ossüliert der Kettenbrach in der Weise zwischen den beiden 
Werten und Zf, daß: 


^i.[-pp ~ ^ ~ 0 , 1 , 2 , • 


An diesem JErgtbnisse wird nichts geändert, wenn ßr ein oder 
mehrere V>1: 





Wnneln der quadratischen Gleichung (I) in diesem Felle «ueftf reell sind, anderer- 
seits der lediglich aus resRen Mementon bestehende Eettenbmäi, Trenn er Über- 
haupt Jummgiert, gegen einen dieser beiden Whrielwerte konTergieren müBte. 

Dagegen findet ün Falle. hf-t-dOixO (also: Z)»0) auf Grund des Er- 
gebnisses Ton Nr. 6 noch Ktmergnu statt (n9mli<fii gegen den Wert — ^ als 

Doppelwnxael der quadiatisdien Gleichung: s* -f Oi » 0 bsw. als negativ 
genommene Doppelwurael von: s*--bi » 0). 
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Ist indessen für irgendein v = in: 

SO tritt nur insofern eine Jsidermg ein, als dann au£h: 

= ßr:g==0,l,2, 

ünd der We/rt lammt ausschließlich in dieser letsteren 
Weise mm Vorschein, wenn an die 8t^ der Bedingungen (a) 
die folgenden treten: 

(a) =0 und: \ I < I |. 

In cXUn diesen UMgenannten, dwrch die Bedmgungen (a) bis 
(d) g^cenmeiehneten Fallen oszilliert cdso der Kettenbruch 
zvoisehen den beiden Werten Xi und x^ in der Weise, daß getmse 
Niäierungsbmehfdlgen durehwieg den Wert x^, die übrigen den Wert 
oder Ghemwert oe^ liefern. 


10. Die Torstehenden Ergebniase zeigen, daß ein rein periodischer 

r ä, ö^l 

Kettenbmch j"' * ’ • ’ y ““it von Null verschiedenen Teilzählern im 

FeiUe: | >0, sofern er nidit hmiergiert, stets osaüliert, also wesenUüdi 

divergieiii}) Die MSglichkeit mßerwesenüidter Divergens ist daher von 
vornherein nur gegeben, vrenn: = 0. In der Tat lassen sich mit 

Zugrondelegung dieser Voraussetzung ans der allgemeinen Eekmreions- 
formel (II), S. 887, die notwendigen und hinreicheadea Bedingungen 
für die außertoesewüiehe Divergens leicht herleiten. Etwas rascher kann 
man dasselbe Ziel erreichen, weim man von der Bemetknng ansgeht, 

daß gleichzeitig mit dem Kettenbrache: | auch der folgende: 

r «, «1 L 1 Ojj 

und somit der (rein periodische) 

r öl a j”| 

Sletten’bruch: y; - * • > '/“J konvergiert und umgekdiriJ) 

Die in Nr. 6' und 9 dieses Paragraphen hieifOr als notwendig und hin- 
reichend erkannten Bedingungen sind dann also gleichzeitig diejenigen 
fOr die anßerwesenäiche Divergenz des vorliegenden Kettenbruches: 

^ und lassen sich, wenn man etwa die Nähenmgsbmch-Zähler und 


1) BezfigUoh des Palles |Jlf|»l (mit Ausschluß von JUfosl), also deq^gen 
Palles, in welchem die Bedingung (0), S. 899, bzw. (0'}, 8.893, nidU erfüllt rst. 
Vgl Paßnote 1, S. 891. 

9) 8.897, Nr.l, S.787, X 


68 ' 
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-Nenner des Kettenbrnches: bezeichnet, Termittelst 

der Beziehung: ^ ^ * 




_£ 


%^v-X 




Ü, 


»— 1 


unmittelbar in die entsprechenden Bedingungen fär die A^, 
formen. 


um- 


11 . Tritt zu dem rein periodischen Kettenbruche i 

noch ein additives Anfangsglied 65, so sind die bisherigen Ergeb- 
nisse für die Feststellung der Konvergenz bzw. Wertbestimmung voll- 
kommen ausreichend. Dabei macht es offenbar prinzipiell keinen 
Unterschied, ob 6^ = oder =|= 6^, der Kettenbruch also auf G-rnnd 
der in Nr. 1 dieses Paragraphen gegebenen Terminologie noch als 
rem periodisch oder aber als unrein periodisch zu bezeichnen ist. Für 
die Konvergeng eines unrein periodischen Kettenbrnches' von der Form: 

1^0; V’ 1 1) ist offenbar notwendig, daß 

L »k "k+i — _ 

der rein periodische Kettenbruch: Teonvergiert oder 

außerwesendich divergiert. Ist er Iconvergent und wird sein Wert mit K' 
bezeichnet, so hmvergiert auch der Glesamtketteubruch, und zwar gegen 
densäben Wert wie der endliche Kettenbruch: 


^>0 + 1 ? + - + 


“i— 11 
6 *-« 


+ 


6 , + Z' 


falls dieser einen Sinn hat^); anderenfalls divergiert er außerwesenüidx?) 
Ist jener rein periodische Ket tenbruch außerw esenüidi divergent, so 

gegen NtM, und es 


"hmvergiert der Kettenbruch: -?-> 7 — > 

l-‘'i 




-'1 


^k + 1 

ist der Gesamtkettenbruch hmvergmt und gleichwertig mit dem endlichen 
Kettenhruche^): 


».+i^+ 


+ 


* 1-1 


>'*-1 


falls dieser letztere einen Sinn hat (was für k < 2 offenbar siets der 
Fall ist), während er anderenfaUs wieder außerwesenäieh divergiert. 


•1) S. § 99 den Schluß von Nr. 2, S. 744. 
2) S. §98, Nr. 6, S.7S9. 
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§ 115. „Naliezn^^ periodische und periodische 

Eettenhruche. 


1. Versteht man unter 


V 


einen r&n periodischen Kettenbrach, so 


soll der Kettenbrach 


"»-11 


nahem periodisch heißen, wenn aUe 

|5' — 5^1 einen gewissen, nach Bedarf noch naher za hestimmenden 
Kleinheitsgrad nicht überschreiten. Er soll ferner Umitär periodisch 
heißen, wenn lim Io' — a 1 = 0, lim \h' ~~i 1 = 0. Ein solcher Ketten- 

i I f V i / ly VI 

brach ist also in dem eben hezeichneten Sinne zam mindesten Ton einer 
gewissen Stelle ab nahezu periodisch and hat überdies die Eigenschaft, 
daß seine Glieder bei onhegrenzt wachsender Stellenzahl dem Zustande 
der Periodizität sich mibegrenzt nähern. 

Wir wollen ons hier anf die Betrachtnng derjenigen nahem bzw. 
Umitär periodisdim Kettenbrüche beschränken, die zu einem eingliedrig 

periodisehen, etwa yfr + j'^- + in der angedentetenBeziehnng stehen. 

Mit Rücksicht darani^ daß dieser letztere mir konvergieren kann, wenn 
5' =1=0 (s. S. 891, Fußnote 1), erscheint es von vornherein angezeigt, 
6^ =j= 0 4° 0 anzunehmen. Und da unter dieser Yoraussetzong 

V->-» 

die in Frage kommenden Kettenbrücke stets anf die zweiU Hatypiform 
gebracht werden können, so empfiehlt es sich, beha& möglichster Ver- 
einfachung der folgenden Untersuchung zonächst von dieser besonderen 
Form anszagehen, zumal bei der s(drließlichen Übertr^ang auf Umitär 


‘-^»-<1 


sogar em 


periodische Kettenbrücke von der aUgemeino^ Form 

etwas allgemeineres Resultat zum Vorschein kommt als bei direkter 
Behandlung dieses Falles. 


2. Aus den Ergebnissen des vorigen Paragraphen^) folgl^ daß der 

eingliedrig periodische KettenbruchTT^ -f -j- , ausgenommen den 

Fall, daß a redl n^oHv und zugleim |a|>4> gegen den Wert —z' 
homergiert, wo z' die '(allemal vorhandene) absolut genommen Meinere 
Wurzel der quadratischeh Gleichung: 

(1) ' y* — y — o«0 


1) 8. insbeBondeze den Satz von Kr. 9, 8. 899. Dabei wird (wegen p » 1, 

=» o, b, ” 1): 

S,-A + jB, = l 
P JK* —• 0. 
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bedeutet Dieses Resultat läßt sich unabhängig von den Betrachtungen 
des Torigen Paragraphen nach einer Methode ableiten, welche als Tor- 
bild fSr die Behandlung eines „nahezu" eingliedrig periodischen Ketten- 
bmches dienen aoU. 

Nach § 95, Nr. 2, GL (8b), S. 714, hat man: 


i|. 


[TF^ = 1 + wo: s„=2 3x2, • ■ • 3, 


jl + g^ [l+g, 

und daher, unter der Voraussetzung, daß l-f- 4* 0» durch Übergang 
zum reziproken Werte: 

., 2i i «, i 2» 1 1 


|i + 2i li + g« 


|l + 2„ 1+«/ 


also schließlich: 

114 . 0 / 

Daraus folgt aber, daß dieser Kettenbrnch für n — >■ oo in einen hon- 

00 gegen einen Wert s 4“ ~ 1 


r «1 _ 2 ,+i T ^ 

Li + 2 i’ J-h2,+Ji 1 + « 


wenn s. für »■ 




7 wo: s 
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hmvergiert und daß sodann: 

r 2i 2»+x ^ 

' U + 2i’ l + 2»+Ji 1 + * 

während im Falle lim 5^ = — 1 offenbar mßermseii^iehe Dvoergem des 

Kettenbruches eintritt.*) 

Um dieses Ergebnis auf den Kettenbruch mit der eingliedrigen 
Periode j anzuwenden, werde die etoeiU (also die absolut genommen 
größer^ Wurzel der quadratischen Gleichung (1) mit e bezeichnet, 
sodaß also; 

(ß) s + «'=al, Sä' = — a, .lsi>|»'läO 

und somit: 

a) , «I , , «I , zt' I zz' I zz' 

11 +ir+' 


'+-3+. 
•+11 + 


\z + z' 1« + z' 


« + *' 


•) 


1) Dies paßt anok auf den naoli den Festsetsangen des Toxigen Paragraphen 

zunächst ansgeschlossenen Fall aaO, in welchem der betreffende ffettenbraoh 
offenbar gegen den Wert 0 konrergiert m 

2) Der Kettenbrnch ist anch noch konvergent, wenn die Beihe 

nach Unendlid^ (im komplexen Sinne) divergiert^ d. h. wenn liti | | » 4. oo, ins- 

besondere also, wenn sie eigentlich dirergierk Man findet in diesem Falle mit 
Benütznng von GL($): 

r gl _J!±1 1* 

U + 2i’ » + 2»+ Ji 

3 ) Gilt auch fOr a »» 0, in welchem Falle e » 1, s' 0. 


1 , 
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Setzt man sodami: 

(6) j = a, also: i 3 j < 1, 

so ergibt sieb durch eine einfache Äquivalenz-Transfonnation: 

514-^+...+.^+ i i «J_ 'l 

11^11^ = VI + a ji-l-a !H-a )’ 

09 

und daher mit BenStzong von 01(4), wobei jetzt wird : 


5' j- 4 1- — + 

11 ^ [1 ^ ^ 11 ^ 


= -sq = -s'}) 


läßt sich zunächst reit/ 

formal stets auf die Form (3) bringen (abgesehen von dem ersten Teil- 
zähler, d. h. schließlich von einem dem Kettenbruche hinzuzafügenden 
Faktor). Setzt man nämlich fOr v = 1, 2, 3, : 

, K 

C?) = Ij ^v^r+l ~ *»+!> ~ 

SO liudet man zunächst unter der Voraussetzung 5(4°0: 

r5T_ «1 r_ji_ _ ■_ v4x T“‘ 

Lu '^llh + 4’ '^,+i + K+i\ 

und hieraus durch Äquivalenz-Transformation: 

Damit diese Beziehung einen Sinn besitzt, ist nur erforderlich, daß 
die fär V « 1, 2, • * • » ans den beiden ersten Bedingungen (7) als 
bestimmte, insbesondere auch von NuU verschiedene Zahlen sich ergeben. 
Ist dies fOr jedes noch so große n der Fall, so findet man schließlich 
auf Grund der Beziehungen (3) und (4): 

d.h. der Ketienbruch ist dann kowvergenty wenn die ' '9^ 

gegen einen ron -- 1 yeraoliiedenen Wert 8 konrergiert, während im 
Palle « — — 1 wieder mßerwesmüiche Divergenz eintritt 

1) Zi^t man den im Text ansgesoblossenen Pall ^ 1, al«o z ^ 

1 * * 
— j-t in Betracht, so wd « 4* cx) und der £ettenbmoli Jemvergmi 


alsdann gegen den Wert 


YgL hien^n den Schluß der Fußnote 1, S. $99/^. 
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4. Im Anschlasse an dieses Ergebnis beweisen wir jetzt den folgenden 
auf die Eonrergenz eines „mheeu“ eingliedrig periodischen Eettenbmcbes 
bezfiglichen Satz: 


( 11 ) 


(A) 


( 4 ) 

(A,) 

(B) 

(C) 


Es sei a eine beliebige ZM mit AusstMuß der reellen nega- 
tiven, deren Absolutwert ja | ^ j- Ferner sollen s, e\ g die durch 
die Gleidvmgen (5) vmd (6) festgdegte Bedeutung haben und 
es werde gesäet: 

l«l-|«'| = d (also: 0 < d { = jjl-l-läi). 

Genügt sodann die unbegrensle Folge der im übrigen bäiängen 
ZaMen der Bedingung: 


(v = 2,3,4, ), 

so konvergiert der Kettmbruch , mit Ausnahme eines be- 
sonderen FciUes, in wdehem außer wesentliche Bivergens 
eintritt (bzw. die Form sum Vorschein kommt, fedls «1 = 0 
sem sdlUe). 

Er konvergiert, ausnahmslos und unbedingt unter der 
Voraussetzung (A), wenn a einer der beiden fönenden Bedin- 
gungen genügt: 


4 < « ^ 0’ 


iäi<^ 


■■ Slal 




desglm(Aen für beliebige a, wenn an die Stdle der Voratwseteung 
(A) die folgende engere tritt: 

2|g |«— ja l^ *5 
(21^1 + #»)“' 


1 o — a.. i < ■ 


oder die hieraus resultierende noch, engere, ober merUkh einfachere: 


Beweis. Um die Bedingungsformen (A) und (B) soweit als 
möglicli gleichzeitig zu behandeln, erweist es sich als zweckmäßig, von 
der (beide Formen umfassenden*}) Voraussetzung auszugehen: 

(AB) |a — a,|^'0'(l — •6')d*, wo: 0 < •& < 1 — 


1) Man hat lUlmlieh: 

d-|«l-|s'|^ls+s'|==l. 

2) Die Bedin^ping (A) kommt snatande fOr 4* — 4 die Bedingung (B) fOr 

3 


Ul-d 


^ “ 2FkT* 
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Wird sodann nach der Vorschrift von 61. (7) gesetzt: 
(7) + < = sX+x=^-%+v J 


T=2, (v=1,2,3, ), 


. so folgt zunächst, wenn man in der ersten dieser Gleichungen v durch 
V + 1 ersetzt und hierauf den so resultierenden Wert = 1 ~ 
in die zweite Gleichung einführt: 

und man gewinnt daher die Behursionsformel; 

(12) + 

vermäge deren nach wiUMrlicher Annahme von % die gesamte Folge 
der 0^ für v>2 eindeutig bestimmt ist, sofern es nur gelingt, jenen 
Anfangswert so auszuwählen, daß durchweg =j= 0 ausföllt. Um 
dies zu erzielen, bilden wir aus Gl. (12): 

■» - ^,+1 = ^ - 1 ) - ö ,+ i > 

anders geschrieben, mit Berücksichtigung von: g ~1 = — g', gg' + a — 0 
(sodaß es also freisteht, innerhalb der äußeren Klammer den Summanden 
gg' + a hinzuzufügen): 

(13) Ä = /- {{g - sy + (« - a,+i)). 

Wird jetzt gi^^l, im übrigen beliebig, so fixiert, daß: 


(14) 


\g — 


so läßt sich zeigen, daß dann auch für jedes v > 1 die entsprechende 
Beziehung: 

(16) I I < 

besteht 


Aus (13) folgt nämlich zunächst (wegen: g^ = g — (g — äJ): 


(16) 


5 — 


V-fll 


'■ \B\~\g — lJ 


und daher mit Berücksichtigung der Voraussetzung (AB), wennXJngl.(15) 
für irgendein v>l besteht: 


ig — g. 


»+i 1 




i«l— d# 
Ul— da 


= d'd (wegen: | s' | + d =* 1 s ()• 


Daraus ergibt sich aber, daß die Beziehung (15) für jedes v>l 
gilt, da sie nach (14) für v>= 1 tatsächlich erfüllt ist Wegen 'dd < d^ | | 
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folgt dann aus (14), daß | ^^ | > 0, aus (15), daß l«,+il>0 (für 
v^l), abo allgemein: 

(17) läfj>0 (i^ = l, 2, 3, 


Nun werde speziell gesetzt: 

(18) » = 

sodaß der Ausdruck # (1 — d') den größten Wert ^nämlich annimmt, 
dessen er für 0 ^ ß* ^ 1 überhaupt föhig ist^), und die Bedingung (AB) 
in die oben mit(A) bezeichnete, den Spielraum bietende, nämlich: 

(A) 


übergeht. Dann läßt sich zeigen, daß, von einem besonders zu be- 
handelnden Einzelfiill abgesehen, die | | einen gewissen positiven 

echten Bruch niemals übersteigen. Man hat zunächst für jedes v>l: 


kJ ^ 1 3 i + ( 










/ 

z 

f* 

+ 

z' 

z 

+ 

z^ 

+ 

^für ■9' = 


|«a' 


-V ^ I 

i 

1 — Z 


Z 




und daher: 




(19a) [gj<y<l, wenn: y- ___ < j, 

d. h. wenn: 

(isrl-l-l-j^'|).|d<|,|(|^l_|,'[)=|,|.tf, 

also schließlich: 

(19b) 


1) IC&n findet ja för 

ss 

^ (1 £*, 

4 
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Diese Bedingung ist aber, wegen: z-\-s' — 1, stets erfOlIt, anSer 
wenn z and s' gleichen Einheitsfaktor haben, d. h. im vorliegenden 
Falle (wo ihre Summe reäl and positiv ist) wenn g und g' selbst redl 
und nicht-negaiiv sind und (wegen s + g' —1, | 5 j > | s' | ) den Inter- 
vallen: 1 > > y> 0 <g' <• y angehSj’en, sodaß also: 

a = — gg' = ~ g (1 — g) nicktpositiv und: 0 ^ | a | < y-*) 

SdblieBt man diese Werte von a vorläufig aus (insbesondere also 
den Wert o = 0, also «' = 0, * = 1) und genügt der Bedingung (14) 
etwa durch die Wahl g^ = g (also: «( = a' 4= 0, gj = g =4= 0), so ergibt 
sich auf Gfrund der Beziehungen (19a), (19b) für jedes v^,l: 

I 2 J ^ « < 1 


und daraus (vermittelst des Gauchyschen Fandamentalkriteriums zweiter 
Art) die (absolute) Emvergens der Beihe ^g,^ gs ■ • -g,,. Setzt man 
dann wiederum: 

00 

2 2i2j---2,. = 'S 
1 

so ist auf Grund des Ergebnisses von Nr. 3 der Kettenbruoh — 
konvergent, und zwar (s. GL (10), S. 905): * 


"frT _ 5 , 

LiJ, 


(20) III ~ i' 1+9' 

ausgenommen den einzigen Fall s — — 1, in welchem er offenbar mßer- 
wesendidi Mvergi&i (bzw. die Form -y annimmt, falls % — 0 ist). 

Tn den hierbei zunächst ausgeschlossenen Fällen: 

(21) -y<a<0 (also: 0<l+4o<l) 

hat man: 

Ä == y (l -f- li^l 4 fl) > 0, == y (l “ "j/l *1* 4 o) ^ 0 

und daher: , 

4 = Ä — « = yi -f 4o, 


sodafi die Bedingung (A) die Form annimmt: 

(22) |o-aJ<« + y- 

Ist aber diese Bedingung erfüllt, so findet man weiter: 

I flj < 1 o i + 1 o,~o I <y (wegen: \ a 1«= — «), 

1) Ygl, Fiißnote 1 der rorigen Seite. 
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mitliin ei^bt sich auf Grund des Eiiteriums (A) tou § 112, Nr. 4, 
S. 869, die unbedingte Konvergenz des Kettenhruches yj , über- 
einstimmend mit der an die Bedingungen (A), (A,) geknüpften Be- 
hauptung. 

Der an die Bedingungen (A), (Aj) geknüpfte Fall unbedingter Kon- 
vergenz ergibt sich in folgender Weise. 

Trifft man für den Anfangswert der die bisher ausgeschlossene 
Wahl — 1 (sodaß also: g[ = 0, 2i = 0), so ist die Bedingung (14) 
bei >9' =-|- dann und nur dann erfüllt^ wenn; 

i'-iisl», 

anders geschrieben: 
also schließlich: 


(23) 1 3 1 < y oder auch: 3 | flt ] — 1 « [* < 0 (wegen: | | = | o | ), 

übereinstimmend mit der Bedingung (Aj) des ausgesprochenen Satzes. 

Schließt man für a wieder die Werte — y<a<0 aus, für 
welche die unbedingte Konvergenz des Kettenbmches in dem behaup- 
teten Umfange ja bereits feststeht, so hat man (neben = 0) wie 
oben 1 2, 1 < y < 1 für jedes v>2 und somit die Konvergenz der Reihe 
^22 2s • • * 2»- Zugleich findet man (wegen: z^ — l,z^=s 0) mit Be- 
nützung dei^ Gleichungen (7): 



J 

*2*i 1 

*»— 1 *« 1 

1*2+ *2 

|f3+*8' 

1 *«+*« 

li «» 1 

2» i 

2„ i\ 

H 1 + 3* 

!1 + «8 

li+U 


und daher mit Silfe der Formel (2), S. 902: 



71 

( 1+^22 28 - •• 2 ,), 


woraus die Komergenz des Eettenbruches mit der Wertbestimmung: 

(24) [y] + 

L. -J| ^ 


hervorgeht. Die Konvergenz ist im übr^en eine unbedingte, da ja die 
Wirksamkeit der Yoranssetzung 1 2 | S Y 4nrch Weglassung von An- 
fangsgliedem des Kettenbruches in keiner Weise gemindert wird. 
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Es bleibt scbließlicb noch za zeigen, daß auch für hdiänge a die 
imbedingte Konvergem des Eettenbmches gesichert ist, wenn die der 
engeren Bedingung (B) bzw. (G) genügen, daß also unter dieser Voraus* 
Setzung stets 1 1 + s | > 0 ausiallt. 

Nun ist: 


i+«l= + SmTO- »-i: 


und daher: 

(25) |l + s|>0, wenn: js-j|^|-jq^<0. 

Um diesen Ausdruck abzuscMtzen^ k&t man wegen | 2 | < 

(2«) l‘-r=5|= irfc«. s2l«A-ä--«1- 

1 1 

Nun ist: 

1 

und, da das Glied bei Ausfühmi^ der angedenteten Multiplikation 
sieh weghebt: 

1 

Andererseits findet man mit Benützung Ton Gl. (15): 

\e—ej^ \ < dd (also: — l^f — — ■Ö'd) 

mü Ausschluß der Gleichheit, sofern nur Si so bestimmt wird, daß: 

— (mit Ausschluß der Gleichheit), was aber sicher dür Fall 

isi^ wenn man, wie oben geschehen ist, annimmb Hiernach er- 
gibt sich: 






und daher: 


«4 , U|(l»|-»« 


I gig» • • ‘ g; - g’' I < (l g I + [ - , I (I fr-» j)) ' - 1 g r> 


also schließlich: 

(27) iiifji 

unter der Voraassetzang, daß ^ klein genug angenommen wird» nm 
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aosMlen zn lassen, d. Il wenn: 

also: 

( 28 ) 

Es wird sich zeigen, daß bei der nnnmehr vorzonehmenden Eixie 
rang von •8’ dieser Bedingung wirklich genügt; wird. 

Durch Kombination der Ungleichungen (26), (27) ergibt sich: 


g 

1-2 


1— |g| 


|-j|(|3|— «•<!) 


— i — (mit Ausschluß 
^ ^ ^ der Gleichheit), 


folglich ist die Bedingung (25) erfüllt, wenn gesetzt wird: 

1 2 


(29) 


i-|g| 


i-|g| 


0 , 


1^1 ( 1 ^ 1 - 8 #) 

wenn also 8 aus der Gleichung bestimmt wird: 


(i-l3l*)l^l(k,-^^)-2(i-lat)kl(l^l-^^) + 28d=o, 
kürzer geschrieben (nach Division mit (1 — [ g- i) • | « | = d): 

(l«l-l)(l^|-^^) + 28 = 0. 

Hieraus ergibt sich: 

/om a. 

■^~2-|-{l — 121)^ 2lr|+Ä* 

und dieser Wert genügt in der Tat der Bedingung (28), da: 


8 = 


Ferner findet man: 


9 i 


•i+tf 


^ 2|ä|+#’ a|<|+^* ’ 

sodaß also die Bedingung (AB) bei dies er Wahl von 8 die Form (B) 
der Behauptung annimmt^ nämlich: 


(B) 


la-aj<! 


|«|{2 


(2 

«! + #*)< 


2U 


laltf 


(2|r|+d*)* 


•d». 


die dann auf Grund der im Anschluß an die Bedingung (25) vor- 
genommenen Bestimmung von 8 die Konvergem des Kettenbraches 

“CL "1*^ 

sicher stellt. Diese letztere ist dann wieder eine unbedingie, da 

ja ^e Wirksamkeit der Bedingung (B) durch Weglassung von An- 
üangsgliedern des Kettenbruches keine Einbuße erleidet. 
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üm schließlich diese Bedingang noch dnrch eine zwar engere, 
aber einfachere zu ersetzen, hat man: 


Nun ist: 


und daher: 



d 

3 

l-|3l 


2 

z 

+ 

z 

3 

2 

z 

+ (l-|3l)* 


z+z' 


Il + „|(S1 + Iäl 


1-iäl 


2(i+lal)+(i-|al)* 3+13 
l-|3l _ 1 


1-lal 

4 


'■ 2^-|al)+Cl^S |y* ~ 3 - 1 3 I ^ 2 ’ 


sodaß die Bedingang (B) a fortiori erfüllt ist, wenn: 
entsprechend der Behauptung (G) des ausgesprochenen Satzes. 


5. Der soeben bewiesene Satz verlangt nur, daß die für v > 2 

in einer gewissen, durch die Bedingung (A) bzw. (B) oder (C) gekenn- 

zeichneten Nahe einer bis auf die angegebenen Ausnahmen beliebigen 

Zahl a liegen. Wird statt dessen jetzt angenommen, daß lim == a, 

»->■00 

so wird I a — I für hinlänglich große v idi^^ klein, also Ton einem 
gewissen v ab, etwa für jedenfalls klein genug, daß die Be- 

dingung (B) (oder sogar (0)) des Torigen Satzes für v > m erfüllt ist. 

Daraus folgt dann aber, daß der Eettenbruch - vribedingt hormr- 
r« 1 “ ' L * Jm 

giert und somit höchstens mßertoesmäich divergiert. Somit ergibt 

sich der folgende Satz: 

Ist lim a, = a, tco a jede ididnge ZcM sein hmn, tmt Avs- 

»->00 j 

sddstß der redien negaäven, die absolut genommen > — sind, so 

ist der (eingliedrig Umitär periodisdie) Kett&ibrueh höchr 

stens außerwesenüiek divergent und mm mindestm von ^sr ge- 
wissen Stdie ab unbedingt hmoergent. 

1) UitHilfe einer etwas ninetSodliciheren, auf ge wisseh üblichen Hilfsmitteln der 
Diflerentialrechnmig bemhenden Abscb&tznng l&8t sich der in obiger Hngleiohung 

anftretende Faktor durch den Torteilhafteren •" ersetzen. 

Q 4 i 
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ro^l* 

6. Da fBr eiaea Eettenbrach Ton der allgemeiner en Form > 
wo 1&,1 >0, die Äquivaleaz besteht (§94^ Nr. 4, 61.(24), (25), 8.711): 


(31) 




wo: a. 






für V > 2, 


so folgt, daß ein solcher Eettenbrucb schon den Charakter eines Hui- 
tär periodi&Aen besitzt, falls: 

(32) lhnp^=a', 


wo a' nur den zuvor der Zahl a anferlegten Beschränkungen zu ge- 
nügen hat, damit der Kettenbruch zum mindesten von einer be- 
stimmten Stelle ab mbedingt Itonvergiai. Hierzu wäre offenbar hm- 
reichend, daß der Kettenbruch limitär p^riodM in dem ursprüi^lichen 
Sinne von Nr. 1 dieses Paragraphen, daß also: 


(33) lim a = a, lim = b =f= 0 

^wo p nicht reell negativ und zugleich numerisch A.ber die Be- 

dingung (32) verlangt offenbar erheblich weniger. Bezeichnet man z. B. 
mit (m^), (cj zwei Folgen positiver Zahlen, die den Bedingungen ge- 
nügen: 

a> s 

lim = -f oo, lim = 0, lim — lim — ^-= 1, 

v-^ao v->co y-^co *®v — 1 f-^ao — 1 


mit (a^\ (b^) wieder zwei durch die Bedingungen (33) charakterisierten 

Zahlenfolgen, so haben offenbar auf Grund der A.qaivalenzbeziehnng (31) 

r8*a"]* 

Umitär periodisdien 

Charakter, obschon die Teilzähler und -nenner des ersten den Grenz- 
wert oo besitzen, diejenigen des zweiten (insbesondere also die Teil- 
nenner entgegen der zweiten Bedingung (33)) gegen 0 konvergieren. 

Hat man ferner zwar: lima^=a, dagegen: lim b, _j^ = b'4“0> 


lim bj^ = b" =)= 0, so folgt: lim 




r->-« K—lK 


b'b'‘ 


sodaß also auch in 


diesem Falle der Kettenbruch den Charakter eines eingliedrig limitär 

periodischen besitz^ obschon die b,^ verschiedenen Grenzwerten 

zustreben. 
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7. Der Wert ö = — —gehörte bei der Aussage von Nr* 6 über 
den Konvergenzcbarakter des limitär periodischen Kettenbruches 
(wo: lim a, = a) schon zu den ausdrücklich ausgeschlossenen. Aber^ 
gleichwie die Annahme a = — j für den schlechthin periodischen 
Kettenbruch + einen besonderen Fall von Konvergenz 

. . . . r« 

liefert^), so kann auch der limitär periodische Kettenbruch zum 
mindesten von einer gewissen Stelle ab noch (unbedingt) konvergieren, 
wenn lim = —j* Es liegt die Vermutung nahe, daß dies insbeson- 
dere der Fall sein wird, wenn Ton einer gewissen Stelle ab durchweg: 

I ö, I < -j» nnd die Eichtigteit dieser Vermutung wird in der Tat dur<di 
das Kriterium (A) des § 112 , Nr. 4, S. 869, bestätigt. 

Als einigermaßen überraschend mag es dagegen erscheinen, daß aucb im 
Falle 1 « I >7 (für jedes einzelne v) bei lim — j noch Konvergena 

stattfinden kann, wie aus dem Kriterium (B) der eben angeführten 
Stelle unmittelbar hervorgeht. Danach ist insbesondere der Ketten- 
bruch: _ . 




^bzw. der damit äquivalente: [^ 2 . (unbedingt) hmvergeni, 

cbschon ja jeder Teilzähler numerisch oJörÄaZJ 7 liegt und lim ö = — iist. 

• * ^ »->•» * 

Es erscheint ganz lehrreich, dieses Ergebnis noch mit Hilfe der 
in Nr. 3 dieses Paragraphen auseinandergesetzten Methode zu bestätigen 
und auf diese Weise den Wert des betreffenden Kettenbrüches zu be- 
stimmen. Wegen o = — j hat jetzt die quadratische dleichnng (1) 
die Doppelwurzel 7 und man hat daher zu setzen (s. Gl. ( 5 )): 


0 — Z —• 


und sodann (s. Gl. (7)): 

Wird jetzt so fixiert, daß: 


s»-M s^-f-s 


(«' >: !)• 


1) 7gl\ S* 905, Fußnote 1. 
Viia g »he 1 m , Vodtfimgtn Xy t. 
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>0 folgt allgemein fQr v > 1: 


/ 


y-|-l / 1 / 

also: - 

♦' Üy + l v-\rt * 2y + l 


V 9 

» 2.= 


V + l 


und daher aaf Grund der Beziehungen (8) und (3): 




.* -I» 


4w* — 1 

~r 


*« VT V7 1 

■ r+F/ =2»- =2' V+i’ 


somit lim = 00 und schließlich: 

“1 


4i>*— 1 


= -l. 


->1 


Pie Konvergeue des Kettenhruches beruht also in diesem besonderen 
Falle (ganz analog me im Falle des rein periodischen Eettenbruches 
— 1 — I 

j— J- — j-— — • • • •> T^. S. 905, Fußnote 1) auf der Divargem der Beihe 

^2r-*a,- 




Anhang. 

Literatnrnacliweise, Anmerkangen and Er^nzaagea. 

Die wesentliche Grundlage für den Inhalt des vorliegendes Sandes 
wird außer durch die in der Yorrede erwähnten Yorlesungen, in denen 
ich selbstverständlich die ältere Literatur reichlich benutzt habe, durch 
eine Reihe von Arbeiten gebildet, die zumeist aus Anlaß dieser Yor- 
lesungen bzw. zu deren literarischer Yervollsiändigung entstanden sind. 
Es sind dies die folgenden: 

In den Mathematischen Annalen: 

[1] Über die Multiplikation bedingt konvergenter Reihen. 21 (1882), 
S. 327-378. 

[2] Über die Wertveränderungen bedingt konvergenter Reihen 
and Produkte. 22 (1883), S. 455 — 503. 

[3] Über die Konvergenz unendlicher Produkte. 33 (1889), 
S. 119-154. Mit Nachtrag: 42 (1893), S. 183. 

[4] Allgemeine Theorie der Divergenz und Konvergenz von Reihen 
mit positiven Gliedern. 35 (1890), S. 297 — 394. 

[5] Zur Theorie der Dirichletschen Reihen. 37 (1890), S. 38—60. 

[6] Zur Theorie der bestimmten Integrale und der unendlichen 
Reihen. 37 (1890), S. 591-604. 

[7] Über analytische Darstellung unendlicher Reihen, die durch 
Gliederin Version aus einer gegebenen hervorgehen. 38 (1891), S. 153 — 1 60. 

[8] Zur Theorie der Eonvergenzkriterien zweiter Art. 39 (1891), 
S. 125—129. 

[9] Über bedingte Konvergenz unendlicher Produkte. 44 (1804), 
S. 413-416. 

[10] Zur Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen. 63 (1900), 
S. 289-821. 

In den Sitzungsberichten der Bayerischen Akademie 

der Wissenschaften, Mathematisch'Physikalische Klasse: 

[11] Über die sogenannte Grenze und die Orezizgebiete zwischen 
Konvergenz und Divergenz. 1896, S. 606 — 624. 

69 * 
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[12] Elementare Theorie der unendlichen Doppelreihen. 1897, 
S. 101-152. 

[13] Über die Da Bois Beymondsche Eonvergenzgrenze and 
eine besondere Form der Eonrergenzbedingung für unendliche Reihen. 

1897, S. 303-334. 

[14] Über die Eonvergenz unendlicher Eettenbrüche. 1898, 

S. 295-324. 

[15] Über die ersten Beweise der Irrationalität Ton e and 

1898, S 325-337. 

[16] Über ein Eonvergenzkriterinm für Eettenbrüche mit posi- 
tiyen Gliedern. 1899, S. 261—268. 

[17] Über das Verhalten Ton Potenzreihen auf dem EonTergenz- 
kreise. 1900, S. 37—100. 

[18] Über die Eonrergenz periodischer Eettenbrüche. 1900, 

S. 463-488. 

[19] Über die Divergenz gewisser Potenzreihen an der Eonver- 
genzgrenze. 1901, S. 505—524. 

[20] Über einige Eonvergenzhriterien für Eettenbrüche mit kom- 
plexen Gliedern. 1905, S. 359 — 380. 

[21] Über Eonvergenz- und Divergenzkriterien für zwei- und 
mehrfach unendliche Reihen. 1908, S. 41 — 54. 

[22] Über Eonvergenz und funktionentheoretischen Charakter 
gewisser limitär-periodischer Eettenbrüche. 1910, S. 3 — 52. 

[23] Über die Äquivalenz der sogenannten Hölderschen and 
Gesäroschen Grenzwerte und die Yerallgemeinenmg eines beim Be- 
weise benützten Grenzwertsatzes. 1916, S. 209 — 224. — Nachtrag: 
1918, S. 89-92. 

[24] Über die Eonvergenz periodischer und gewisser nicht-perio- 
discher Eettenbrüche mit komplexen Gliedern. 1917, S. 221—250. 

[25] Zur Theorie der unendlichen Eettenbrüche. 1918, S. 65 — 89. 

[26] Über eine Eonvergenzbedingung für unendliche Reihen, die 
durch iterierte MittelbUdung reduzibel sind. 1920, S. 275 — 284. 

Ferner: 

[27] Allgemeine Theorie der Divergenz und Eonvergenz von 
Reihen mit positiven Gliedern. Math. Congress papers Chicago 1893. 
New-Tork, 1896, S. 305 — 329. 

[28] Über den Zahl- und Grenzbegriff im ünterricht Jahresb. 
d. D.M.V.6 (1898), S. 73-83. 

[29] Über Eonvergenzkriterien für Reihen mit komplexen Gliedern. 
Archiv f. Math. u. Phys. (3) 4 (1902), S. 1—19. 
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Abgesehen von den zahlreichen in den genannten Arbeiten ent- 
haltenen Literatnrangaben habe ich die hauptsächlichste dem Stoff- 
gebiete dieses Bandes angehorige Literatur in zwei Artikeln der Encj- 
Üopädie der Mathematischen Wissenschaften und merklich TerroU- 
ständigt in den entsprechenden drei Artikeln der (von J. Molk redi- 
gierten und teilweise durch Zusätze vermehrten) französischen Ausgabe 
zusammengesteUt, nämlich: 

In der deutsch Atisgäbe — IAS (1898), S. 47 — 146. Irrational- 
zahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse. 

I G 3 (1904), S. 1121 — 1128. Unendliche Prozesse mit komplexen 
Termen. 

In der franeösischen Ausgabe — 1 3 (1907), S. 133~208. Kom- 
bres irrationels et notion de limite. 

I 4 (1907), S. 210 — ^328. AJgorithmes illimites. 

1 6 (1908), S. 470 — 488. Algorithmes illimitds de nombres com- 
plezes. 

Da ich den Umfang dieses Anhanges nicht unverhältnismäßig 
ausdehnen möchte und es mix daher nicht angebracht erscheint, einen 
erheblichen Teil der in diesen Artikeln und den genannten Spezial- 
arbeiten enthaltenen, überaus zahlreichen Literatnrangaben hier zu 
wiederholen, so begnöge ich mich zunächst mit dem generellen Hin- 
weis auf deren Existenz und werde mich im übrigen in bezug auf 
Literatnrangaben auf eine Anzahl einzelner Fälle, zum Teil unter spe- 
ziellerem Hinweis auf die obigen Publikationen*) und insbesondere 
auf die Erwähnung solcher hier benützter Arbeiten beschränken, die nach 
dem Erscheinen der französischen Encyklopädie veröffentlicht worden 
sind oder mit solchen in historischem Zusammenhänge stehen. Hier- 
nach wollen also die weiterhin gegebenen Literaturnachweise nicht im 
entferntesten irgendwelchen Anspruch auf Vollständigkeit machen, 
und ich bitte ausdrücklich, es entschuldigen zu wollen, wenn bei dieser 
Sachli^e irgendwelche Prioritätsansprüche dieses oder jenes Autors 
nicht in das gehörige Licht gestellt werden sollten, um so mehr, als ich audi 
schon im Text mit dem Gebrauche von Eigennamen zur Kennzeich- 
nung von Sätzen oder Methoden verhältnismäßig sparsam umgegangen 
biiL Und da i(di in einer Besprechung von Abteilung 11 aus diesem 
Grunde bereits entschiedenen Tadel erfahren habe, so möchte ich mit 

1) Dabei werden die angeführten Spezialarbeiten unter den betreffenden 
Nummern (in eckigen ElammemX dis deuUohe bzw. feanzOnaehe Atugabe der 
Encyklopädie als J>. JEw, bzw. Ene, fr, zitiert. 
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dem Bekenotnisse nickt zurückhalten, daß jener Gepflogenkeit sogar 
eine gewisse Absicht zugrunde liegt Ich habe nämlich eine ausge- 
sprochene Abneigung gegen die immer mehr um sich greifende 
Mode, jedes neue Sätzchen oder Methödchen sofort mit der Schutz- 
marke des Erfinders zu versehen und sodann von dem X-schen Satze 
oder der Y-schen Methode mit der gleichen Selbstverständlichkeit zu 
sprechen, wie etwa von dem Cauchyschen Integralsatze oder einer 
Riemannschen Fläche, dem Abelschen Theorem oder der Weier- 
straß ischen /^-Funktion. Es mag dann wohl sein, daß ich in berech- 
tigter Opposition gegen diese fortschreitende Entwertung d^r mathe- 
matischen Unsterblichkeitsvaluta vielleicht etwas zu weit gehe, wenn 
ich mich bei derartigen Namengebungen vorwiegend auf solche be- 
schränke, die bereits Anspruch auf die Bezeichnung „klassisch'^ ge- 
wonnen haben. 


Abschnitt L 

Zur Einleitung und zu § 1 (S. 1 — S). 

Die Grundlagen für den hier dnrchgefQhrten Aufbau der Zahlen- 
lehre entnahm ich den Arbeiten von Heine: Die Elemente der 
Funktionenlehre (Joum. f. Math. 74 [1872], S. 173ff.) und Helmholtz: 
Zählen und Messen erkenntnistheoretisch betrachtet (Philosophische 
Aufsätze, Ed. Zeller gewidmet, Leipzig 1887; wieder abgedruckt: 
Wissensch. Abhandlungen, Bd. 3 [1895], S. 359ff.). Bei Helmholtz 
(a a. 0. S. 362) findet sich insbesondere schon der Hinweis auf die 
dekadische Zifferuschrift als eines Mittels, „um 4<ii^ch Xombination von 
nur zehn verschiedenen Zahlzeichen in einfacher und leicht verständ- 
licher Weise die Reihe (sc. der Zahlzeichen) unbegrenzt fortzusetzen, 
ohne je ein Zeichen zu wiederholen“; ferner die Definition der Be- 
ziehungen a^h und a — h gerade so, wie in Nr. 1 der Emleitung 
angegeben wird. M. Pasch (Grundlagen der Analysis, Berlin u. Leip- 
zig 1909) führt die natürlichen Zahlen (a. a. 0. § 10) unabhängig von 
der dekadischen Ziffernschrift ein und benützt diese letztere nur als 
Mittel zur Namengebung (a. a 0. § 15; vgL auch desselben Verfassers: 
Veränderliche und Funktion, Leipzig u. Berlin 19 14, § 24). 

Die von mir bereits im Vorwort zur ersten Abteilung (S. VIll) 
ausgesprochene Vermutung, daß die hier gegebene Einführung der 
geordneten und unbegrenzt fortsetzbaren Folge der natürlichen Zahlen 
vom Standpunkte der reinen Logik aus als unzureichend angesehen 
werden würde, hat sich gelegentlich einer (übrigens sehr eingehenden 
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nnd außerordentlich anerkennenden) Besprechung der beiden ersten 
Abteilungen^) durchans bewahrheitet Immerhin gibt der Verfasser 
jener Kritik selbst zu, daß znrzeit weder die Mengeiäehre, noch die 
Feanosche^ürtoma^il;^ als eine in jeder Beeidung ausreichende logische 
Gmndlage der Mathematik gelten könne nnd daß man andererseits, 
znmal bei einer mathematischen Oarstelinng elementareren Charakters, 
„notgedmngen darauf verzichten müsse, in der logischen Grundlegung 
usque ad initium, bis zum bitteren Anfang, znröckzugehen*'; daß man 
ferner denjenigen Einwaud, der gegen die angebliche Exktens der er- 
forderlichen Grundeigenscbaften bei dem beschriebenen Zeichensystem 
zn erheben sei, beseitigen könne, indem man dieselbe als uwbevoksenen 
Grundsatz hiunehme. Mit diesem Anskunftsmittel könnte ich mich 
allenfalls abfinden, wenn es meiner Denkweise anch mehr entspricht, 
die fragliche Gewißheit der inneren Anschauung zn entnehmen. Ob 
vielleicht durch eine im Peanoschen Sinne axiomatische oder an den 
Begriff der KardinaHzoM anknOpfende mengentheoretiselie Einführung 
der natürlidien Zahlen dem Bedürfnisse der Anfänger besser gedient 
werde, halte ich für mehr als zweifelhaft Im übrigen wäre damit 
doch immer nur ein erster Schritt getan, der nach meinem Dafürhalten 
für ein weiteres Fortschreiten zum allgemeineren Begriffe der redlen 
Zahlen noch keinerlei Direktive gibt Will man überhaupt zu einem 
brauchbaren allgemeinen Zcdübegriff gelangen, so muß doch, wie ich 
dies bereits bei früherer Gelegenheit (s. [28], S. 78) ausgesprochen 
habe, vor allen Dingen ein Mittel gefunden werden, um erstens alle 
möglichen als Zahlen bezeichneten Oljekte und zweitens die zwischen 
ihnen bestehenden sogenannten Größenbcziehmgen unter einen 
gemeinsamen Gesichtspunkt zu bringen, ln dieser Beziehung 'scheint 
mir die von mir befolgte nnd (wie ich glaube, zum ersten Male) in 
allen Einzelheiten konsequent durchgeführte Methode gegenüber den 
mir bekannten elementaren Darstellungen dieses Gegenstandes immer- 
hin einen merklichen Fortschritt zu bedeuten. 

Ausführliche Literaturangaben betreffs der verschiedenen Methoden 
zur Einführung des Zahlbegriffs gibt die Enc. fr. 1 1 (J. Tannery et 
J. Molk d’aprbs H. Schubert: Principes fondamentanx del’arithmdtique, 
MfM — 7). Hinzuzufügen: E-V, Huntington, Gomplete sets of postu- 
lates for the theory of positive integral and positive rational numbers 
(Transack Am. Math. Soc. 3 [1902], p. 280). — O. HSlder, Die Arith- 
metik in strenger Begründung (Programmabh. Leipzig 1914). 


1) Oüti geL Anzeigen, 1910, 8. 911—847. 

8) Arithmetioes prinoipia sova meihodo e:qionta. Torino 1889. 



922 Anhang. literatornachweiae, Anmerkangen und Erg^nzmigen. 


Zu § 8 (S. 9ff.) imd $ 4 (S.24ff.). 

Die reknrsorische Definition der Addition imd Multiplikation so- 
wie die Beweise fQr deren Gmndeigenschaften Termittelst Tollständiger 
Induktion rühren von Hermann Graßmann her (Lehrbuch der Arith- 
metik für höhere Lehranstalten, Berlin 1861).*) Doch weicht Graß- 
manns Darstellung von der hier gegebenen insofern wesentlich ab, 
als er neben den miärlichen, also positiven ganzen Zahlen von vom- 
"herein auch die negativen und die NvM einführt. Die vorliegende Dar- 
stellung nähert sich mehr derjenigen, welche B. Dedekind, wohl un- 
abhängig von Graßmann, in seiner Schrift: „Was sind und was sollen 
die Zahlen?** Braunschweig 1887 (S. 44 — 49) gegeben hat. 

Zu § 8, ür. 1 (S. 41/43). 

Es werden daselbst die lEfräche (bei beliebigen ganzzahligen 
a > 0, h > 0) in der Weise eingefShrt, daß die für die „uneigentlichen** 
Brüche bereits als notwendig erkannten Ordnungs- und Bechnungsregeln 
auf Grund einer „gewissen logischen NotwendigTcdt^ (wie es auf S. VII 
des Vorworts, vorletzte Zeile heißt) nunmehr definitionsweise auf die 
Gesamtheit aller möglichen ^ ausgedehnt werden. Der Verfasser der 
bereits oben erwähnten Besprechung in den Göttinger gelehrten An- 
zeigen macht dazu die Bemerkung, man täte besser, diese „gewisse“ 
logische Kotwendigkeit durch eine vöUständige zu ersetzen, indem man 
zni^chst ^ durch die Beziehung: 



definiert, aus der sich dann alles weitere ohne jede Willkürlichkeit ein- 
wandfrei ergibt. In der Tat habe ich diesen Weg in meinen Vor- 
lesungen früher eingeschlagen, habe ihn aber neuerdings verlassen» 
weil er — bezüglich der negeUiven Zahlen zwar noch gangbar — bei 
der Einführung der Jrraiiondkdhlen gänzlich versagt. Gerade für diese 
Erönung des ganzen Auf bans der reellen Zahlen eine dem Anfänger 
möglichst zwanglos einleuchtende Vorm zu finden, habe ich für eine 
Haoptanf>(abe meiner ganzen Darstellung gehalten. Der Eindruck einer 
erheblichen Willkürlichkeit scheint mir aber hei der Einführung der 
irrationcden bzw. der allgemeinen reäten Zahlen unvermeidlich, wenn 
die hierzu dienliche Methode nicht schon da hinlänglich vorhereUet wird, 

1) Das längst vergriffene, snch auf den kiesigen Sffentlicben Bibliotheken 
fehlende Bncb ist wenigstens teilweise (es sind die eisten 66 Seiten) in tiiaß- 
manns gesammelten Werken, Bd. II, 1, S. S96— 848 wieder abgedznckt worden. 
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wo es sich zunächst nur um eine systematische Bestätigung tou Hegeln 
handelt, deren Gebrauch dem Anfänger bereits vollständig in Fleisch 
und Blut übergegangen ist. Das dürfte aber sicher bei den posäiven 
Brüchen zutreffen, und zwar nur bei diesen, da schon bezüglich des 
Hechuens mit negativen Zahlen die Schultradition zumeist wenig ge- 
eignet ist, die hierbei naturgemäß auftretenden Zweifel zu beseitigen. 
Für den Anfönger, der die Brauchbarkeit der fraglichen Methode bei 
ihrer Anwendung auf die positiven Brüche mühelos kennen gelernt 
und bei der Begründung der Regeln für die negativen Zahlen bewährt 
gefunden hat, muß nach meinem Dafürhalten der analoge Schritt bei 
Einführung der allgemeinen redlen Zahlen, nämlich die Art des Über- 
ganges von den rational konvergenten zu den schlechthin konvergenten 
Zahlenfolgen, geradezu den Charakter der Selbstverständlichkeit besitzen. 
Nach alledem scheint mir aber der didaktische Gewinn des von mir 
eingeschlagenen Weges so erheblich, daß die dabei erlittene Einbuße 
an „zwingender Notwendigkeit" nicht als ausschlaggebend in Betracht 
kommen dürfte.^) 


Zu § 19, Nr. 8 (8. 116). 

In der Fußnote 2 finden sich im Anschluß an die im Texte Gl. (4) 
gegebene Definition der Schreibweise {A,} 0 die beiden Bemerkungen, 

daß aus: {A,} = 0 (zur Bezeichnung der Bull- Konvergenz der Folge 
{A^}) stets folgt: {(/,,A^} = 0, wenn die |(7,| unterhalb einer posi- 
tiven Zahl bleiben; und daß umgekehrt: {A^j — 0 aus: {G„A,,} — 0 
hervorgehi^ wenn die |C7„| oberhalb einer positiven Zahl bleiben. Ich 
glaubte die Verstandeskräfle meiner präsumtiven Leser weder zu Über- 
schätzen, noch zu überlasten, wenn ich ihnen zumutete, die nach 
meinem Dafürhalten aus dem ganzen Zusammenhänge hervorgehende 
Richtigkeit dieser beiden Bemerkungen ohne weitere Erläuterung einzu- 
sehen. Leider hat mir dieser vielleicht etwas aUzn leichtfertige Optimis- 
mus den folgenden scharfen Yerweis des am Anfang der letzten Fuß- 

1) Nach Angabe des Beferenten einer angeaebenen mathematisohen Zeitschrift 
soll die obige Methode in Vorlmmgen sobon tMfaeb benützt worden sein. Ei 
liegt mir fbnr, diese angebliche Tatsache bestreiten zn woUem immerhin w&re 
es vielleioht nicht gani unpassend gewesen, wenn der Herr Kritiker zur Unter- 
Stützung seiner etwas vagsn Behauptung einige jener zahlreichen Vorlesnngen 
namhaft gemacht bitte. 

Wenn f-mer in einer anderen Besprechung dieses ersten Abschnitts gesagt 
wird, die EinfSbrung der rationalen und irrationalen Zahlen, des Gienzwert- 
begriffs nsw. werde von mir zum groüen Teil ihnllob dargeitellt wie in der 
Arithmetik von 0. F&rber (Leipzig Kll), so muÜ ich dieses Lob besoheidan 
ablehnen, da mein Standponkt dem Firbersohen genau entgegengesetzt isi 
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note erwähnten Kritikers ztigezogen:^iS. 115 werden Grenzwertsätze, 
die, wenn auch einfach, doch von hervorragender Wichtigkeit sind, 
in Fußnote 2 nur flüchtig abgetan.*) Die Sätze selbst werden alsbald 
im Text häufig gebraucht/^ Da ich von der ersten der oben angeführten 
Bemerkungen nur ein einziges Mal {auf S. 139 — übrigens unter ge- 
wissenhaftem Hinweis auf jene Fußnote), von der zweiten im ganzen 
Buche niemals Gebrauch gemacht habe, so beanspruche ich kein maß- 
gebendes Urteil darüber, bis zu welchem Grade jene zwei Bemerkungen 
als Grenzwerlsätze von hervorragender Wichtigkeit anzusprechen sind. 
Dagegen muß ich die Bezeichnung ihrer im Mittel ^maligen Ver- 
wendung als einer häufigen für etwas übertrieben erklären. 

Zu I 22, Nr. 1 (S. 125). 

Die hier als 'konvergente Zahlenfolgen bezeichneten, durch eine 
Bedingung von der Form | ^ I ^ ^ 2, 3, • • *) charakteri- 

sierten unbegrenzten Folgen rationaler Zahlen werden von Heine 
(Journ. f. Math. 74 [1872], S. 174) schlechthin als Zahlenreihen^ von 
6, Cantor (Math. Ann. 21 [1883], S. 5b7) als Fundamentalreihen^ von 
J. Thomae (Elementare Theorie der analytischen Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen, 2. Aufl., Halle 1898) als reguläre Bethen 
bezeichnet. Die Benützung des Ausdrucks ,yJconvergenV‘ in dem oben 

1) Der betreffende Kritiker scheint überhaupt Fußnpten als etwas ungemein 
Verächtliches anzuseben, wie aus dem folgenden (der gleichen Besprecbnng ent- 
nommenen) Satze hervorgeht: „Die Originalabbandlungen des Verfassers sind 
häufig dnioh sorgfältig ausgewäblte Beispiele und Gegenbeispiele besonders 
instruktiv; im jetzigen Buch sind, vom letzten Kapitel abgesehen, die Beispiele 
meist zu Fußnoten degradiert.*^ „Degradiert** finde ich schon recht hart Aber 
hiervon abgesehen: es hat mich äußerst peinlich überrascht, daß mit dieser „Degrar 
dation** auch der gänzliche Verlust der instruktiven Qualitäten verbunden sein 
soll! Übrigens habe ich in wohlerwogener Absicht einfache und hirze Beispiele 
nur dann in Fußnoten nntergebracht, wenn es mir zweckmäßig schien, sie, ohne 
den Zusammenhang des Textes zu unterbrechen, ganz unmitietbar an ein bestimm- 
tes Schlagizort oder eine hine J$emerkung deutlich sichtbar anzuschließen, statt 
sie (nach meiner Meinung weniger instrnktiv} erst am Schlüsse eines Absatzes 
nachhinken zn lassen. Ansrübrlichere Beispiele, die zor Erläuterung einer längeren 
Betrachtung, eines Lehrsatzes oder einer Methode dienen sollen, «haben stets im 
Text Platz gefunden. Wenn weiterhin derselbe Herr Kritiker in seiner Besprechung 

des zweiten Abschnitts es bemängelt, daß ich Reihen wie tausend (!) 

andere zur Verffigung stehende nicht als Beispiele für Reihen- Summation aus- 
genützt hätte, so kann ich nur lebhaft bedauern, daß er weder Proben aus seinem 
üppigen Vorräte geeigneter Beispiele mitgeteilt, noch verraten hat, wie ich es hätte 
machen sollen, um wenigstens die (auf S. 447, Fußnote 1 ansdrücklich von mir er- 

wähnte) Formel ohne jedes Hilfsmittel der Funktionenlehre abzuleitm. 

^ i n e 
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angegebenen Sinne (also nnabhängig von dem Begriff des Grenz- 
werts) dürfte Ton Ch. Mdray (Nouvean prdcis d’analyse infinitesimale, 
Paris 1872, p. 2) herrübren, der mit Variante convergenle bezeichnet^ 
was hier konvergente Zahlenfolge genannt wird. Suite convergente 
findet sich wohl zuerst bei Jules Tannery, Introduction h la theorie 
des fonctions d’une Tariable (Paris 1886), p. 25. 

Zn f 2$ (S. mit). 

Die im Text gegebene, im Gegensatz zu dem älteren, wesentlich 
geometrischen Betrachtungen entnommenen Irrationalzahlbegriff, rein 
arithmetische Einführungsart der allgemeinen reellen, insbesondere der 
irrationalen Zahlen mit Hilfe der konvergenten Zahlenfolgen rührt von 
Gh. Meray und G. Cantor her, 'welche diese Methode anabhängig 
voneinander aufgefunden haben. Mdray hat die GrundzQge seiner 
Theorie bereits im Jahre 1869 veröffentlicht (Revue des societds sa- 
vuntes: sc. math. (2), 4, p.284) und in seinem 1872 erschienenen: Hon- 
vean precis d’Analyse infinitesimale wiederholt. In demselben Jahre 
erschien auch Cantors erste Publikation über diesen Gegenstand 
(Math. Ann. 5 [1872], S. 128) und eine (zum Teil auf mündlichen Mit- 
teilungen Cantors beruhende) ausführlichere Darstellung von E. Heine 
(Journ. f. Math. 74 [1872], S. 173). Letzterer bezeichnet dabei diese 
Theorie nicht unpassend als eine glückliche Fortbildung einer anderen, 
gleichfalls rein arithmetischen Einführungsart der Irrationalzahlen, deren 
sich bereits seit längerer Zeit E. Weierstraß in seinen Vorlesungen 
über analytische Funktionen bedient hatte. Einen kurzen Abriß ihrer 
Grundprinzipien hat zuerst H. Kossak veröffentlicht (Progr. des Werder- 
schen Gymnasiums, Berlin 1872\ ausführliche Darstellungen findet 
man in V. von Dantschers „Vorlesungen über die Weierstraßische 
Theorie der irrationalen Zahlen" (Leipzig und Berlin 1908) und in 
G. Mittag- Lefflers Abhandlung „Die Zahl: Einleitung zur Theorie 
fier analytischen Funktionen" (Tdhoku Math. Journal 17 [1920], 
p. 168—209 . Das in dem vorliegenden Zusammenhänge beständig auf- 
tauchende Jahr 1872 hat noch eine dritte anthmefis<^ie Theorie der Irratio- 
nalzahlen an das Licht der Öffentlichkeit gebracht, diejenigevonlLDede- 
kind (Stet’gkeitnnd irrationale Zahlen. Braanschweigl872). Sie beruht, 
im Gegensatz zu der Weierstraßschennnd Mdray-Gantorschen Theorie, 
nicht auf der Benützung irgendeines arithmetischen Formalismus, son- 
dern auf dem Prinzip des sogenannten (Dedekind sehen) „Schnittes“, 
wovon im zweiten Banda dieser Vorlesungen noch die Rede sein solL 
Für eine all gemeine Orientiemng über die Entwicklung des Imtional- 

1) TgL dagegen die Anmecknng lu |i 86, 44 S. 987, Absatz U. 
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zaHbegriffs und der hierauf bezüglichen Theorien dürften die ent- 
sprechenden Paragraphen der beiden EncyHopädie - Ausgaben gute 
Dienste leisten (D. Bnc. 1 A 3, S. 49 — 62; merklich TervoUständigt: 
Enc.fr. 13, p. 133 -174). 

Zu S. 143, am Schlüsse von Nr. 7, ist hinznzufügen: „Die früher 
(S. 74/6) über den ahsdluten Betrag von Summen, Differenzen, Pro- 
dukten und Quotienten rationaler Zahlen bewiesenen Sätze lassen sich 
ohne weiteres auch auf beliebige reelle Zahlen übertragen.“ 

Zu § 25 (S. 148ff.)* 

Die grundlegenden Begriffe und Sätze dieses Paragraphen stammen 
aus G. Gantors ersten mengentheoretisehen Arbeiten: „Über eine Eigen- 
schaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen Zahlen“ (Journ. f. Math. 
77 [1874], S. 258) und „Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre“ (eben,- 
das, 84 [1877], S. 242). , Den sehr einfachen (auf dem sogenannten 
Diagonalverfahren beruhenden) Beweis des Satzes auf S. 158 hat Gan- 
tor in der Note: „Über eine elementare Frage der Mannigfaltigkeits- 
lehre“ (Jahresb. d. Deutschen Math. Ver.l [1892], S. 75) mitgeteilt, nach- 
dem er bereits in der ersten der oben angeführten Arbeiten den frag- 
lichen Satz weniger einfach bewiesen hatte. 

Zn § 26, lür. 4 (S. 16t) und $ 44, Nr. 1 (S. 293). 

Über zweckmäßige Begrenzung des Inhalts und ümfangs der Be- 
zeichnungen Grenzwertexistenz, Konvergenz und Divergenz bestehen unter 
den Mathematikern leider noch erhebliche Meinungsverschiedenheiten. 

Daß die Aussage, habe für v oo unter den auf S. 164 des 
Textes angegebenen Bedingungen den Grenzwert -p c» bzw. — oo, 
im Grunde genommen einen offenbaren "Widerspruch enthält, wurde 
a. a. 0. bereits hervorgehoben. Andererseits hat sich die Sdhretbweise: 

(1) lim = -h 00 bzw. = — oo 

9'->0P 

zur Kennzeichnung des in Frage stehenden Falles als durchaus nütz- 
lich erwiesen und ist so allgemein üblich geworden, daß sie schwer- 
lich in absehbarer Zeit wieder verschwinden dürfte, keinesfalls aber 
einfach ignoriert oder gewissermaßen verheimlicht werden kann. Es 
muß also doch irgendeine Möglichkeit bestehen, den Inhalt der For- 
mel (1) auch mündlich zu verbreiten imd da dies wohl kaum wesent- 
lich anders geschehen kann, als mit den Worten: „Der Limes von A, 
für unbegrenzt wachsendes v ist positiv bzw. negativ unendlich*^, so 
scheint mir kein anderer Ausweg übrig zu bleiben, als diesem LimeSf 
auf deutsch: Grmzwert „Vnendlich^ irgendeine Art von Existenz zuzu- 
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erkennen. Hiernach erscheint es mir höchst inkonsequent and daher 
irreführend, wenn manche Autoren') trotz gleichzeitiger Benützung der 
Schreibweise (1) unter der bloßen „Existenz eines GrenzwerW* (ohne jeden 
weiteren Zusatz) allemal und ausschließlich die Existenz eines endlidien 
Grenzwertes verstanden wissen wollen. Um in dieser Hinsicht jedes 
Mißverständnis zu beseitigen, schien es mir zweckmäßig, die Existenz 
eines Grenzwertes mit Einziehung des Falles von Gl. (1) durch den 
Zusatz „im weiteren Sinnef‘ zu charakterisieren, dagegen bei AussMießung 
dieses Falles sie ausdrücklich als Existenz eines endlichen Grenzwertes, 
gelegentlich auch als Existenz im engeren Sinne zu bezeichnen. 

Die Konvergenz einer Zahlenfolge wird, statt durch die von uns 
zur Definition benützten TJngleidmngen (s. 8 . 125 und 161—162), häufig 
durch die Forderung der Existenz eines Grenzwerts definiert. Dabei gehen, 
im Gegensatz zu der übergroßen Majorität, einzelne Mathematiker*) so 
weit, diese Forderung in dem oben hezeichneten xoeiteren Sinne zu ver- 
stehen: sie bezeichnen demnach auch Zahlenfolgen mit dem Grenzwert 
+ oo bzw. — oo (in offenbarem Gegensatz zur etymologischen Bedeu- 
tung des Wortes) zunächst als konvergent, sehen sich dann aber zur 
Vermeidung von anderweitigen Unstimmigkeiten genötigt, unendliche 
Beihen, deren Partialsummen nach -f- oo bzw. — oo Jconvergieren*', als 
divergent zu bezeichnen und demgemäß den Begriff der Beifmkonvergenz, 
wie sonst allgemein üblich, auf die Existenz eines enMiehen Grenzwertes 
zu beschränken.*) 

Scheint hiernach zum mindesten in bezug auf den Begriff der Kon- 
vergenz unendlicher Beihen bei den verschiedensten Autoren vollständige 
Übereinstimmung zu herrschen, so zeigen sich bei der Begriffsbestim- 
mung der D ivergenz und ihrer besonderen Abarten erhebliche Differenzen. 

1) Siehe z. B. die ausdrückliche Bemerkung von K Landau, Handbuch der 
Lehre von der Yerteilnng der Primzahlen, I (Leipzig und Berlin 1909), S. 17, 
Fußnote 2. — Ähnlich JuleaTanneryjJntroduotion k la tbdorie des fonctions d’une 
variable rdelle, Si*»« dd., I (Paris 1904), p. 86. Übrigens fügt T. die Bemerkung hinru, 
es sei „assez eingnlier de ne pas ozer dir« que u„ a une limite infinie, ou a PinSni 
pour limite, quand on dorit litn oo“. loh bin der Meinung, daB jeder, 

nopROd 

der sieb dieser Sebreibweise bedient, auch den kühnen Wagemut beaitzen sollte, 
sie im Bedaifafalle in Worte zti fassen. 

1t) Siebe z. B. E, Oes&ro, Elementares Lebrbnoh der algobraiscben Analysis 
and der Infinitesimalrecbnnng. Pentsclx Ton G. Eovalewtki (Leipzig 1904), 
6. 89. 0. Caratbdodory, Yorlesnngen über reelle Funktionen (Leipzig nnd 

Berlin 191$), 8. 68/89, 

8) CesAro, a. a. 0. 8. 118. ^ Caratbdodorj, a. a. 0. S. 109, Fnfinote. 
(Man könnte diese Inkonsequenz allenüills in Abnlicber Weise rechtfertigen wh 
die Bezeicbntmg eines unendlichen ProduJets mit dem Grenzwert NM als eines 
div$rgmUn: vgl. weiter unten die Anmerkung au f 80, Nr. 1, S. 957«) 
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Nach dem Vorgänge von Cauchy (Analyse algebrique, Paris 1823, 
p. 123 =s Oeurres, 21 Serie, IIT, p. 114) bezeichnen viele Mathematiker, 
wie anch auf S. 294 unseres Textes geschehen, jede Reihe, die nidit 
Jcmvargiert, als divergent. Demgegenüber nennt Gatalan in seinem 
Traite el^mentaire des srries (Paris 1860^, p. 1/2 nur solche Reihen 
divergent, deren Partialsummen absolut genommen mit n ins Unend- 
liche wachsen, bezeichnet dauegen solche Reihen, deren Partialsummen, 
ohne (numerisch) ins Unendliche zu wachsen, heinen bestimmten Grenz- 
wert haben, als weMr Jconvergent, noch divergftd und demgemäß als un- 
bestimmt [„series indeterminees“*)]. Da der zweite Teil dieser Aussag» 
ganz unzweideutig nur diejenigen Reihen umfaßt, die nach unserer 
Terminologie innerhalb endlicher Grenzen oszillieren, so hätte man nicht 
nur, wie die Gatalan sehe Fassung zunächst vermuten läßt, zu den 
divergenten Reihen ausschließlich diejenigen zu rechnen, für welche 
lim 1 I = + oo, sondern auch diejenigen, für welche nur lim 1 5^ | *» + oo. 

ft-^Go n ->oo 

Im übrigen macht Gatalan bezüglich der „unbestimmten** Reihen in 
einer Fußnote den folgenden Zusatz: „La plnpart des auteurs font 
rentrer cette troisibme espbee de Serie dans la categorie des sdries diver- 
gentes. Gette Classification nons parait contraire ä l’etymologie et ä la 
signifleation habituelle du mot divergent.** Seit Gatalan dieses schrieb, 
scheinen sich die Ansichten über die vorliegende Frage so außerordent- 
Rch verschoben zu haben, daß es als recht zweifelhaft angesehen werden 
muß, ob heutzutage noch die Mehrzahl der Autoren die „unbestimmten** 
Reihen zu den' divergenten zählen. Insbesondere haben zahlreiche und 
vielfach verbreitete Lehrbücher, in denen die Einführung in die Reiheu- 
lehre eine maßgebende Stelle einnimmt, sich der Gatalanschen Ter- 
minologie vollständig angeschlossen oder gehen sogar noch darüber 
hinaus, indem sie alle Reihen mit zwei verschiedenen Haupüimites, anch 
wenn einer oder beide unendlich, nicht als divergent bezeichnen. Man 
vergleiche z. B.:, M. A. Stern, Lehrbuch der algebraischen Analysis 
(Leipzig und Heidelberg 1860), S. 60. — E. Hatten dorff. Algebraisch» 
Analysis (Hannover 1877), S. 27. — Weber- Wellstein, Enzyklopädie 
der Elementarmathematik, 1 (3. Aufl., Leipzig 1909), S. 389, 410. — 
Stegemann-Eiepert, Grundriß der Differential- und Integralrechnung, 
1 (11. Auß., Hannover 1910), S. 222. — E. Cesärö, CorsO di analisi 
algebrica (Torino 1894), p. 116. Anch in der deutschen Bearbeitung 
Gesäro-Eowalewski (vollst. Titel s. Fußnote 2 auf S. 927), S. 118. — 
Francesco d’ Arcais, Corso di calcolo infinitesimale, 1 (Padova 1899), 
p. 235. — Salvatore Pincherle, Lezioni di algebra complementare: 


1) Nach dem Torgenge von L. Olivier (Joum. t Math. I [18S7], S. Sl). 
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Asalisi algebrica (Bologna 190ö), p. 131. — A. Gapelli, Istitnzioni di 
analisi algebrica (Napoli 1909), p. 416. — Maurice Godefroy, Thdorie 
^l^mentaire des series (Paris 1903), p. 26/27. — £. W. Hobson, The 
theory of functions of a real rariable etc. (Cambridge 1907), p. 455. — 
T. J. J’a. Brom wich, Introductiou to the theory of infinite series 
(London 1908), p. 2, 15, 261. 

Die Zusammenstellung der Torstehenden, auf annähernde Voll- 
ständigkeit keinerlei Anspruch machenden Liste erschien mir einiger- 
maßen nützlich, da ich in der bereits oben angefochtenen Besprechung 
Ton Abteilung I dieses Buches die nach dem Gesagten Tullig haltlose 
Aussage gefunden habe, für die nach -f oo bzw. — oo divergierenden und 
dJle mög!i(^hen oszillierenden Zahlenfolgen sei die gemeinsame Bezeichnung 
divergent „so eingebürgert“, daß daran nicht gerüttelt werden dürfe. Der- 
artige kategorische Behauptungen sollten eben nicht kurzerhand aus der 
Tiefe eines Kritikergemütes geschöpft, sondern nur auf Grund ausreichender 
Literaturkenntnis ausgesprochen werden, zumal wenn sie dazu bestimmt 
sind^ kritischen Bemerkungen zur Grundlage zu dienen. Damit hat es 
nämlich die folgende Bewandtnis. Da ich mich von jeher der angeb- 
lich „so allgemein eingebürgerten“ t^auchyschen) Anwendung der 
Bezeichnung „divergent“ im Sinne ron ^jnicM-honvergent“ angeschlossen 
habe, so ergab sich mir das unabweisliche Bedürfnis, die besonderen 
nach <x> oder — oo dirergierenden Zahlenfolgen bzw. Reihen durch 
ein geeignetes Beiwort ans der Menge der übrigen gleichfalls als direr- 
gent bezeicbneten herausznheben. Und da andererseits bei den oben 
geschilderten großen Meinungsdifferenzen in bezug auf die Abgrenzung 
des Begriffes „divergent“ tatsächlich nur in dem einen Punkte bei oJlen 
Mathematikern Tollsländige Einstimmigkeit herrsch!^ die Reihen mit 
dem Grenzwerte -|- oo oder ~ oo divergent zu nennen, einzelne Autoren 
sogar nur diese Gattung als dwerget^ bezeichnen*), s6 erschien es mir 
angemes.sen, Zahlenfolgen bzw. Reihen dieser Art als die „eigentlich 
divergenten“ anzusehen und als solche zu bezeichnen. Diesen Ausdruck 
habe ich bereits im Jahre 1899 in meinem Encyklopädieartikel (D. £nc. 
I A 8, S. 68) eingeführt, und er ist inzwischen, soriel mir bekannt ist, 
auch Ton anderen Mathematikern als zweckmäßig befunden und üher- 
nommau worden. Dagegen findet der Verfasser der fraglichen Bespre- 
chung „bei der populären Bedeutung des Wortes eigentlich“ darin „pe- 
radem eine XJngeremfhät“, daß eine divergente und nun gar eine etgerd’ 
UA dimgente Folge mit einer Tconvergenten die Existenz eines Greu»- 


1) Siehe a. B. Bioawieh, a. a. 0. 8. 8, FnSnote, 
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wertes (sc. im weiteren Sinne) gemein haben soll.’) Es scheint ihm da- 
bei entgangen zn sein, daß das gleichfalls populäre Sprichwort: „Les 
extremes se tonchent" (das übrigens in mannigfachen Variationen bis 
auT Aristoteles zurückgeht) eine tiefe Wahrheit enthält (rgl. -f- oo 
und — 00 , Unendlichgroßes und Unendliöhkleines, Nordpol und Süd- 
pol, Schwarz und Weiß usf.). Aber hiervon ganz abgesehen: es ist 
noch lange kein Beweis für die „Ungereimtheit" eines mathematischen 
Kunstaus^ucks, wenn sein Wortlaut mit dessen „populärer“ Bedeutung 
im Widerspruch steht. Oder hat sieh vielleicht ein so vorbildlich 
exakter Mathematiker wie Weierstraß einer „Ungereimtheit" schuldig 
gemacht, wenn er von einer „Stelle x= oo“ spricht? Und entspricht 
es vielleicht der „populären" Bedeutung des Wortes „äguivahn^f wenn 
man die Reihe der geraden Zahlen als äquivalent mit der Reihe der 
ganzen und sogar mit der Menge der ratimcden bezeichnet? Steht es 

nicht auch in schro&tem Widerspruch zu „populärer" Aasdrucksweise, 

00 

wenn man die Reihe • lOO* „wesenüieh stärker konvergent" nennt 

oo ^100 

als die Reihe 2(4i) , obschon ihre Glieder bis zum 100*“ be- 
ständig, und zwar zu ungeheuerlicher Grüße anwachsen, während bei 
der zweiten Reihe das Anfangsglied eUMn die Summe der Reihe schon 
auf mehr als 30 Dezimalstellen genau liefert? 

In der französischen Ausgabe der Encyklopädie habe ich übrigens 
die Bezeichnung „eigenüidi divergent" durch „simplement divergent“ er- 
setzt (Enc, fr. 1, 1, p. 184), da „proprement divergent“ von dem damaligen 
Redakteur J. Molk als unfranzösisch beanstandet wurde. Da anderer- 
seits der fragliche Divergenztypus wohl unbestritten als der einfadiste 
gelten dürfte (wie er ja auch für die einfadiste Gattung von Zahlen- 
folgen, die monotonen, als der einzig mögliche in Betracht kommt), 
so bedarf wohl die Bezeichnung „einfadie Divergenz" keiner weiteren 
Rechtfertigung und mag vielleicht, zumal weim man den historischen 
Zusammenhang nicht kennt, unmittelbarer einleuchtend erscheinen, als 

1) Will man hierin überhaupt einen .Miüstand erblicken, so liegt seine 
Quelle keineswegs in der Bezeichnung „eigentlich divergent“, sondern in dem Um- 
stande, daB es sich vdrklich „ängeHtrgeri“ hat, von einem Gremwert -i- oo hzw, 
— 00 zu sprechen, ihn also als „etistiermcF anznsehen. Es dSrfie aber sehr viel 
zweckmäSiger sein, sich damit ein fOr allemal abznfinden, als in bezug auf die 
allgemein üblich gewordene Schreibweise lim 4,°* ±<30 eins Art Vogel-Stranfi- 

»-►oo 

Politik za beobachten und „Existenz eines Orenzweries^* ohne jeden Ztuwit» »1» 
völlig gleichbedeatend mit „fUcnvergenz^^ d* h» Existexiz eines enätiehen Grenz- 
wertes anznsehen. 
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der Ausdruck ^^eigentliche Divet^genz^^. Nichtsdestoweniger habe ich vor- 
gezogen, diesen letzteren hier beizubehalten, da er durch die deutsche 
Encyklopildie schon eine gewisse Verbreitung erlangt hat. Auch habe 
ich, um mit Neubildungen möglichst sparsam zu sein, die Bezeich- 
nungen jjunbestimmt^^ und , oszillierend'^ in dem vorliegenden Zusammen- 
hänge unverändert übernommen, obschon sie mir besonders wenig 
glücklich gewählt scheinen. Eine Zahlenfolge bzw. unendliche Reihe 
ist ja vollständig bestimmt, wenn jedes ihrer Glieder bestimmt ist. Es 
ist also doch eigentlich widersinnig, sie eventuell gleichzeitig auch als 
unbestimmt zu bezeichnen. Ferner: eine Zahlenfolge bzw. Reihe kann 
doch nur als oszillierend bezeichnet werden, sobald die Glieder der Folge 
bzw. die Partialsimmen der Reihe, als Punktionen des Index betrachtet, 
oszillieren^), d. h. wenn sie keine (zum mindesten von einer gewissen 
Stelle an) monotone Folge bilden. Aber eine solche Zahlenfolge bzw. 
Reihe kann ja trotzdem sehr wohl auch komergieren?) So oszillieren 

j» y 

z. B. die Partialsummen der Reihe ^ (— beständig um 

2 ^ 

dt'ii Wert -g) gegen welchen die Beihe schließlich kmvergi&rt. Man legt 
also bei der fraglichen Anwendung der Bezeichnung „oszillierend“ im 
(legensatz zu der sonst üblichen Praxis’) in diese etwas hinein, was 
an und für sich gar nicht darin enthalten ist: nämlich die Forderung, 
daß die „Amplituden“ der betreffenden „Oszillationen" nicht schließ- 
lich gegen Null, konvergieren sollen. Ich habe, um diese Forderung 
zum Ausdruck zu bringen, für die französische Encjklopädie statt „os- 
cillant" die Bezeichnung „discrepant" eingefOhrt (a. a, 0. S. 188). 

Bei der zurzeit herrschenden Tendenz, selbst einwandfreie und alt- 
bewährte Fremdwörter durch sogenannte Verdeutschungen oft recht 
fragwürdiger Natur zu ersetzen, habe ich indessen darauf verzichtet, 
von dem sicherlich höchst anstößigen neuen Fremdworte „diskrepant" 
Gebrauch zu machen. 

Übrigens sei bei dieser Gelegenheit noch auf folgendes hingewiesen. 
Man pflegt doch wohl allgemein von einer Reihe mit den beiden Haupt- 

1) Wai sollte denn sonst „ossülieren"'i ]}et „Orenmert“ der Folge oder die 
der Selbe doob sionerliob nicht, da ja beide gar nicht existieren. 

a) Analog nennt man ja ancb die Funktion x • sin ^ in der Ungebnng von 
gerade «o gut oszillierend, wie z. B. eiu— oder obsohon eie doeb 

X w OS 

für — ► 0 gegen 0 hmvsrgieri rwd, wenn man ihr nach für «: «« o den Wert 0 
beilegt, fUr « 0 stetig ißt 

8) Siebe die vorige FtiBnot«. 

Vvlngftlielme VorlMaug«jaX,8. HO 
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limites $ and 8 zn sagen, sie oszttliere zwischen s and 8 oder inner- 
halb der Gremen $ und 8 (vgl. § 44, Nr. 1, 8.294). Diese Aasdracks* 
weise legt die (falsche) Vorstellung nah^ daß die Fartialsummen zum 
mindesten für hinlänglich große Indizes oder, wenn man seine Ansprüche 
noch etwas heruntersetzt, wenigstens in unbegrenzter Zahl sich inner- 
halb der Grenzen $ und 8 bewegen, ln Wahrheit steht aber auf Grund 
der Bedeutung der beiden Eauptlimites (ygl § 36, Nr. 2, S. 217) nar 
so viel fest, daß alle Fartialsummen mit etwaiger Ausnahme einer end- 
lichen Anzahl zwischen s — < und jS -t- s liegen, sodaß also insbesondere 
keine einzige Partialsumme zwischen s und 8 zu liegen braucht, und 
daher die oben Angeführte Ausdrucksweise als recht angeeignet und 
ohne Warnungstafel geradezu irreführend erscheint. 

(Beispiel: Es sei «, > 0 (v = 0, 1, 2, ), lim 0 und es 

werde gesetzt: 

n 

= 1 + «0 + ^ l )' • (1 + + «,). 

1 

Alsdann hat man: 

“ 1 *1* *1^ ^ 1 

and daher: 

lims^»=0, lims^=*l. 

00 

Die Reihe 1 + ^ (— 1)' • (1 + + «„) oszilliert also nach 

1 

jener üblichen Terminologie zwisdien 0 und 1, obschon keine einzige 
ihrer Partialsammen zwischen 0 and 1 liegt) 


Zn §87, Nr. 8 (S. 829 288). 


Der „Hauptsalz“ GL (13) auf S. 230, wonach: 


lim 




lim 

f'-VOO 


M —M 


fidli der Grenzwert redtts (im weiteren Sinne) existiert, rührt Ton Stolz 
her (MStolzscher Grenzwertsatz": Math. Annalen 14 [1879], S. 332; 
auch Allg. Arithmetik 1 [1885], 8. 173, Nr. 11), die Verallgemeinerung 
GL (18) auf S.23lTon J.L.W.V. Jensen (Par.C.R.106 [1888], S.834). 
Weitere Literatur s. Enc. fr. 1 3, 8. 200/1, Fußnote 253. 

Als nützliches Beispiel für die Anwendung dieses Satzes sei das 
folgende angeführt. Es werde gesetzt: 

(v + l)"'*’^ 1*+ 2“ + * • • + v“. 
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WO tt eine bdiebige redle ZaM > — 1 bedeutet. Nflch dem obigen 8atze 
ergibt sich alsdann: 


1 +a +• • • + » 


s lim 

y->flp 

3 lim 


flf+1 


*= a + 1 ^nach Gl. (39), S. 23S fllr d =» 

( V "4“ 

) = 1 kann man in dem Ansdrncke links 

’T~ * ' 

V + 1 auch durch v ersetzen und findet durch tJbergang zum rezi- 
proken Werte die (insbesondere ftlr die Entwicklungsgeschichte des 
Grenzbegriffs bemerkenswerte^)) Formel: 


lim 

^->•00 


l“+S*+...+»“ 

,<»+1 


1 

«-f-1 


Dieselbe fiifit sich fibrigens auch, ohne auf den obigen Grenzwertsatz 
zu rekurrieren, mit Hilfe der sehr brauchbaren Abschätzungsformel (Ui) 
S. 192 herleiten, nämlich (für A 4” > 0): 




Setzt man (7» « -f 1 und wendet den eweiten Teil dieser Ungleichungen 
auf A *=* w, H «=» V — 1, den ersten auf A=3W-H, J5*=»w an, so folgt: 

und hieraus durch Summation fiber v « 1, 2, ••• n: 

«“■*■'5 (« + (** + 

iT 

also durch Division mit («-Hl)* 


und daher für n — ► oo: 


lim 




.«+1 


►» w 


1 


(auch gültig für « i— 0, in welchem Falle die obigen Ungleichungen 
in Identitäten flbexgehen). 


1 ) Tgl. M, Cantor, GesdiioUe der Ifathenatik, > ( 1803 ), & 8 S 8 £ 

«0* 
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Zn § 42, TSr. 4 (S. 279ff.). 

In meiner Abhandlung [10], welcter der wesentliche Inhalt der 
Paragraphen 40—43 entnommen ist, habe ich in § 3, Hr. 4 ff. (a. a. 0. 
S. 309 ff.) ausschließlich mit den ale den unteren und oberen 

lAmües der v“" Zeüe der Doppelfolge operiert, dagegen in der vor- 
liegenden Darstellung (s. S. 279) noch die «*’’*, als die unteren bzw. 

oberen Grenzen von g^''\ l>zw. ä^’’\ a^*'*'*\ «*”'*'** 

eingeführt. Ferner bezeichnete ich solche Doppelfolgen deren 

Glieder numerisch unter einer endlichen Schwanke bleiben und einer 
Beziehung von der Form: 

(1) — « < o^’’^ < -f « für: v>M, • 

genügen, früher (a. a. 0. S. 310, QL (62)) als gleichmäßig begrenzt, 
dagegen jetzt (s. S. 279, GL (33)) unter der abgeänderten Voraus- 
setzung: 

(2) ^ ^ 5^’^’+ « für p > Mt, V ^ 

als gleichmäßig beschränkt^), da ja die a^''\ ä^’’^ nicht, wie die 
als Limites der einzelnen (nämlich v**°) Zeilen diese gewissermaßen 
begrenzen, sondern, auch von den Limites edier folgenden Zeilen db- 
hängend, nur- eine Art unterer bzw. oberer kranke für die hinlänglich 
entfernten Glieder der einzelnen Zeilen bilden. 

Die Teranlassung zur Einführung jener im Vergleiche zu den 

5 (») begrifflich komplizierteren a'% liegt darin, daß der wich- 
tige Satz (II) jener früheren Darstellung (S. 315), der sich in der 
dort gegebenen Fassung, d. h. unter der Prämisse (1) als nüM mikehr- 
bar erwies (vgL S. 319, Hr. 3), auf Gbund der Prämisse (2) nunmehr 
diese Eigenschaft gewinnt, mit anderen Worten, daß die jetzt als 
gleichmäßige Beschränktheit bezeichnete Eigenschaft der Zeilen nicht 
nur als hinreichende, sondern auch als notwendige Be ding ung für das 
ZnsammenfaUen des unteren bzw. oberen iterierten Zeilenlimes mit dem 
unteren bzw. oberen BoppeUimes sich erweist, wie dies in Satz (II) 
der jetzigen Fassung (S. 287) ausgesprochen wird (vgl. hierzu übrigens 
weiter unten die Anmerkung zu § 43). Ich verdanke diese Ver- 
besserung einer gelegentlichen Mitteilung des Herrn Hartogs. 

1) E( war mix' dabei entgangen, daS einige Mathematiker dteae Bezeichnung 
in der Fanktionenlehre beieita in änderet Bedeutung gebrauchen. An dieser 
Zwiespältigkeit ist nun leider nichts mehr -zu ändern, um so weniger, als ich 
jene andere Verwendung der fraglichen Bezeichnung nicht recht sinngemäB finde 
(worauf ich bei anderer Gelegenheit znrüokznkommen gedenke). 
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Zu S. 2T9, Fußnote 1). Daselbst muß es statt 

I j, I I beißen. Zugleich dürfte es zweckmäßig erscheinen, noch 
die folgende erläuternde Bemerkung hinzuzuffigen. 

Die im Texte gegebene Definition der gleichmäßigen Beschränkt- 
heit bezieht sich zunächst auf den Fall, daß die Doppelfolge 
sowohl nach unten, als nach eiben gleichmäßig beschränkt ist. Hierbei 
ist es völlig gleichgültig, ob man nach (30) die als Zusatzbedingimg 
bestehende Voraussetzung: 


( 1 ) 








oder nach (32) die folgende: 



zugrunde legt. Denn es folgt nicht nur diese Bedingung (32) aus 
(30), wie a. a. 0. ausdrücklich hervorgehoben wird, sondern wegen 


auch umgekehrt (30) aus (32). Anders liegt die Sache für den 
Fall einseitig gleichmäßiger Beschränkung und hier soll ausdrücklich 
festgesetzt werden, daß allemal die betreffende zu der (nur die 
bzw. enthaltenden) Hauptbedingnng ('34 a) hinzutretende Zusatz- 
bedingung im Sinne von (2) verstanden werden soll (wie ja auch auf 
S. 287, Zei le 4 von unten ohne weiteres angenommen 'wird). Ist z. B. 
wieder lim 5^’’^ und sind die Zeilen der Doppelfolge nur wacÄ 

unim gleichmäßig beschränkt, so kann immerhin für gewisse, sogar 
für unendlich viele v (vgl. S. 272, (7), (8)) o*’'^=-J-oo sein, während 
andererseits nur so viel feststeht, daß die q^’’^ dberhoHb einer bestimmten 
(eventuell negativen) Zahl liegen, sodaß zwar nicht die |q*''^|, wohl 
aber die unter einer endlichen Schranke bleiben. Das ent- 
sprechende gilt für den Fall, daß die Zeilen der Doppelfolge 
nnr nach chen gleichmäßig beschränkt sind. 


Zn 1 48, Nr. 8 (8. 287/90). 

Der in der Hauptsache von Herrn Hartogs herrflhrende Be- 
weis dafür, daß die gleichmäßige BesihräMwUt auch eine notwendige 
Bedingung für die Endlichkeit und das Zasammenibllen des iterierten 


1) Im Text S. S79 61. (80) steht infolge eines Smokfehlers < A statt ^ A 
(was im übriges für sllei folgende dnrehans nnwesentlioh ist und nnr als eine 
Art SehOnheitifräler beim Vergleiohe mit (88) eisoheint). 
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wderen bzw. oherm Zeüenlimes mit dem entsprechenden Dopp^imea 
bildet isl^ wie Herr H. Hahn mit Recht bemerkt hat’), nicht ganz 
vollständige da in der zn beweisenden Endformel: 

bzw. o|*’' < 5^’^* + » für /» > i», v ^ n 
anf Ghtind der durch üngl. (34 a), S. 279, gegebenen Definition ledig- 
lich m, nicht aber n von « abhängen darf, während bei der anf S. 289 
gegebenen gleichlautenden Endformel eine solche Abhängigkeit noch 
besteht. Die erforderliche Ergänzung ist durch ein mir zur Last fallendes, 
vbllig unerklärliches Versehen weggeblieben, macht aber nicht die geringste 
Schwierigkeit, da man leicht erkennt, daß bei passender Wahl des von 
$ abhängigen m jene Endformel auch noch für eine gewisse Anzahl 
voranffehender Zeilen besteht, deren Anfangsindex n dann nicht von s abhängt. 

Um aber bezüglich der im definitiven Endresultat nunmehr wieder 
mit m und « zu bezeichnenden Zahlen jedes Mißverständnis auszu- 
Bchließen, möchte ich den fraglichen Beweis mit der angedenteten Er- 
gänznngy und zwar in einer, wie ich glaube, noch etwas durchsich- 
tigeren Anordnung vollständig reproduzieren. 

Es soll also gezeigt werden, daß unter der Voraussetzung (s. 
GL (3), S. 287): 

(!') lim = lim •= o bzw. lim 0^’'^= limo^’’^*=S (d. h. 
die Beziehungen bestehen: 

(2') fttr: v^n, 

(S') bzw. < 5^’^^+ » für: n>m, v>n, 

"" — «-eie.« MW» 

wo nur m von e abhängt. 

Beweis. Man hat nach GL (5a), S. 288: 

lim *= lim a'^ bzw, lim 5^** «= lim 5^*^ 

und daher nach (!'): 

lim«f*^«=g bzw. h'm«^’^*'«ä. 

y->-« • 

Daraus folgt zunächst^ daß die bzw. zum mindesten von 
einem gewissen v « n ab unter einer endlichen Schranke bleiben, also 
wie behaupte^ etwa: 

(2') bzw. für vkn. 

Andererseits hat man,, da mit wachsendem v die uiewmlp ab- 
nehmen, die niemals slUnehmen, für jedes v: 

(4') bzw. 


1} G6tt geL Anseig«!!, 1919, 8, Si4. 
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EigSnzong zum Beweise des Satzes II, 8. 287. 

Aus der Yoranssetzang: 

lim sas a bzw. lim a 

and der Definition des oberen und unteren Doppellimes (S. 26 1| 
üngl. (7)) folgt, daß bei beliebig Torgeschriebenem c > 0 und daran 
abhängigem, passend gewähltem m', n': 

a — s< bzw. < 5 + « für: /*>«', v>n' 
und daher, mit Benützung Ton (4'), um so mehr: 

(3'a) 4*^ ~ ^ bzw. + s für : > ♦»', v > n'. 

Genau soweit führte der auf S. 289 gegebene Beweis (nur daß an 
Stelle der hier mit m', n' bezeichueten Zahlen dort m, n steht). Dm 
nun schließlich die Gültigkeit dieser Ungleichungen, falls »' > n sein 
sollte^ auf das Gebiet v>n aaszudehnen (sc. mit Hilfe passender Ab- 
änderung Ton m'), gehen wir von der Beziehung aus: 

lim bzw. lim *= 5^’'^ 

Stellt hier bzw. 5^’’’ für n<v<n' durchweg eine endliche Zahl vor, 
so hißt sich eine untere Schranke für so fixieren, daß: 

bzw. « für: »<v <n' 

und daher, wegen bzw. um so mehr: 

(3'b) ~ ^ bzw. -f e für : ^ w < V < 

Ist dagegen für gewisse v des Intervalls n<v <n' (deren es 
für v'^n insgesamt sogar unendlich viele geben kann — vgL 

S. 272, (7), (8)) + 00 bzw. 5^’'^= — oo, d. h. lim + oo bzw, 

. . 

lim «= — 00 ^), so erkennt man unmittelbar, daß bei passender Wahl 

von die Ungleichungen (8'b) erst recht bestehen bleiben. 

Die Zahlen für v » m, n + 1, • • • n' — 1 haben ein gewisses 
Maximum m" und die Ungleichungen (3'b) geltai sod a nn für: 

/I > V *=a w, n -f- 1, •••»* — 1. 

Durch Zusammenfassung dieses Ergebnisses mit dem in Ungl. (d'a) ent- 
haltenen findet man schließlich, wenn man mit m eine Zahl bezeiohnel^ 
die mmdeslene denso groß ist als jede der beiden Zahlen wl, tn": 

(3') 9 < bzw. s für ii>m, v^n, 

übereinstimmend mit der ausgesprochenen Behauptung. 

1) Die UOglioUkeiii <"—00 bzw. m.!- oo enohebt hier ausgeseUesMit, 

4» ja die nadk mim, die meh dbm beiehtibakt ibA 
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Abschnitt 11. 

Zn § U, Nr. 8 (S. 29$). 

Die besondere Form der notwendigen und hinreichenden Kon- 
Tei^enzbedingnng (11) : lim “ 0 rührt im wesentlichen von 

Cauchy her (Exerc. de’^Math. 2 [1827], p. 221 «= Oeuvres (2), 7, 
p. 267). Die von Cauchy gewählte nicht ganz klare Fassung (deren 
wahrer Inhalt erst durch die von ihm selbst gemachten Anwendungen 
zum unzweideutigen Ausdruck kommt) hat zu Mißverständnissen 
und Kontroversen geführt. Näheres darüber findet man in [13] 
S. 827-834.^) 

Zu f 45, Nr. 8, 4 (S. 807/10). 

Die Zerlegung der für die Konvergenz einer Beihe notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen in die beiden (einzeln notwendigen, 
zusammen auch hinreichenden) Bedingungen (6) und (7) (S. 307) habe 
ich in [19], S. 507 angegeben. Die Verallgemeinemug (16) (S. 810) 
der Bedingung (7), sowie deren weitere Verallgemeinerung (15) 
(S. 309) rühren von Kronecker her (Paris C. R. 103 [18861 P* 980; 
106 [1888], p. 835). 

Zn 9 17ff. (8. 817). 

Die Arbeit [4]*), deren Inhalt die wesentliche Grundlage der in 
den Paragraphen 47—50, 52, 54—56 entwickelten Konvergenztheorie 
insbesondere der Lehre von den Konvergenz- und Divergenzkriterien 
bildet^ entlmlt zahlreiche historisch-kritische Bemerkungen und Lite- 
raturangaben, auf welche hiermit verwiesen werden möge; außerdem 
noch auf D. Eno. I A3, S. 77 — 91 und Enc. fr. 1 4, p, 210—239. 

Zn 1 48, Nr. 2, 8 (S. 828/8). 

Es wird dort auf Grund der Identität: 

(A) + = 

I 

(wo 0 < Af, < lim 1/^ s= -f oo) festgestellt, daß eine Reihe von 

«"►OP 

der Form: «tets divergiert, und zwar definitionsgemSÄ 

1) Daselbst ist auf B. 828 ein Yerseken steben geblieben, das iqb bei dieser 
Gelegenheit berichtigen mOchte. Es xnuB aaf Zeile 18 und 17 statt; unmäUeh 
groß bzw. mendlich beidemal heißen: von Null verschieden. 

2) Auf der sweiten Zeile des Anfangssatzes muß es dort heißen; mit 
positiren Gliedern (statt: mit positiven Gliedem). (Kämlich mit Rücksicht auf 
die schon 1818, also vor Cauchy publizierten Gaußschen Eriterien, die sich 
nur auf eine spesiMe Gliederfonn beziehen.) 
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um 80 sdiwäeker, je langsamer mit v ins Unendliche wächst, daß man 
also von irgendeiner bestimmten Reihe: — ausgehend be- 
liebig viele schwächer divergierende Reihen: — erzeugen 

kann, wenn man M' -< annimmt. Die spezielle Wahl; 

(B) Jf: = lgJK, 

führt dann mit Benützung der Ungleichung: 

%r nf 

(0) lgjlf,-lgilf,_,<-^-^ 

zum Beweis der Divergenz von: 


(D) 


V "v — 1 


und sogar von: 






und dieses Ergebnis läßt sieh nach Einführung der Bezeichnungen: 

■Mo = ^ 1), also: Jlf„ = ^ rf, = s„, 

"o 

auch so aussprechen, daß gleichzeitig mit der Reihe 2^, 
beiden folgenden (und zwar schwächer) divergieren: 

(B) 2 ® [1828], S. 81) 

und sogar: 

(E') 2* - (Satz von Dini: Ann. dell’ Univ. Tose. 9 [1867], p. 46).0 

Der schon mehrfach erwähnte besonders einwandfrohe Kritiker knüpft 
an diese Deduktion die Bemerkung, ich hätte von dem „doch nicht ganz un- 
bekannten"*) Abel-Dinischen Satze avsgehen und durch die infinitäre 
Relation: „ ^ 

0 ’’ 

die weiterhin (d. h. bei der Aufstellung von Eriterienskalen) dominie- 
rende Rolle des Logarithmus motivieren sollen, statt diesen letzteren 
durch einen bloßen AM der WxdJsür (s. Gl. (B)) einzuführen. 

Hierzu möchte ich zunächst vom historischen Standpunkt ans be- 
merken, daß Abel seinen Rlr die damalige Zeit äußerst merkwürdigen 
Satz (E) durch den gleichen „Willkürakt" überhaupt entdecM, nämlich 
den Weg dazu über diejenige logarithmische Beziehung genommen hat, 


1) Auch als Monographie unter dem Titel: SuUt seri« a termini poiitm er- 
lohienen CPiea 1867, Tipogt. Kistri, p. 1—48, aiehe inibesondere p. 8). 

8} Der Zweck dieier ungemein feinen ironischen Wendung ist mir nicht 
ganz verstitudlich. 
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welche genau der oben mit (C) bezeichneten entspricht; daß anderer- 
Seite Dini die Heranziehung des Logarithmus bei der Herleitong seines 
Satzes (E') zwar Termiedeu, diesen letzteren aber überhaupt nicht be- 
toiesm hat, da sein angeblicher Beweis nicht etwa nur unvollkommen, 
sondern nach meinem Dafürhalten gänzlich verfehlt ist. Dagegen habe 
ich selbst vor dreißig Jahren in [4] die Sätze (E) und (E'j‘) ohne Be- 
nützung von Logarithmen sehr einfach bewiesen (a. a. 0. S. 321/2), zu- 
gleich aber ausführlich motiviert (S. 323/4), warum ich es nicht für 
zweckmäßig hielt, auf dem so eröffneten Wege weiter fortzuschreiten. 
Ich erwähne das nur, um zu zeigen, daß der oben genannte Verbesse- 
rnngsvorschlag für mich keineswegs den Beiz besonderer Neuheit be- 
sitzt. Im übrigen scheint mir sein derzeitiger Erfinder in einem schweren 
prinzipiellen Irrtum befangen, wenn er annimmt, die döminierende HoUe, 
welche der LogarWmm in den Eriterienskalen für unendliche Reihen 
spielt, beruhe auf jenem Abelschen Satze. Ich denke, der Logarithmus 
spielt diese dominierende Rolle, muß sie geradezu spielen, überall da, 
wo es sich um feinere Abstufungen des Unendlichwerdens handelt, weil 
uns eine andere rechnerisch wohl definierte und durchforschte (schließ- 
lich „analytische") Funktion für diesen Zweck nicht zur Verfügung 
steht. Mit dem Abelschen Satze hat dagegen diese innerhalb der ver- 
schiedensten Gebiete der Arithmetih uni Funktion&dehre maßgebende Stel- 
lung des Logarithmus nicht das geringste zu tun. Und in dem vor- 
liegenden Zusammenhänge (s. GL (B)) entspringt die Wahl Af^ = 1gAf^, 
wenn auch nicht einem unbedingten logischen Zwange, so doch völlig ziel- 
hewußt der technischen Notwendigkeit, aus der mendlichm M<nge der 
möglichen Fälle die rechnerisch brauchbarsten herauszuheben. Dagegen 
kann der durch den Scharfblick eines genialen Mathematikers entdeckte, 
nunmehr a posteriori leicht zu beweisende EinzelfaU der gleichzeitigen 
Divergenz zweier voneinander abhängiger Reihen nur vermittelst eines 
Kunstgriffs, nämlich durch die in diesem Zusammenhänge nur einer Art 


1) Sie erscheinen doit als Umkebmngen der Sätze, dsfi das allgemeine Glied d, 
einer divergenten Beihe (mit positiven Gliedern) sich stets auf die Form: 

— jj: und, falls d„ < 1, auch: jj bringen läfit. Will man hier- 

•“*-1 -"v vvM,— Af_, / 

von abeehen, so läOt sich die Liwrgene der Reihe > i--* • ' ( nnd 

ohne weiteres auch diejenige von 

der Ungleichung beweisen: 


Jlf \ 

j noch etwas einfacher mit Hilfe 




Jf 

•+1 


>»■ 




>i 


M. 


■n+t 


■*+e 
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Glueksfall za yerdankende Heranziehung yon Logarithmen so umgeformt 
yrerden, daß er zur Aafstellung eines Oivergenzkriteriuma branchhar wird. 
Überdies gewinnt man auf diesem Wege nicht den geringsten Einblick 
in den Grad yon Allgemeinheit, welcher hierbei erzielt wird. Das gerade 
ist aber der Zweck meiner ganzen Konyergenztheorie, die man unter 
Yerzichtleistung auf tieferes Eindringen in die herrschenden Zusammen- 
hänge meinetwegen gänzlich überflüssig finden, jedoch nicht dnrch un- 
yerständiges Abändem wesentlicher und wohldurchdachter Bestandteile 
„yerhessern" kann. 

Zu $ 51, Br. 6, 7 (S. 819/62). 

Das a. a. 0. behandelte Übnngsbeispiel für die Anwendung der 
logarithmischen Kriterien erster Art in ihrer ursprünglichen (,,Bonnet- 
schen^') Form (S. 336, Formel (G'}) rührt yon Ossian Bonnet selbst 
her (Journ. de Math. 8 [1843], p. 81) und konnte im Bahmen dieser 
Vorlesungen benützt werden, da es lediglich an die mpms(^ Legendre- 
sche Annähernngsformel, nicht aber au deren moderne, auf den (recht 
komplizierten) Hilfsmitteln der analytischen Zahlentheorie beruhende 
und daher bei der yölUg in sich geschlossenen Darstellungsweise dieses 
Buches nicht yerwendbare VerroUkommnung: 

anknüpft (was ich ausdrücklich heryorhebe, da der auch in der yorigen 
Anmerkung wieder erwähnte Kritiker in dieser Unterlassung das „merk- 
würdige Verschweigen" eines Hanptergebnisses erblickt und die Be- 
nützung der LegendretTchen Häherungsformel geradezu „seltsam" 
findet). Wer sich im übrigen über die Entwicklung und den jetzigen 
Stand der dort nur, soweit es zur Erläuterung des obigen Beispiels 
nStig schien, kurz berührten Frage nach^der relatiyen BÖ.afigkeit der 
Primzahlen gründlich orientieren will, sei auf die ausführliche historische 
Darstellung yerwiesen, die £. Landau seinem bereits zuyor (S. 987, 
Fußnote 1) erwähnten „Handbuch der Lehre yon der Verteilung der 
Primzahlen" (S. 3 — 65) yorausgeschickt hat; sowie auf desselben Ver- 
fassers Vortn^: „Gelüste und angelüste Probleme ans der Theorie der 
Primzahlyerteilung und der Riemannschen Zetafunktion" (Proc. flith 
intemak congr. of math., Cambridge 1913). 

Zn 1 58, Br. 8-8 (8. aMff.). 

Mab war früher der irrigen Meinung, daß aus der Divergenz der 
Reihen ^ ^ (Jt *■ 1, 2, 8, • • •) die Beziehungen: 
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ohne weiteres als notwendige Bedingung für die Konvergenz der Reihe 
hervorgehen. Catalan z. B. in seinem Traite el^mentaire des 
series (Paris 1860) begnügt sich unter Hinweis auf die Divergenz der 
genannten Reihen mit der Bemerkung: „Ces conditions n'exigent aü- 
cune explication“ (a. a. 0. .S. 17), und selbst der in seinen späteren Ar- 
beiten so . scharfsinnige und von mir sehr hochgeschätzte Dini hält 
in der bereits oben (S. 939 Fußnote 1) erwähnten Abhandlung (Ann dell’ 
ÜniT. Tose. 9 [1867], p. 50/1) die fragliche Behauptung (sogar in er- 
weitertem Umfange) ohne jede weitere Erklärung aufrecht. Erst durch 
meine Untersuchungen (s. [4], § 6, S. 343 ff., [6], § 5, S. 600 ff. und [11], 
§’3, S. 614fif.) wurde insbesondere die Richtigkeit der Bedingung (1), 
und zwar nur für den Pall zugleich aber auch die Un- 

richtigkeit der Bedingung (2) selbst für diesen Fall außer Frage 
gestellt. 

Es entbehrt nicht eines gewissen Humors, daß in der deutschen 
Ausgabe der algebraischen Analysis von Cesäro^) gerade die oben ange- 
führte Dinische Abhandlung (eine Jugendarbeit, die neben manchen be- 
merkenswerten Ergebnissen leider recht große Ungeschicklichkeiten und 
wirkliche Fehler enthält) als die einzige erwähnt wird, in welcher „all- 
gemeinere Sätze“ über Reihenkonvergenz zu finden seien (a. a. 0. S. 136, 
Fußnote*)). ARerdings scheinen dem Verfasser meine Arbeiten über Reihen- 
lebre einschließlich meines einschlägigen Encyklopädieartikels so völlig 
unbekannt geblieben zu sein, daß sogar das bescheidene Verdienst jenes 
zuerst von mir bewiesenen Satzes über die wahre Stellung der Bedingung (1) 
Herrn Borei zugeschrieben wird (a.a.0. S.134, Fußnote'*, obschon dieset 
selbst ihn ausdrücklich als „proposition due ä M.Pring8heim“ bezeichnet*) 
Ob dieser hohe Grad historischer Ghründlichkeit oder Objektivität mit 
der Tatsache zusammenhängt, daß ich in meiner umfangreichen Ab- 
handlung [4] gewisse auf die Konvergenz der Reihen sich beziehende, 
durchaus unzutreffende Äußerungen Ce säros als solche zu kennzeichnen 
versucht habe (s. [4], die Fußnoten auf S. 308/9 und 343), lasse ich 
dahingestellt, zumal ich niemäls erfahren habe, ob der ihm zugesandte 
Sonderabzug in seine Hände gelangt ist. 


1) Ausführliche Titelangahe i. FnJBi^te 2, S. 927. 

2) Diese Fnfinote gehört zu dem a. a. 0. behandelten Knmmersohen Kon- 
vergenzkriterinm. Nichtsdestoweniger erscheint dann auf S. 160 als neues Kon- 
Tergenzkriterium ein angeblich von F. Giudice beiifihrendes, welches auf den 
ersten Blick als eine (übrigens nicht sehr erhebliche) Verschlechterting des 
Eummerschen zn erkennen ist. 

8) Lefons snr les söries ä termes positifs (Paris 1902), 8. 18, Fußnote. 
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Zn 9 6$ (S. 400). 

Neben den Kriterien meiter Art lassen sieb anch Bolcbe bilden, 
‘die ich als , erweiterte KriUrim uweiter Artf‘ bezeichnet habe; nämlich 
solche, bei denen statt des Quotienten zweier leonsäeufiver derjenige 
zweier voneinander beliebig entfertUer Glieder oder anch deijenige 
zweier Gliedergruppen in Betracht gezogen wird. Näheres darüber, ins- 
besondere über den wichtigsten Typus dieser Gattung, die Ermakoff- 
schen Kriterien s. [4], S. 886—394 und [27], S. 327/9. 

Zn 9 61 (S. 437 ff.). 

Zn Nr. 1. Die Bestabschätzungsformel GL (3), S. 438, nämlich: 


( 1 ) 




«+i 


gestattet die folgende nützliche Yerallgemeinerung. 

Ist tt eine beliebige reelle ZäM, > 1, so hat man nach § 31, GL(Ib), 
S. 192 (wenn gesetzt wird: P = 1 «j: 

also durch Multiplikation mit v“: 

(v -i- 1)“ >■ - 


und daher: 

r+u 1 . «-1 ^ 1 

schließlich: 

(2) 

1 ( »_ J V 

(l» + 1)" — 1 \1t^ ^ (v + 1)** 



Durch Summation über v^n,n+l, • • •n+p-~-l ergibt sich weiter: 

■ tf — (»*+ l >)““0 

und hieraus für p — *■ oo : 

eine Formel^ die itlr ce 2 mit GL (1) übereinetimmt. 

1) Dm Auftreten eine« GleiehMineiehmn ist bei dmm Orenzttbergenge 
definitiT easgescblossen. Denn angenommen, man letzte; 


1 ^ I ^ ^ 

«0 mit Benützung von UngL (ü) für daraus folgen: 


V 


1t'’ «—1 (n+1)*""* 

WM dem gefundenen Eesultate iriderspriebt. 
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Neben dieser oberen Schranke läßt sich auch eine ähnliche untere 
für den betreffenden Reihenrest angeben. Geht man ans von der 
Formel (llb), S. 183 (die sich im übrigen, wie auf S. 192 des näheren 
anseiuandergesetzt ist, auch leicht auf irrationale Exponenten übertragen 
läßt) nnd setzt wiederum: P=l+-^> c=s«>l, so folgt zunächst; 

(l+i)“< 1 + «--^! — *'>“-1), 

1 -p — — Ä • — 

V P 

also durch Multiplikation mit v"und Dirision mit v + l: 




und daher: 
schließlich: 

( 4 ) 


(»+iy 


(«-!) 


^ 1 «—1 
>-r-rT —f 




L 


woraus durch Summation über » = w + l, « + 2, •••w+|)fttrp- 
sich ergibt; * 

( 6 ) yA> ^ 


oo 


«—1 (»+ 1 / 


d— 1 


Zu Nr. 2, 3 (S. 439/42). Eine allgemeinere, auf der Vertauschung 
der Summationsfolge einer iterierten Reihe beruhende Transformations- 
method^ welche die Euler sehe als besonderen Fall enthält, gibt 
A. A. Markoff: Differenzenrechnunj^ deutsche Ausgabe (Leipzig 1896), 
S. 178/9. 

Zu 9 ««, Nr. 6 (S. 496). 

Will man für den a. a. 0. behandelten Fall: 


(*'=0,1,2, ), 


wo die o,, positive,- mit v — »■ oo monoton gegen Null konvergierende 
Zahlen bedeuten, ohne Benützung der in Nr. 4 nnd 5 entwickelten all- 
gemeinen Ergebnisse nur beweisen, daß die für die Anwendung der 
Multiplikationsregel notwendige Bedingung: 


lim«;. 


n 

= lim 


0 


in dem Torh'egenden Falle auch hinreichend ist, so kann man nach dem 
Vorgänge von Herrn Q. H. Hardy (The mnltiplication of conditionally 
convergent series. Proc. Lond. Math. Soc. (2), 6 [1908J, p. 418) folgen- 
dermaßen verfahren. 
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Nacli GL (IS), S. 488 hat man: 


UV-W. 


I 0 0 

Dabei ist jetzt: 

F- ».-». + •••+ (- D'-’K-. + (- + 

and daher: 

F- F,_,= (- 1)— + ), 

folglich: 

!F-F._,|<S,_,^.,. 

Hiernach findet man: 

|p,f-tf.is2».‘.-.. 

0 

n 

also, falls lim lim ^ — 0: 


d.h.: 


lim {U^ V— TTJ ==> 0, 


Um;F,= D;F. 

«•>«» 


Abschnitt HI. 

Za I 70, Nr. 2 (8. 58Sy6). 

Znr Bestätigang der in Fußnote 1 (S. 5361 g^ußerten Ansicht Aber 
den hoben Grad von WMkurlichkeit, den die EinfQhrang der komplexen 
Zahlen als Zahlenpaare mit sich bringt, vergleiche man z. B. H. Burk- 
hardt, Einführung in die Theorie der analjtisdien Funktionen (3. Aufl,, 
Leipzig 1008), S. 3^8; H. Weber, Enzyklopädie der elementaren 
Algebra und Analysis (3. Aufl., Leipzig 1909), S. 145; auch D. Enc.1 A4, 
S. 160/151, wo allerdings der Yersuch gemacht wird, die Willkfirlich- 
keit der Multiplikationsformel durch den Hinweis zu beseitigen, daß 
bei der Untersuchung komplexer Systeme beliebig hoher Ordnung 
mit kommutativer Multiplikation die fragliche Festsetzung der Multi- 
plikationsformel vor anderen von vornherein ausgezeichnet erscheint. 
Eine eingehende Begründung der Bechnungsregeln für die gemeinen 
komplexen Zahlen auf Grund der Definition durch Zahlenpaare gibt 
Herr M. Pasch im Anhänge (S. ]58£) seines Baches: Yezänderliche 
und Funktion (Leipzig und Berlin 1914). 
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Zn § 71 (S. 343ff.). 

Zu Nr. 1 (S. 542/4). Eine zusammenfassende Darstellung ver- 
scWedener Untersuchungen Über höhere komplexe Zahlen gibt Stolz - 
6 meiner: Theor. Arithmetik, Abt. II (Leipzig und Berlin 1915), 
S. 219 — 273. — Im übrigen s. D. Enc. I A4 (S. 147—183): E. Study, 
Theorie der gemeinen und höheren komplexen Größen. 

Der höchst merkwürdige Satz, daß man die Zahlenmenge 
X = I + 1?» des „zweidimensionalen'* Bereiches: 0<|<1, 0<ij<l 
umkehrbar eindeutig den reellen Zahlen a des „eindimensionalen** Be- 
reiches: 0 < i* < 1 zuordnen kann (in geometrischer Ausdrucks weise 
frgL Bd. II dieser Vorlesungen], daß man die Paukte eines Quadraten: 
von der Seitenlänge 1 umkehrbar eindeutig auf die Punkte der StrecJce 1 
„abbilden** kann), rührt von G. Oantor her (Joum. f Math. 84 [1878], 
S. 242 fi.). Doch fülirt dieser den fraglichen Beweis in der Art, wie 
er hier in § 103, Nr. 5 (S. 778) mitgeteilt wird, nämlich mit Hilf« 
der Darstellung der irrationcden Zahlen durch unendliche regelmäßige 
ATe^mbruche, nicht, wie im vorliegenden Paragraphen geschieht, mit 
Hilfe der Darstellung der realen Zahlen durch unendliche SystembrUaho 
(hier speziell dyudische Brüche), und macht andererseits (a. a. 0. S. 255) 
nur ausdrücklich auf die von uns im Anfang von Nr. 4 (S. 548) her- 
Torgehobene Schwierigkeit aufmerksam, welche die entsprechende An- 
wendung von iSysfembrüchen (bei ihm speziell DezimaJbrüchen) mit 
sich bringen würde. Der zur Behebung dieser Schwierigkeit von 
uns in Nr. 4 benutzte Kunstgriff, in dem fraglichen Zusammenhänge 
die Ziffern des unendlichen Systembruches zu bestimmten Komplexen 
zusammenzufassen, statt sie einzeln zu verwenden, rührt nach 
A. Schoenflies: Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannig- 
faltigkeiten (Jahresb. der D. K Y. 8 [1900], S. 23), von J, König her. 

Der im letzten Absatz von Nr. 3 (S. 548) erwähnte „Äquivälenz- 
$atz’‘ der Mengenlehre wurde ungeföhr gleichzeitig von E. Schröder 
(vgL Jahresb. der D.M. V. 5 [1896], S. 81) und P. Bernstein bewiesen. 
Letzterer Beweis auf Grund gelegentlicher Mitteilung zuerst veröffent- 
licht von E. Borei: Le 9 ons sur la tWorie des fonctions [Paris 1898], 
p. 103; sodann von A. Schoenflies in dem eben erwähnten Bericht 
über Punktmengen (a. a. 0. S. 16). Eine sehr durchsichtige Darstellung 
dieses Beweises, sowie einen zweiten von Herrn E. Zermelo (Gött. Nachr. 
1901, S. 84) herrührenden Beweis findet man bei P. Hausdorff: 
Grundzüge der Mengenlehre (Leipzig 1914), S. 48/50). 
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Zu § 72, Nr. 4 (S. 557). 

Der in Fußnote 1 milgeteilte Beweis des Satzes: | o + »M ^ I ® I + 1 1 

findet sich bei Ch.-J. de la Yallee Poussin, Conrs d’analjse infini- 
tesimale (3““‘ ed. 1914), p. 40. 

Zu § 75, Sr. 5 (S. 582),») 

Der Biemannsche Satz über bedingt Tconvergenle Beihen mit 
reeZZet» Gliedern (§ 57, Nr. 2, S. 403), des Inhalts, daß eine solche 
Beihe rermittelst passender Anordnung der Glieder gegen jede beliebig 
vorgeschriebene Summe konvergieren kann, mit der (a. a. 0. Nr. 3 an- 
gegebenen) Erweiterung, daß man sie auf dieselbe Weise auch nach 
+ oo oder — oo divergieren oder zwischen beliebigen Grenzen oszü- 
lieren lassen kann, ist in sogleich näher anzugebendem Sinne auch 
auf Beihen mit komplexen Gliedern übertragbar. Bezeichnet man 
nämlich die Gesamtheit der Grenzwerte, deren eine bedingt konver- 
gente Beihe bei allen möglichen Anordnungen ihrer Glieder föhig ist, 
als deren Summenbereich, so läßt sich zunächst der obige Satz dahin 
aussprechen, daß der Summenbereich einer bedingt konvergenten Beihe 
mit reellm Gliedern aus der G-esamtheit aller reeUert Zahlen von — oo 
bis oo besteht. Für bedingt konvergente Beihen mit komplexen 
Gliedern + ß^i) gilt nun der folgende Satz: Der Summeiü>ereick 
einer solchen Beihe ist entweder das ganze komplexe Zahlengd)iet oder 
auch nur eine lineare Mannigfaltigkeit dieses Zahlengebietes, d. h. die 
Gesamtheit aller Zahlen | -|- j]i, deren Bestandteile einer Bdation von 
der Form + ßt) + y = 0 (wo a, ß, y bestimmte reelle Zahlen) ge- 
nügen. Dieser Satz wurde zuerst von P. Ldvy (Sur les sdries semi- 
convergentes. Nouv. ann. de math. (4), 6 [1905], p. 506) ausge- 
sprochen und im wesentlichen bewiesen; vollständiger und zugleich 
mit der Ausdehnung auf komplexe Zahlen höherer Ordnung von 
E. Steinitz (Bedingt konvergente Beihen und konvexe Systeme. 
Joum. f. Math. 143 [1913], S. 128 £, s. insbesondere S. 163 ~ 175; 
144 [1914], S. Iff., 8. insbesondere S. 36 — 40) und W. Groß (Bedingt 
konvei^ente Reihen. Monatsh. f. Math. u. Phys. 28 [1917], S. 221). 

Zu § 70 (S. 583ff.). 

Die hier gegebene Umformung der Kriterien zweiter Art für 
Beihen mit komplexen Gliedern, sowie deren Anwendung zur Her- 
leitung der Weierstraßschen Kriterien ist der Arbeit [24] entnommen. 
Die letzteren finden sich in Weierstraß’ Abhandlung über die aiw- 
hftisdken Fahdtätm (Joum. f. Math. 51 [1856], S. 28 »Werke 1, S, 185). 

1) Die zum vorletzten Absatz von S. 582 gehOiige Nnmetierong 6 ist infolge 
eines Drackvetsehens weggeblieben. 

Pvlngfhelm, Yorlrnngan I|>. 
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Zn 9 78 (S. 894ir.). 

ZvL Nt. 1 — 4. Es sind wie bereits in Nr. 1 angedeutet wurde, 
im wesentlichen fuMionentJieoretis(^ Ziele, welche den AnlaB dazu 
gegeben haben, einer (uneigentlich) divergenten Beihe einen nach 
irgendwelchen besonderen Yorschriften aus den Beihengliedem ge- 
bildeten Ghrenzwert als Ersatz fdr *die fehlende Summe zuzuordnen. 
Zu einer Torlaufigen Orientierung in dieser Richtung sollen die folgen- 
den Bemerkungen dienen. 

iBt 0 < I < 1, so hat man (TgL § 44, OL (23), S. 301): 


und daher ^): 


0 


Andererseits geht, wenn man geradezu | = 1 setzt, die Beihe 

ap 

(— l)”!” in die folgende über: 

1-1 + 1-H- 


Im Änschlufi an die Torhergehende Gleichung haben daher Terschiedene 
Sltere Analysten dieser (in den Grenzen 0 und 1) osxüliarenden Beihe 
ohne weiteres die „Summe“ — beigelegt, ein Yerfthren, über dessen 
Zu&sigkeit im 17. und 18. Jahrhundert zahlreiche Eontrorersen statt- 
fanden (rgL D. Enc. 1 A 3, Nr. 39; Enc. fr. 1 4, No. 20). Im übrigen 
wäre tatsächlich nichts dagegen eixiznwenden, wenn man schledithin 



$, so soll s 


1) Eine ähnliche Schreibweise, idmlich: 

lim (1 + - e, 

wurde bereits auf S. 801 Fnfin. 1) angewendet Allgemein bedeutet, wenn, wie 
hier, 4 toil romherein auf das Interrall 0^S< 1 beschränkt wird, die Sohreib- 
weise 

limrtÖ = 6 

folgendes: Zn beliebig klein Torgeschtiebenem s>0 UAt ai(fo d>0 so be- 
stimmen, dafi: 

wenn: 
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als der Beihe bezeichnet werden. Damit wäre aber 

0 

nichts anderes gewonnen als ein neuer Name für jenen Ghrenzwert s, 
während es sich in Wfthrheit in dem Torliegenden Zusammenhänge 
um die Lösung der folgenden Aufgabe handelt: Es soll ein Ton der 

oo 

BedhenTorschrift lim. wesentlioh verschkdmes, auf die Zahlen 

% (v SB 0, 1, 2, ) ^nwendendes Gxenzreifahren, etwa 

lim S (a,, »i, • • • oj, angegeben werden, das im Palle der Dwergeru 
»->00 

Ton und der Existenz eines endlichen lim S (a,, Oxy'- - oj — s 

00 n->ao 

die Sicherheit gibt, daß auch lim im engeren Sinne existiert, 

und zwar gleichfalls den Wert s besitzt. Zugleich müßte dieses 

Grenzreifahreii, das ja die fehlende Summe der Beihe ersetzen 

soll, zur Vermeidung Ton Widersprüchen so beschaffen sein, daß bei 

seiner Anwendung auf die Glieder einer Jconvergenten Beihe 

00 

lim G(a., • • • «,) mit dem Werte von zusammenßllt, und es 

»->00 

0 

müßte überdies von Tomberein feststdben, daß im Palle der Konvergenz 
von (keineswegs selbstrersi^dliche) Beziehung stattfindet: 


( 1 ) 


= lim 8^, wo: + • • • o, 


»->00 


Daß letzteres in der Tat' der Pall ist, wurde erst Ton Abel bewiesen 
(Joum. £ Math. 1 [1827], S. 314 =» Oeuvres, dd. Sylow-Lie, 1, p. 228), 
und dieses Ergebnis hat G. Probenins (Joum. £ Math. 89 [1880], 
S. 262) dahin verallgemeineri^ daß: 


( 2 ) 


lim lim 

l+.i ^ 


*o+*i+' • *+•* 

JT+I 


*= lim afltxisj (in 
»•>00 


der Schreibweise 


unsetea Textes S. 695, GL (4i) bzw^ (4) für » « 1), sofern der rechts 
stehende Grenzwert im engeren Sinne existiert. Damit ist dann ein 
erstes GrenzverEahren der verlangten Art gefunden. Liefert dasselbe 
keinen bestimmten Gbrenzwert, so können, wie in § 78 Nr. 2 und 8 
des idheren erörtert wurde, möglicherweise für irgend ein » > 1 die 
(„Höldersohen" bzw. „Cesäroschen^ Grenzwerte limS)17 (sj bzw. 

61 * 
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Um im engeren Sinne existieren. In diesem Falle bestehen nun 
«->00 

die mit ÖL (2) analogen Beziehungen: 


(2aj 

(2b) 


lim 

§->1 



= lim 

«->co 


Um ^ aj” = lim = x! Um ^ ) , 

$->l «->0O ^ «->00 j 


deren erste zunächst von Herrn Holder (Math. Ann. 20 [1885], S. 535) 
bewiesen wurde, während die zweHtß mit Benützung der für 0 < | < 1 
geltenden, leicht zu beweisenden Identität: 


1 

(i-r+' 




aus einem Ton Herrn P. E, Appell (Par, C. R. 87 [1878], p. 690) 
herrührenden Satze*) unmittelbar folgt, welcher besagt, daß: 


lim (1 — I) 
«-»•1 


*4-1 


— xl Um 

91 “> OO 




« -> » (tl ”{• 1)* 


wenn der reeUs stehende Grenzwert im engeren Sinne existiert. Durch 
den im Text (Nr. 4) mitgeteilten Nachweis der Äquivalent Ton 
Um 'Stl (s ) und Um ist der, im Vergleich zu dem oben ange- 

n->oo «->00 

deuteten Beweis der Beziehung (2b), recht umständliche Höldersche 

Beweis Ton (2 a) vöUig entbehrUch geworden. 

Daß ans der Existenz eines endUchen Um 8^^ stets diejenige eines 

«->00 

damit gleichwertigen Um (sj folgt, wurde zuerst Ton Herrn 

n->oo 

W Schnee (Math. Anm 67 [1909], S. 110—125) bewiesen, nachdem 
zuvor schon Herr K. Knopp (Grenzwerte von Reihen an der Konver- 
genzgrenze. Dissert. BerUn 1907) das umgekehrte gezeigt hatte. 
Diese Beweise sind indessen . äußerst langwierig, ebenso ein anderer 
Beweis des fraglichen Äquivalenzsatzes von W. Ford (Amer. Joum. 32 
[1910], p. 315—326). Der Beweis des Textes stammt im Prinzip von 
Herrn J. Schur (Math. Ann. 74 [1913], S. 447 — 458), mit Benützung 
einer von Herrn E. Landau (in der am Schlüsse der Fußnote 2 er- 


1) VgL S. 698/9 Gl. (11), (12). 

2) Vgl. aach: [19], S. 618, 622. Za den dort in der Faßnote S. 622 gemachten 
Literatarangaben wäre noch hinzaznfügen: Cesäro, Kapoli Eend. (2), 1 [1898], 
p. 187 and: Mathesis (2), 3 [lt98], p. 241. — E. Landan, Daretellang nnd Be- 
gründang einiger neuerer Ergebnisse der Fnnktionentheoiie. [Berlin 1918], S. 88. 
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walinteu Schrift, S. 30 — 38) gegebenen abgekürzten Darstellung und 
gewissen weiteren Ton mir in [23] mitgeteilten Vereinfachungen. 

Die Erkeimtnis, daß es (uneigentlich) divergente Reihen 
gihi^ welche von keiner noch so hohen Ordnung (durch Mittelwerte 
oder iterierte Summation) reduzibd sind (vgl, § 78, Schluß von Nr. 3, 
S. 600), sowie eine Erweiterung der ursprünglich an die Abelsche 
Grenzgleichung (1) anknüpfenden Fragestdkmg in der Richtung, daß 
man darauf ausging (behufs sogenannter analytischer Fortsetzung), die 
Reihe nicht nur, wie zuvor, für den gerade an der Grenze des 

Noweer^rrnzgebietes gelegenen Wert a: = 1, sondern für ganz beliebige, 
dem Dicer^mzgebiete angehörige Werte x zu „reduzieren“ oder, wie 
die allgemein üblich gewordene Ausdrucks weise lautet, zu 
— diese beiden Umstande haben dazu geführt, die hier betrachteten 
Methoden in mannigfacher Weise umzngestalten bzw. durch verallge- 
meinerte Arten von Mittelbildungen zu ersetzen. Die einschlägigen 
Arbeiten sind aber im wesentlichen fmlctionentheoretiseher Natur und 
kommen also in dem vorliegenden Zusammenhänge nicht in Betracht, 
etwa ausgenommen zwei Publikationen neuesten Datums, denen eine 
arithmetische Weiterbildung der Oesäro-Hölderschen Grenzwerte als 
Grenzwerte abzahlbarer Zahlenmengen zugrunde liegt. Es sind dies 
die folgenden: A. Nienast, Froof of the equivalence of different mean 
values (Proc. Cambrigde Philos. Soc. 20 [1920], p. 74). — J. Mollerup, 
Uue m^thode de sommabilit4 par des moyennes ^loigndes (Danske 
Videnskabemes Selskab. MatL-fys, Medd. UI, 8. [1920]). 

Zu Nr. 5. Die am Schlüsse dieser Nummer (S. 606) als hin- 
reichend für die Konvergenz einer reduziblm Reihe angegebene 
Bedingung: Umna„ = 0 

ist von Herrn Hardy (Proc. London Math. Soc. (2), 8 [1910], p. 304) 
durch die folgende, wesentlich weiteren Spielraxmx gewährende: 


t ) Ich halte diese AnsdracksvFeise nicht für beBondeis gldcklich, da eine voll- 
sHUidige and eindentige Definition des Begriffes: ,ßumme einer dkergentm Reihe" 
mir bisher nicht xn existieren scheint. Man spricht daher gewöhnlich nicht von 
mrnmierbaren Aeihen sohlechthin, sondern von f,naeh Herrn X" oder der 
Methode J" summieröafcn oder man bedient sich zur Abkürzung wohl gar so 
wundersamer Wortbildüngeui wie X^mmierlcrr, YBummderlor, während man nach 
meinem Dafürhalten erwarten sollte, dafi ein so prägnant klingendes Beiwort wie 
summierharj ähnlich wie Iconvergent oder divergent^ eine Eigenschaft bezeichnet, 
die einer Eeihe entweder zukommt pder nicht zukommt, deren Existenz sich 
aber nicht von heute auf morgen ändern kann, je nach der größeren oder 
geringeren Geschicklichkeit der Mathematiker, die sich mit der fraglichen Eeihe 
gelegentlich beschäftigen. 
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(1) limj < + oo 

ersetzt worden. Herr Landau (Warschauer Berichte, 1910, S. 99ff.) 
hat unter Beschraikung auf reeZZe diese Bedingung noch dahin er- 
weitert, daß nur: 

(Ila^ ^ > — 00 

Toransgesetzt zu werden braucht (während dann immerhin noch 
lim na^ ss -(• jso sein dürfte). Dabei ist die Beschiinknng auf reelle 
keine wesentliche, da ja im Falle das entsprechende 

Besultat für 2% den für 2%} 2 Pr geltenden zusammengesetzt 
werden kann. Auch steht es (da mit der Beihe stets auch 2(r~^^ 
konvergiert und umgekehrt) offenbar frei, in (II a) durch (—aj und 

somit schließlich die Bedingnng (Ila) durch die folgende zu ersetzen: 

(Hb) lim na^ < -i- oo. 

Einen vereinfachten Beweis diraes Hardy-Landauschen Satzes 
habe ich in [26] mitgeteilt, der wegen der verhältuismäßig geringen 
Verbreitung der Münchener Sitzungsberichte zur Vervollständigung des 
vorliegenden Paragraphen hier nochmals abgedmckt werden möge. 

Ans der Eekursionsformri (4), S. 695 ergibt sich, wenn man k 
durch » + 1 ersetzt: 

(1) 'c>??,+,(s,)=;^{0??,(s„)-l-s;r,(s,)-i-...4-s;?,^ ) 

(wo: S/Tj (s J s, = Oj + -f + o,). Daraus folgt umgekehrt, daß 

(für * == 0, 1, 2, ): 

(2) m. (s.) - (» + 1) S®,+. (s.) (s„,) 

- 5®.+.« + » I SW.+. W - W.+. («.-i)]- 

Andererseits gewinnt man aus der Beziehung: 

.ai-H-.»-!-!.«, . O.g|, + l‘ai + «”-|-«’*av 
» »H-1 "** *-f-l 

= SWi(s,) + S>;?i(»o,) 

durdi x-malige Mittriwertbildnng die folgende: 

(8) S)K' (s,) « 2)^r,+,(s,) +'S)ß;+,(ra,), 

deren Vergleichung mit (2) ergibt: 

(4) ag»+i( »g,) * (* = 0, 1, 2,...).^) 

ly Diese Beziehung gilt »nch noch für x« — 1, da sie in diesem Falle mit 
der folgenden znaammenBlllt: 
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Nnn werde angenommen, daß die (v = 0, 1, 2, ) re^ sind 

und der Bedingung (Ub) genügen. Dann soll unter der weiteren Vor- 
ftUBsetzTing, daß die Reihe redmibd ist, daß also für irgendein 
i>l eine Beziehung von der Form besteht: 

die Konvergenz Ton bewiesen werden. 

Hierzu würde offenbar der Nachweis genügen, daß aus (6) auf 
Grund der Voraussetzung (Ilb) stets folgt, daß auch: 

(5 a) lim (sj — s, 

♦»->•00 

da durch fortgesetzte Anwendung dieses Ergebnisses für abnehmende h 
schließlich die Beziehung: 

lim 2)7r, (sj — s, d. h. lim == s, 

«->■«0 ♦»->■« 

00 

also die Konvergenz der Reihe ^ gegen die Summe s resultieren würde. 

0 

Um den obigen Nachweis zn führen, hat man infolge der Yoraus- 
setznng (Ilb) bei passend gewähltem Al > 0 für v = 0, 1, 2, zu- 

nächst: 

va^ < Ä, 

also auch: 

37?j(va^)< A 

und durch Fortsetzung dieser Schlußweise allgemein: 

(va,) < A (für X = 0, 1, 2, ), 

anders geschrieben, mit Berücksichtigung von Gl. (4) nebst der zu- 
gehörigen Fußnote: 

(6) 4 (für X «= 0, 1, 2, ). 

Setzt man hier speziell so folgt insbesondere, daß: 

( 7 ) 

Nun seien n, n' irgend zwei natürliche Zahlen, und zwar: 

n'<n, 

ferner bedeute v zunächst jede ganze Zahl des InierraUs: 

(8) » — »' < V < », 

so gilt für jedes solche v anf Grund von UngL (7) a fortiori: 

(9) 
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Ersetzt man hier v, bei Torläufigem Ausschluß der Annahme i/ssn 
als Anfangswert, der Beihe nach durch v H- 1, v + 2, • • • », so ergibt 
sich durch Addition der so entstehenden n~v Ungleichungen (bzw> 
im Falle » « — 1 als einzige Ungleichung); 


(10) < (wegen: n~v<n' nach (8)), 

und diese Ungleichung gilt, wie unmittelbar ersichtlich, auch für den 
ursprünglich ausgeschlossenen Fall Summiert man dieselbe 

nochmals über die w' Werte v — » — »' + 1, » — »' + 2, • • • w, so folgt 
weiter: 

und daher: 


«—«'+1 


( 11 ) 


n — n'H-1 


Um neben dieser ohere» Schranke für eine entsprechende 

un^e zu gewinnen, bedeute jetzt zweitens v jede ganze Zahl des 
Interralls: 

( 12 ) »< !/<» + »»'. 

Alsdann hat man für jedes solche v auf Grund TOn UngL (7) a fortiori: 


(13) 




und findet hieraus, wenn man v der Beihe nach durch v — 1, v — 2, 
* * • n + 1 ersetzt und die so entstehenden Ungleichungen zu UngL (13) 
addiert: 

<— • A (wegen; v — n<n' nach (12)), 

und daher: 


(14) s»?r*(sJ>S)7t(s,)~JL 


Summiert man diese Ungleichung über die n' Werte: v >a m + 1, 
» + 2, •■•» + »' und dividiert das l^sultat durch so ergibt sich:, 

( 16 ) 




als die gesuchte mttre Stfiiranke für S>)7j,(s„). 



Haidy^Laadamcbe Yeiallgenieinenuig der EonveigenzbedingTing 8.606. 955 


Nun ist allgemein für < $: 


2 (®r) = 2 “ 2 


1»+1 


- (2 + 1) - (1> + 1) (^^), 
anders geschrieben: 

Ä * i“(!’+l)(ä®j+i(»P-W»+i(s^l + (ä-j)Sf^+i(»,)- 

Wendet man die erste dieser Formeln auf die rechte Seite Ton 
üngL (11), die zweite auf diejenige von TJngl. (16) hn, so folgt: 


V s>si(0 


<=y^Ä+.W -a!i+i(».-J+®^+.(W)+sS 


Ä+. («.+.•) - W )+s®.+. 

Nun werde gesetzt: 

«' SS [iw], wo: 0 < « < 1, 

sodaß also: 

lim (« ± wO = lim «» li“ IZTg' ü“ “ 7 

Da sodann mit Berücksichtigung von 61. (5): 

Um (s„+,,) = lim (sj « s, 

«->« *“ n<^to 

so' folgt aus (17) für » — *• oo; 

'<s4 


n 


A 


«•>00 


(18) 


im? ®re,(sj 


' -ui 


1— i 

s ~h Sjd. 

und, da es freisteht, s unbegrenzt zu Terkleinem, scbliefiUch in Über* 
einstimmung mit der zu beweisenden Gleichung (5 a): 

Um (sj *® s, 


«•>« 


womit der Beweis des fragUchen Satzes erledigt ist. 


Zn I 79, Kr. 4 nnd 5 (8. 611/i). 

Zu Nr. 4. Der erste Teil des MnltipUkationBsatzes(Yl), 61. (18)~(21), 
S. 611 hat den eigentUchen Anlaß zur Einifühmng der Geskrosohen 
Grenzwerte gegeben (Sur la multipUoation des s^ries. BnU. so. math.(2) 
24 (1890), p. Il4). Er l£6t sich dahin Terallgememem, daß dann, 
wenn^a^ und^S^ ni(M konvergent, sondern nur von der Ordnung h und 
y reäm^id sind, ^e nach der Gau chy sehen MultipUkationari^el ge- 
bildete Beihe J^e^ mindestens vo» der Ordnmg k + %' -f 1 reduiüM 
ist (Oeskro a.8.D. S. 120). 
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Zu N*r. 5. Der Satz (VII), S. 612, findet, sich hei Hardy in der 
schon früher (Anm. zu § 66, S. 944) erwähnten Arbeit fiber Multi- 
plikation bedingt konvergenter Reihen (Proc. Lond. Math. Soc. (2), 6, 
[1908], p. 414, Nr. 8). 


Zu 8 80, Nr. 1 (S. 616). 

Die scheinbare Schwierigkeit, welche darin liegt, daß man das un- 
endliche Produkt: • • • b, (wo durchweg | b,, | > 0) auch dann 

divergemU neimt, wenn die ZaMmfdlge: 

(Po\”'K)> 

nach NuU Iconvergiert, wird “beseitigt, wenn man sich entschließt, ein 
für allemal zwischen der Konvergenz bzw. Divergenz einer beliebigen 
Zahlenfolge nnd deijenigen eines sogenannten unendlichen AlgorühnmSf 
iuh, eines lestimmt vorgeschriebenen, unbegrenzt fortzusetzenden Bechnungs- 
Verfahrens zu unterscheiden nnd im letzteren Falle die Konvergenz etwa 
in folgender Weise definiert: 

Ein unbegrenzt fortzusetzendes JBs(dmmgsver fahren, bei 
dem die Null nicht als beständig wirkender Faktor anftritt^), 
soll nur dann konvergent heißen, wenn als Grenzwert eine solche 
bestimmte Zahl zum Vorschein, kommt, die auch bei begrenzter 
Anwendung der betreffenden Beohnungsvorschrift aufbreten 
koimte. 


1) Dieser Zusatz ist unentbehrlich, da ja die Null als Faktor eine Aus* 
nahmestellung einnixnmt. Ein Produkt mit dem Faktor 0 hat immer den Wert 0, 
mag es ein endliches oder unendliches sein. Durch das Auftreten eines einzigen 
beständig wirksamen Faktors NuU wird jedes weitere Eecbnungsverfahren illu- 
sorisch. 

Die Zahlenfolge 

0, (O • 1)| (0 • 1 • 2), •••(O* !>)••••• 

ist ffaglos konvergent und hat den Grenzwert 0. Dagegen hätte es wenig Sinn, 
das unendliche Produkt: 

0 « 1 « 2 *** 1 ^*****, 

welches gleichfaUs den Grenzwert 0 hat, als ein konvergentes zu bezeichnen. Für 
die FunkHonevUdire erscheint es iu dessen zweckmäßig, auch unendliche Produkte 
mit Hullfaktoren in konvergente und divergente zu sondern: vgL hierüber § 86, 
S. 660, Fußn. 1. 

Was das Auftreten der NuU als Nenner betrifit, so gilt dies ja schon bei 
begrenzten Rechnungsoperaüonen zunächst als unzulässig. Wenn es dann später- 
hin in der Lehre von den Kettenbrücken auf Grund besonderer SonveutioneiL bei 
endlichen Kettenbrüoben gelegentlich zugelassen wird (rgl. § 88, Nr. 8, S. 678; 
§ 90, Nr, 2, S. 685), so liegt kein Grund vor, es bei unendlichen in entsprechen- 
dem Zusammenhänge auszuschließen (vgl §102, Nr. 6, S. 769 ff.). 
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Danaoli wird man also eine unendliclie Beihe als hmvergmt be- 
zeichnen, wenn ihre Partialsummen eine belü^ige endlidie ZoM (ein- 
schließlich der Ni/iü) znm Grenzwert haben, und das gleiche Eesultat 
würde auf Grand der obigen Definition sich selbst dann ergeben, wenn 
man nach dem Vorgänge von Gesaro und Caratheodory (rgL die 
Anmerkung zn § 26 (S. 927, Fußn. 2, 3}) eine ZtMenfolge mit dem Grenz- 
wert ’-f oo oder — oo noch zu den hmvergentm zählt Dagegen wird 
ein unendliches ProdiM mit von Null verschiedenen Faktoren und dem 
Grenzwerte NuU ohne irgendwelchen Zweifel als divergent zu gelten 
haben, da em.endUehes Produkt ohne den Faktor Null niemals den 
Wert Ntdl haben kann. Die oben vorgeschlagene Definition für die 
Komergenz eines imbegrenzt fortzusetzenden Bechnungsverfahrens be- 
währt sich auch bei der Anwendung auf unendliche KdtenMiefie, wie 
weiter unten in der Anmerkung zu § 97 noch gezeigt wird (s. S. 961). 

Zn § 81 (S. 621 ff.). 

Gewisse allgemeine Regeln zur Entscheidung von Emvergera und 
Divergenz unendlicher Produkte hat zuerst Cauchy angegeben (Ana- 
lyse algdbrique [1821], Note IX, p. 561 = Oeuvres (2), 3, p. 459). 
Sie rühren indessen von Coriolis her, wie Cauchy selbst in 
der Einleitung zu dem genannten Buche (p. VII = Oeuvres, 
1. c. p. VII) mitteilt. Diese Regeln beruhen auf der Beziehung: 

n n 

I^jFT ~ 2 deren Hilfe bewerkstelligien Zu- 

rückfÜhrung der Untersuchung eines unendlichen Proä/uMes auf die- 
jenige einer unendlichen von Logarithmen und nehmen, zumal 
bei der Ausdehnung a)tf Komplexe nicht unerhebliche Hilfsmittel 
der Analysis (Funktionenlehre) in Anspruch (Cauchy, Anal, algdbr. 
p. 572 = Oeuvres, 1. c. p. 467. Ausführlicher z. B. bei Stolz- 
6m einer, Einleitung in die Funktionentheorie. H [1905], S. 404 ff.). 
Weierstraß (Jonm. £ Math. 51 [1856], S. 18ff. — Werke 1, S. 183 ff.) 
hat gezeigt^ daß man die Fandamentalsätze über absolute Konvergenz 
unendlicher Produkte auch ohne derartige Hil&mittel streng begründen 
feftim- Die im Anschluß hieran in [3] von mir entwickelte rein 
elementare Theorie der unendlichen Produkte bUdet die Grundlage der 
in diesem und den folgenden Paragraphen gegebenen Darstellung. 

Zu §88 (S. 682 ff.). 

Auch der Beweis für das sohließliche Zusonunehfallea der auf 
Grund ihrer Definitionen zunächst yoUsiändig verschiedenartigen Be- 
griffe der absöMm und der mibeämgtm Eonvei^enz wird, zumal im 
Falle Icom^exer Faktoren, gew5hnlich mit analytischen Hilfsmitteln 
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gefokrt, nämlich entweder mit Benützung der Logarithmen komplexer 
Argumente (s. U. Dini, Annali di Mat. (2), 2 [1870], p. 38; Stolz, 
AUg. Arithmetik, 2 [1886], S. 238) oder, was in letzter Linie auf das- 
selbe hinaus^uft, mit Hilfe der Darstellung komplexer Zahlen durch 
trigonometrische Punktionen (s. De Pasquale, Giom. di Mat (2), 4 
[1897], p. 259; Stolz-Gmeiner, a. a. 0. S. 413). Der hier gegebene 
rein elementare Beweis föUt naturgemäß etwas länger aus, da er die 
Ergebnisse anderer, Terhältnismäßig umfangreicher Untersuchungen 
nicht in Anspruch nimmt 


Zn § 85 (S. 619). 

Die sehr bemerkenswerte, zahlentheoretische Formel (15) rührt 
von Euler her (Introd. in Anal, inl I [Lausannae 1748] Gap. XY, 
p. 225). 

Zu § 86 (8. 650ff.). 

Der Satz am Schlüsse von Nr. 1 (S. 652) wurde zuerst ron 
Cauchy (Anal algebr. p. 563 = Oeurres (2), 3, p. 460) wieder mit 
Hilfe Ton Logarithmen bewiesen. Eine auf demselben Hilfsmittel 
beruhende Yerallgemeinerung habe ich in [2], S. 482 angegeben (s. 
z. B. auch Stolz-Gmeiner, a. a. 0. S. 436). 

Bezieht sich der obige Satz nur auf solche unendliche Produkte 
77(1 +n), bei welchen die (reelle) Beihe bedingt komergieri, 
BO lassen sich auch im Falle ihrer Divergenm über das Yerhalten tou 
77(1 + bestimmte Angaben machen. Näheres darüber findet man 
in [3], S. 152 ff. Hier möge nur noch das folgende ganz lehrreiche 
Beispiel Platz finden. Es sei ce > 0 und m > a\ Die Beihe: 

-J— ]»2« Y»— , 

\y p — « yv+cs) jLi ^ ^ 

m M 

divergiert dann für jedes «> 0 nach + oo. Andererseits hat man: 



V 



1-1 


2 «— 1 \ 


Dieses Produkt Ttomergiert also nach 1 für den besonderen Wert «e 
es divergieti nach 0 • für « < nach + oo für « > i (s. § 82, Nr. 1, 
S. 627). 

Zu § 87 Hr. 2, 8. 668ff. 

Auf die üilöglichkeit, das fi:üher abgeleitete (S. 321, Ungl. (12)) 
hier unter (6) (S. 659) angeführte Eonrergenzkriterium zweiter Art in 
der Weise zu erweitern, wie in Ungl. (4) angegeben wird, wurde ich 
durch eine briefliche Mitteilung von Herrn H. Grünholz aufinerk- 
sam gemacht 
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Abschnitt IV. 

Zu § 88, Nr. 4 (S. 677). 

Der von mir gebrauchte Ausdruck eines Ketten- 

bruches zur Bezeichnung desjenigen (unter Umständen sogar sinnlosen) 
Bmchsymbols, welches zustande kommt, wenn man den Eettenbruch 
rein formal durch sukzessives Fortschaffen der Nenner von unten nach 
oben bzw. von rechts nach links „redmierf’ (vgL § 90, Nr. 2, S. 685) 
findet sich in der Literatur nur in wesentlich anderer Bedeutung. 
L. Ph. Seidel (Münch. AbL 2. El. 7 [1855], S. 267) bezeichnet näm- 
lich damit die Kettenbmchform: 5. — r^— rr-^ — ■ • — auf welche 

jeder beliebige Eettenbruch mit von Null verschiedenen Teilzählem ver- 
mittelst Äquivalenz-Transformation gebracht werden kann (vgL § 94, 
Nr. 4, S. 710, Fufin. 1). Dagegen benützt M. Stern die Bezeichnung 
„reäuzkrter KeUenbrueh^ (Joum. f.,Math. 10 [1833], S. 4) oder „reävr 
zierter Werf (Lehrbuch der algebraischen Analysis [1860], S. 265) in 
demselben Sinne, wie hier die Bezeichnung ^eduzmte Form“ gebraucht 
wird, falls das betreffende Bmätsynibd eine bestimmte Zahl vorstellt 
(d. L einen von Null verschiedenen Nenner besitzt). 

Zu § 90, Nr. 3 (S. 689). 

Die Biekursionsformel (I) kann auch dazu dienen, um für jedes 
einzelne bzw. eine independente Darstellung zu erhalten. Schreibt 
man nämlich z. B. die Formel für A^ folgendermafien: 

**I" b^.A^y ^ A-y ■” 0 

und läßt ihr diejenigen Gleichungen, die entstehen, wenn man der 
Reihe nach v durch 2, 3, ■ • * (v — 1) ersetzt, außerdem noch die beiden 
Anfangsgleichnilgen von (1) vorangehen (wobei es aus Symmetrierück- 
sichten zweckmäßig ist, der ersten das Minuszeichen zu geben und 
die zweite in die Form = — Oj zu setzen), so erhält man 

das folgende System von (v -P 1) in A^, A^,-- - A^ linearen Gleichungen: 

-A, 

5j.4(— Aj =»— n, 

• A, “0 

a,Ai + 5jA,— A, =0 

0/ A, ä+JaI ,"^-4 = 0i 

aus denen sich jede dieser v + 1 Unbekannten, insbesondere A., selbst 
nach bekannter Methode bestimmen läßt. . Es erscheint dabei A^ in 
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Gestalt einer ans a^, ffj, • • • a^', h^, 6, zusammengesetzten De- 

termimnte (die aueh speziell als Aettmhwihdetermimnte oder Konti- 
numte bezeichnet wird). Da die Benützung dieses Hilfsmittels nicht 
im Bahmen des Torliegenden Buches liegt^ andererseits die inde^mdente, 
Darstellung der (bzw. der in analoger Weise darstellbaren für 
die Theorie der Kettenbrüche nur beschränkte Wichtigkeit besitzt, so 
möge bezüglich der weiteren Ausführung der angedeuteten Methode 
auf Herrn 0. Perrons Lehrbuch’): „Die Lehre von den Kettenbrüchen“ 
(Leipzig und Berlin 1913), § 4 (S. 10) verwiesen werden. Daselbst 
wird übrigens am Schlüsse von § 3 iioch eine zweite Methode zur 
independenten Darstellung der angegeben. 


Zu § 92, ür. 1 (S. 695/6). 


Vertauscht man in den Formeln (V) v und p, so folgt zunächst: 

■®»+? ~ +1.»+? 1'®?+!»*+? 

•und, wenn ma n noch p durch 1 — 1 ersetzt: 


Diese Formeln erweisen sich als identisch mit den von Herrn Perron 
als y^undamentdlform^n“ (Lehrb. S. 14, Gl. (24)) bezeiohneten, wenn man 
beachtet, daß die I^diler und Nenner der reduziertenForm des Kettenbruches: 


&,+ 


“i+i| 




— 1 1 


statt, wie hier, mit: von Herrn Perron mit: 

M » » w ■®ji,r+»'— 1 n » ” » 

bezeichnet werden. 


Zu § 97, Nr. 1 (S. 72Aff.). 

Der Begriff der Komergmz nnd Dmrgens eines unendlichen 


Kettenbmches 


ran” 

V 


dürfte sich wohl zuerst bei Stern (Jonm. £ 


Math. 10 [1833], S. 364) durch die Konvergenz bzw. (eigentliche Diver- 
der Reihe: einigermaßen ausreicjiend defi- 

niert finden. Stern läßt dabei jedoch die Möglichkeit, daß diese 


1) Weiterhin kurz als: ,, Perron, Lehrh.^' zitiert. 
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Beihe osinllieren, und zwar insbesondere innerhalb enMidter Grenzen 
oszülierm kann, außer acht und hält daher allemal die Konvergenz 
schon fSr erwiesen, wenn er nur gezeigt hat, daß die Partialsummen 
der Reihe zwischen zwei endlichen Grenzen bleiben.^) Später (Jonm. 
f. Math. 37 [1848], S. 255) hat er seine Ansicht wenigstens insoweit 
berichtigt, daß er die Möglichkeit des Oszülierem innerhalb en^ieher 
Grenzen in Betracht zieht. Inzwischen hatte jedoch bereits Seidel 
(Habilit-Schrift [München 1846]: Untersuchungen über die Konver- 
genz und Divergenz von Kettenbrücken) die fraglichen Begriffe mit 
genügender Schärfe präzisiert. 

Mit Rücksicht darauf, daß bei unendlichen FroduUen das Auf- 
treten des Grenzwertes 0 als DwergenzteXL angesehen wird, liegt die 
Frage nahe, ob es nicht vielleicht angemessen sei, die analoge Fest- 

Setzung auch für einen Eettenbruch 1 zum mindesten bei durch- 
weg von Mull verschiedenen zu treffen. Man erkennt unmittelbar, 
daß dies nicht zutrifft, sofern man sich an diejenige Begriffsbestim- 
mung hält, welche in der Anmerkung zu § 80 (S. 956) bezüglich der 
Konvergenz eines unbegrenzt fortznsetzenden Fedimngsverfcdirens an- 
gegeben wurde. Danach ist nämlich das Auftreten des Grenz- 

wertes lim rr = 0 in jedem Falle als Konvergenz zu betrachten, 

«->0O 

da auch endliche Kettenbrücke mit durchweg von Null verschie- 
denen Zählern den Wert 0 haben köimen. (Einfaches Beispiel: 
0>1 1 Oj I I 

(Zj) \ 8®“* beliebige Zahlen, ins- 

I 1 I 2 I 

besondere: 4= =h b* =H 0. Man findet: A, = b,Oj — *= 0, 

■5# — b,bj + «j — W = a„ also: K^ == 0.) 

Herr Perron (Lehrb. S. 21) sagt „unwesenüich“ divergent statt 
des hier gebrauchten „außertoeseniUch“ divergent und faßt (wohl nach 
dem Yorgange von Saalschütz: Joum. f. MatL 120 [1899], S. 139) 
unter der Bezeichnung Jm weiteren 8inm hmvergent^ (Lehrb. S. 232) 
diejenigen Kettenbrücke zusammen, welche hier (S. 727) als fjhlndutem“ 
mßerwesenüidi divergent bezeichnet werden. 

Zn 1 98, Nr. 8(8. 787). 

Den Begriff der unbedingten und bedingten Konvergenz von unend- 
lichen Eettenbrüchen habe ich in [14], S. 299 eingeffihrt. Die dort 

1) In diesem Sinne zu kotrigieien ist eine üngenauigkeit, die sich in Fa£- 
note 878, 8. 187 in meinem Artikel der D. Eno. I A 8 (bzw. der Eno. &. 1 4, 968 
en note, p. 894) findet. Ei heifit daselbit: Stern rechnet die inneduüb end- 
Ueher Qrenzen ottSHtrmden Eettenbrflche en den hmmgentm. 
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als Grtmdlag« benützte, auf S.' 300 nnter (12) angeführte Formel gebt 
ans (V), § 92, Nr. 3 (S. 698) berror, wenn man v®*«!, » + 9=*» 
setzt und beachtet, daS a. a. 0. diejenige Bedeutung hat, welche 
bei der in Formel (V*) benüteten Bezeiohnungsweise A^ ^ heißen würde. 

Zu ß 102 (S. 760ff.). 

Zu Nr. 2, 3 (S. 764). Die Kriterien (II) und (III) rühren von 
Seidel her (Habilii-Schrift, München 1846), wurden ui^ablüuigig da- 
von auch von Stern (Joura. £. Math. 37 [1848] hergeleitet. 

Zn Nr. 4 (S. 767). Das Kriterium (V, A) zuerst bei Stolz (AUg. 
Arithmetik 2 [1886], S. 284), das ELiriterium (V, B) von Saalschütz 
(Jonm. f. MatL 120 [1899], S. 138, Fnßn.) ohne Beweis als hin- 
reichende und (fälschlich auch) notwendige Konrergenzbedingung aus- 
gesprochen, von mir in [16] anf seinen richtigen Umfang eingeschränkt 
und bewiesen. 

Andere, sukzessiver Verschärfung fähige Kriterien für Ketten- 
brüche ans positiven Zahlen gab Herr Perron (Münch. Sitz.-Ber. 35 
[1905], S. 316; s. auch Lehrb. S. 240/1, Satz 12, 13). 

Zn I i08, Nr. 6 (S. 778/9). 

Der betreffende Äqnivalenzbeweis nach 6. Cantor, Ein Beitrag 
zur Mannigfaltigkeitslehre (Jonm. t Math. 84 [1878], S. 242 ff, s. ins- 
besondere § 2 und § 6). 


Zn ß 104 (S. 780ir.). 

Zu Nr. 3 (S. 784). Die von mir hier eingefübrte Bezeichnung 
fierfeTde quadratische Irrationalität (bei der das Beiwort perfM nur 
beeiden soll, daß die Branchen Irrationaliiaten vor anderen gewisse 
ausgezeichnete Eigenschaften voraus haben) war bisher nicht üblich. 
Herr Perron (Lehrb. S. 79) bezeichnet solche Irrationaliiä^n als 
redmiert, weil sie als Wurzeln sogenannter reävzierier quadratischer 
Formen anftreten. Mir schien diese Bezeichnung nicht recht zweck- 
mäßig, weil die Partizipialform ,feäuzierff* die (falsche) Vorstellung 
erweckt, als kSimten andere quadratische IrraHoncditäten überhaupt 
,fedueierf‘ werden, d. h. durch irgendeinen Transformationsprozeß in 
solche als ,flreduzier0 bezeichnete flbergeführt werden. 

Zn Nr. 5 (S. 787 ff). Der (wesentlich schwierigere) erste Teil des 
Sauptsatees rührt von Lagrange her (Additions au mdmoire sur la 
räsolntion des äquations numäriqnes. Mäm. Berlin, 24. annäe [1770] 
=s Oeuvres, 2, p. 606, Nr. 34), der zweite findet sich schon bei Euler 
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(Introd. in Anal, infinit. [1748j, Cap. X7III, p. 314). Der hier gege- 
bene Beweis des ersten Teils ist inT wesentlichen eine vereinfachte 
ümbildang des Lagrangeschen Beweises (teilweise ähnlich schon bei 
Serret, Cours d’algbbre superienre 1 [1885], p. 44; auch bei Perron, 
Lehrb. S. 74). Einen etwas kürzeren, aber merklich künstlicheren 
Beweis, der von Oharves (Bull. Sciences math. (2), [1877], p. 41) 
herrührt, findet man bei Perron, Lehrb. S. 77. Einen dritten (in 
letzter Linie mit dem Lagrangeschen verwandten) Beweis liefert die 
Theorie der quadratischen Formen (s. Lejeune-Dirichlet, Vorl. über 
Zahlentheorie, herausg. von ß. Dedekind, 3. Aufl. [Leipzig 1872], 
S. 189 ff.). 

Zu Nr. 7 — 9 (S. 792 ff.). Die Sätze von Nn 7 und 8 stammen von 
Galois (Gei^onne Annales 19 [1828/29], p. 204), der erste Teil des 
Satzes von Nr. 9 von Legendre (Theorie des nombres [Paris 1830], 
p. 65). 

Zn S 106 (S. 799ff.). 

Der Inhalt dieses Paragraphen beruht im wesentlichen auf zwei 
Noten, welche von Liouville zuerst in Bd. 18 [1844] der Par. 0. ß. 
(p. 883; 910) veröffentlicht und mit einigen Zusätzen in Bd. 16 [1851] 
des Journ. de math. (S. 133) wieder abgedruckt worden sind. 


Zn § 106 (8. 804ff.). 


Zu Nr. 2 (S. 806). Die NAenniOterrngshm^ (s. GH. (12)) wurden 
unter der Bezeichnung „mittelbare Nähemngsbrüche*' .zuerst von Stern 
in dem vorliegenden Zusammenhänge eingeführt (Jonm. f. Matß 10 
[1833], S. 368; auch: Algebr. Anal. S. 304). Weitere historische Notizen 
8 . D. Enc. I A3, S. 125, Fußn. 370 (Enc. fr. I 4, p. 291, note 242). 

Zn Nr. 3 (S. 808). Die Bedingung ( 1 ), S. 804 als hinreichend 


von 


t a- a 1®* 

zuerst 

Stern angegeben, und zwar für ganzzahlige a^, mit u nz ulän g lichem 
Beweis (wegen Nichtbeachtung der Möglichkeit des OsziUiereiu — vgL 
die Anmerkung zu § 97, S. 960/1) schon 1833 (Jonm. £ MatL 10, 8.366), 
vollständig erst 1860 in der Algebr. Anal. S. 301. Für den Fi^ «,»1 
findet sie sich schon bei Seidel (Abh.Bs 7 r.Akad., 2 . EL, 7 [1855], 


S.582). 


Zu 1 107, Hr. 1 (S. 812). 

In der Enojklopädie (D. Ausg. I A 3, S. 126) habe ich für die 
hier als „negatw-regehnäßig“ bezeic^eten Eettenbrflohe die Benennung 
„redmiert~reg(Mäßig** (Enc. fr. 1 4, p. 292: fractions continnes rdgnlihtes- 
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redoites) eingeführt, da sie eine spezielle Gattung desjenigen Eetten- 
bruchtypas bilden, welcher nach dem Vorgänge von Seidel als rediir 
zimie Kettenbrnchform bezeichnet wurde: vgl. die Anmerkung zu § 88 
(S. 959). Da aber hier die Bezeichnung „reduzierte Form“ beständig 
in ganz anderer Bedeutung gebraucht wird, schien es durchaus unzweck- 
mäßig, das Beiwort „reduziert“ in dem vorliegenden Zusammenhänge 
noch beizubehalten, zumal das jetzt eingefahrte „mgativ“ weit charak- 
teristischer erscheinen dürfte. . 


Zn § lOS (S. 820 ff.). 


Das Kriterium am Schlüsse voh Nr. 1 (S. 823) wurde für den spe- 
ziellen Fall Sy = — 1 von Stern (s. die Anmerkung zu § 106, Nr. 3) 
abgeleitet, für beliebige, auch komplexe s^ mit dem Absolutwert 1 in 
[14] (S. 313) von mir bewiesen. 

' Die auf S. 833 am Schlüsse von Nr. 7 und im Zusatze zu dieser 
Nummer angegebenen Konvergenzbedingungen (I)-i-(III) stammen von 
H. Tietze (Math. Ann. 70 [1901], s. insbesondere S. 257, Satz 6). Sein 
Beweis beruht auf einer von P. Klein (Göttinger Nachr. 1895, S. 257) 
herrührenden geometrischen Deutung der Nähemngsbriiche eines Ketten- 
bruches. Die hier benützte, auf der Extension des betreffenden Ketten- 
bruches beruhende Beweismethode findet sich bei Perron, Lehrb. S. 242. 

Die Behauptung, daß schon die den Kriterien (I)— (UI) zugrunde 
Übenden Nmtpibedingungen, nämlich: 

“ l wenn: ~ 1, 


ohm die auf die Divergenz der in (I) — (lU) angegebenen Reihen be- 

r» ce n** 

zü^che Ettsflfebedingung, für die Konvergenz des Kettenbruches 1 

hinreichend seien, findet sich mit der Beschränkung auf gamzdhlige a^, 
schon bei Stern (Journ. f. Math. 10 [1833] , S. 386, letzter Absatz). 
Mit dieser Beschränkung ist sie auch tatsächlich richtig, da ja in 
diesem Falle die Reihe eo i$SQ divergiert, das Kriterium (I) also 
mMändig erfÜUt ist. Der von Stern gegebene Beweis leidet aber 
wieder an dem bereits zuvor (Anm. zu § 97, § 106) bezeichneten Fehler. 

Konvergenzkriterien für den Fall =* (— 1)” (für sog. alternierende 
Kettenbrüche) gaben A. Gmeiner (Monatsh. f. Math. 1903, S. 261 
und Wiener Sitz.-Ber. 1908, S. 27; s. auch Stolz-Gmeiner, Einl. in 
die Funktionentheorie, II, S. 533ff.) und, in allgemeinerer, die eben ge- 
nannten Kriterien als Spezialfälle umfassender Form, 0. Perron (Münch. 
Sitz.-Ber. 1911, S. 205; s. auch Lehrb. S. 246). 
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Zu § 109 (S. sdöjsr.)* 

Die Irrationdität des Wertes regimäßiger onendliclier Eettenbräclie 
war schon Euler bekannt (rgl. De fractionibus continuis dissertatio. 
Comment. Acad. Petrop. IX ad annum 1737, p. 108). Den Gfedanken, auch 
andere als regelmäßige Eettenbrüche zu Irrationaliiätsbeweisen zubenützen, 
verdankt man Lambert, der auf diesem Wege, und zwar mit einer 
für die damalige Zeit (1767) geradezu erstaunlichen Strenge des Kon- 
vergenzbeweises zuerst die Irrationalität von » erwiesen hat (Histoire 
de l’Aoad^mie rojale [Berlin, annee 1761], p. 265 — 322). Näheres 
hierüber findet man in [15], S. 326 ff. 

Legendre (ißlements de g^ometrie, 4*^“® 4d. [1806], note IV) hat 
den nach ihm benannten Irrationalitätssatz folgendermaßen ausge- 
sprochen: 

Bedeuten m, », m', n' etc. ganze positive oder negative Zahlen 
von der Art, daß -> ••••• echte Brüche sind, so hat 

der Eettenbruch + ..... einen irrationalen 

Wert. 

Sein Beweis, der wesentlich auf der Voraussetzung der Konvergenz, 
ja sogar der wnbeämgkn Eonvergenz der betreffenden Eettenbrüche be- 
ruhig mußte völlig unverbindlich bleiben, solange diese nicht erwiesen 
war, was selbst für die besonderen Fälle durchweg posüiver bzw. durch- 
weg negativer m, m“, (bei durchweg positiven n, ) 

erst um die Mitte des vorigen Jahrhunderts geschah (vgL die Anmer- 
kungen zu § 102, S. 962 und § 106, S. 963), für den allgemeinen Fall 

beliebig bezeichneter j», m', m", erst durch den Satz von § 108, 

Nr. 1 erledigt wurde. 

Daß für die Irrationalität des Eettenbruches ^ , falls die a^, 

durchweg ganze positive Zahlen bedeuten, schon die Bedingung 
(statt ß„>ay + 1) ausreichend ist, wurde zuerst von Stern (Joum, f. 
Math. 11 [1834], S. 38, U) gezeigt, zunächst fireilioh auf der Grund- 
lage eines unzulänglichen Eonvergenzbeweises (Joum. f. Math 10 [1833], 
S. 365), der aber später (1848) durch das in der Anmerkung zu § 102, 
Nr. 2 (S. 962) erwähnte Eonvergenzkriterium die erforderliche Volhriän- 
digkeit gewann. 

Späterhin hat Stolz, wie es scheint völlig unabhängig von Stern, 
den gleichen Satz bewiesen (s. AUg. Arithm. 2 [1886], S. 297). 

Auch die Fassung des Irrationalitätssatzes von Nr. 2 (S. 839) 
(welche den Legendresohen und Stern-Stolzschen als spezielle Fälle 
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enthält) findet sich mit nnznlänglichem Eonvei^enzbeweis bereits bei 
Stern (Jonm. f.- Math. 11 [1834], S. 40, erster Absatz), wurde aber 
erst Ton Tietze yermittelst seines EouTergenzkriteriums (I) (s, die An- 
merkung zu § 108) sichergestelli 

Zn § 111 (S. 846ff.). 

Die Dirergenzbedingung 1) des Satzes (I), S. 846, einschließlich 
der in Fußn. 1 angegebenen Yerallgemeinerung, stammt nach Perron 
(Lehrb. § 49, S. 233, Satz 4) von E. E. Broman (Om konvergensen och 
diTergensen af kedjebräk. Dissert Upsala 1877); die Direi^enzbedin- 
gung 2) fär reelle Ton Stern (Algebr. Anal. S. 297), fSr komplexe \ 
von Stolz (AUg. Aiithm. 2, S. 279). 

Die Grundlsee fOr den übrigen Inhalt dieses Paragraphen bildet 
die Abhandlung von E. B. yanYleck: On the conrergence of conti- 
nued fraotions with complex elements (Transact Am. Math. Soc. 2 [1901]), 
und zwar entspricht im wesentlichen Satz (II) des Torliegenden Textes 
(S. 849/50) dem dortigen Theorem 1 (a.a.0. S. 221/2), der auf die Yor- 
aussetzungen la), Ib) bezügliche Teil des Satzes (lY) (S. 853) dem 
Theorem 6 (a. a. 0. S. 229) und der auf die Yoraussetzung 2) bezüg- 
liche Teil des nämlichen Satzes dem Theorem 3 (a. a. 0. S. 223). Die 
Beweise wurden nach dem Yorgange Ton J. L. W. Y. Jensen (Bidrag 
til kaedenbrpkemes Teorl Festskrift til BL G. Zeuthen. E0benhaTen 1909, 
p. 80) rerrollständigt und rereinfbcht Die von Jensen geforderte Be- 
dingung, daß mindestens für men Index v gleichzeit^ 
wurde nach Perron (Lehrb. S. 264) durch die geringere ersetzt, daß 
mindestens ein + 0. 

Betrefib der geometrischen Deutung des an dleÄquivalenzformel (38) 
(S. 859) anzuknüpfenden Eonrergenzkriteriums findet luan das Nähere 
am Schlüsse der oben angeführten Jensenschen Arbeit und bei Per- 
ron, Lehrb. S. 268, Satz 34. 

Zu § 112, 118 (S. 860ff.). 

Den Bianptsatz *Ton § 112, Nr. 1 (S. 860), § 113, Nr. 1 (S. 872/3) 
habe ich früher in [20], S. 369 (mit dem Unterschiede in der Bezeich- 
nung, daß dort ^ an Stelle tou ü; steht) aus dem zuror (in [14], 

S. 312*)) bewiesenen „Differenzen‘*kriterium i b, | — | «^ | > 1 abgeleitet, 
während hier die umgekehrte Beihenfolge (mit dem Wege über die 
zweite Hauptform) eingeschlagen wurde. Die Yeranlassung zu dieser 

1) Infolge eines Druckfehlers stellt s. a. 0.: 
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Teränderien Anordnung ist -ans [25], § 1, Kr. 1 zu ersehen, und ihre 
Zweckmäßigkeit scheint mir durch den Erfo^ besfötigt zu werden. 
Jener Hauptsatz gewinnt dabei erst die ihm znkommeude zentrale 
Stellung, während das Differenzenkriterium nur als gleichberechtigtes 
Glied einer Gruppe speziellerer Kriterien encheint. 

Zu § 112, Kr. 1 (S. 860). Der in Fußnote 2) angeführte Spezialfedl des 
Hauptsatzes liefert ein von E. B. Tan Yleck (Transact. Am. Math. Soc. 2 
[1901], p. 481) abgeleitetes KonTergenzkriterium, wenn gesetzt wird 
Q'i — l und im übrigen: fr, — 1— wo: 0<r, <1. (YgL [18], 
S. 378.) 

Zu § 113, Kr. 1 (S. 872). Das Kriterium (I) findet sich für reäle 

negative a, und positive \ ohne Beweis (und mit der Einschränkung: 

Existenz eines bestimmten lim frj schon bei C. J. Malmstdn; Öfrers. 

«•>00 

Vetensk.-Akad. ForhandL ö [Stockholm 1848], p. 191; auch: Cambr. 
Dublin math. Joum. 5 [1850], p. 283/4. 

Zu § 113, Kr. 2 (S. 874). Die unter (E) angegebene Konvergenz- 

bedingung j- — ^ < 1 findet sich für reeWe negative o, und posi- 

ftre 5, schon bei Stern: Göttinger Kachr. 1863, S, 163. Für a,, 5, 

wurde sie (mit Anssdiluß des Grenzfalles der Gleichheit) von Helge 
Ton Koch auf Grund funktionentheoretischer Betrachtungen und mit 
Benützung unendlicher Determinanten bewiesen (Bull. Soc. math. de 
France 23 [1895], p. 37). Erweiterte Formen dieses Kriteriums hat 
0. Szäsz angegeben (Münch. Sitz.-Ber. 1912, S. 314ff.und 1916, S.281ff). 

Zu § 113, Kr. 3 (S. 876). Das Kriterium (F) findet sich in der 
Form der Fußnote 1 bei M. von Pidoll (Beilaäge zur Lehre von der 
Konvergexiz unendlicher Kettenbrüche. Disseri München 1912). Doch 
ist es nicht, wie dort behauptet wird, vollständig äquivalent mit dem 
Hauptsatze von Kr. 1, sondern, wie schon die hier in Kr. 3 gegebene 
Herleitnng zeigt, ein besonderer Fall jenes Hauptsatzes, der ja nur eine 

Vorschrift für die t — > aber keinerlei Einzelvorschrifien für die 
|a, |, |5,| enthält. Mit Benützung der EmirakHon des Keitenbruches 

[t] S. 720) leitet Herr von Pidoll ans dem eben 

erwähnten Kriterium, sowie aus dem ursprünf^chen Bhuptsatze noch 
verschiedene andere Kriterienformen ab (a. a. 0. S. 14 — 18). 

Zn 1 114 (S. 880ff.). 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Konver- 
genz perioäisäter Kettenbrücke mit komplexen Gliedern wurden zuerst 
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von 0, Stolz (Allg. Ärithm. II [1886], S. 299 und Innsbr. Ber. 1887/8, 
S. XVIII), sodann mit gewissen Vervollständigungen (durch passende 
Modifikation einer von G. Landsberg für periodische Kettenbrüehe 
aus reellen rationalen Zahlen angewendeten Methode) von mir abgeleitet 
(s. [18], S. 463). Eine dritte Methode, bei der insbesondere gewisse 
bei Stolz gänzlich unvermittelt auftretende und nur nachträglich veri- 
fizierte Gtrundfonneln eine naturgemäße Herleitung erfahren, hat Herr 
Perron angegeben (Münch. Sitz.-Ber. 35 [1906], S. 495). In allen drei 
Bearbeitungen des vorliegenden Gegenstandes enthalten die Konvergenz- 
bedingungen als wesentlichen Bestandteil die (im allgemeinen) irratio- 
ndm Wurzeln der quadratischen Gleichung (I) (S. 882), wie am Schlüsse 
von Nr. 6 (S, 893) zu ersehen ist. Die am Schlüsse von Nr. 9 (S. 899) 
mitgeteilte merklich vervoUkommnete, nämlich nur von rationalm Ver- 
bindungen der Kettenbrucbglieder abhängende Porm der Konvergenz- 
bedingungen hat Herr von Pidoll (Dissert. S. 19ff.) abgeleitet. Die 
hier gegebene, im wesentlichen in [24] von mir veröffentlichte Dar- 
stellung beruht auf Vereinfachung und gleichzeitiger Vervollständigung 
der früher von mir benützten Methode und liefert außer der Herleitung 
der genannten durchaus verschiedenen Bedingungsformen zugleich eine 
vollkommene Einsicht in deren inneren Zusammenhang. 

Die am Schlüsse der Hauptsätze von Nr. 6 und 9 erwähnte be- 
sondere Art der Osgülation wurde zuerst von T. N. Thiele (Tidskr. for 
Math. (4), 3 [1879], S. 70) bemerkt. 

Der für regdmäßige periodische Kettenbrüche in § 104, Nr. 8 
(S. 793/5) bewiesene Galoissche Satz über den Zusammenhang eines 
rdn periodischen Kettenbruches mit dem durch Itwersion der Perioden 
daraus hervorgehenden läßt sich auch auf periodische Kettenbrüche 
mit beliebigen Gliedern übertragen: s. [18], S. 482. 

Zn § 115 (S. 903ff.). 

Die Konvergenz bzw. höchstens außerwesentliche Divergenz ein- 
gliedrig limitär periodisdier Kettenbrüche von der Form 1 -?p-J wurde 
zuerst vonE. B. vanVleck bewiesen (Transaot. Am. Math. Soc.4[1904], 
p. 253), auf der Grundlage eines Poincareschen Satz.es über das infini- 
täre Verhalten der Lösungen einer linearen Bekursionsformel. Einen 
in [22] von mir gegebenen direkteren und einfacheren Beweis hätte 
ich in dem vorhegendeu Zusammenhänge nur soweit verwerten können, 

um zu zeigen, daß ein Kettenbruch von der Form ■— , wo lim = a, 

Mdtstem außenoesentliclt divergiert, während a. a. 0. mit Benützung 
funMionen^ieoretisdier Hilfsmittel nachgewiesen wird, daß für Kettenbrüehe 
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[ a aji 

, WO lim a —a, die Konvergenz in einem genau 

ZU umschreibenden Sinne die Begel, die (außerwesentKche) Divergms 
eine in bestimmtem Umfange auf eine endliche Anzahl von Fällen be- 
schränkte Ausnahme ist. An die Stelle dieses Ergebnisses hatte hier der 
direkte Nachweis zu treten, daß unter gewissen genau anzugebenden 

Bedingungen der Kettenbruch [yj wirklich allemal Iconvergiert. 

Nun hat Herr Perron für Kettenbrüche von der allgemeineren Form 

^ einen Satz bewiesen (Lehrb, S. 280, Satz 40; s. auch: von Pidoll, 

. Dissert. S. 36), welcher in seiner Übertragung auf die hier zunächst 

ra n* 

behandelte Kettenbruchform 1 yj besagt, daß solche Kettenbrüche, auch 
wenn nicht geradezu: lim = a ist, sondern nur die für hinlänglich 

y->co 

große V in einer gewissen Nähe einer bestimmten Zahl a liegen, ganz 
analoge Konvergenzeigenschaften besitzen, wie die limitär periodischen, 
welche dann lediglich einen speziellen Typus dieses allgemeineren bilden. 
Fassung und Beweis dieses Satzes habe ich in [25] merklich verein- 
facht; Herr 0. Szäsz (Münch. Sitz.-Ber. 1919, S. 395) hat sodann noch 
eine weitere Vervollkommnung daran vorgenommen, welche der hier 
gegebenen Darstellung zugrunde liegt. Übrigens erscheinen diefe Be- 
trachtungen über „nahezu periodische^^ Kettenbrüche als spezieller Fall 
aUgemeinerer Untersuchungen, welche Herr Szäsz unter dem Titel: 
„Über die Erhaltung der Konvergenz unendlicher Kettenbrüche bei 
independenter Veränderlichkeit aller ihrer Elemente" veröffentlicht hat 
(Journ. f. Math. 147 [1917], S. 132—160). 



Sachregister zu Abteilung I— III. 

Die Zi&rn beziehen sich auf die Seitenzahlen, und zwar: 

1—292 auf Abteilung I, 

293—514 „ „ II, 

615—969 „ „ irr. 

F. bedeutet Fußnote. 


-46eZsche Transfmnaiion (« partielle 
Summation) 309 F., 416, 495; für kom- 
plexe Zahlen 592. 

AlscMtzungafomeln für Potenzen mit 
rationalem Exponenten 178; mit be- 
liebigem reellen Exponenten 192/3; 
für «a 203, 663; für lg (1 -f «) 206; für 
gewisse i^ihenreste 438, 446, 943. 

A6fo2uter Betrag (Absolutwert) rationaler 
Zahlen 70, reeller 143, komplexer 552; 
von Summen, Differenzen, Produkten, 
Quotienten rationaler Zahlen 74/6, 
reeller 143, komplexer 653/8; — e Di* 
vergenz, Konvergenz b* Divergenz, Kon- 
vergenz. 

Äbzählbare Zahlenmengen 151 ; zweifach, 
p-fach 251/3; nicht-abzShlbare 159. 

AbzäMlarkeit der rationalen Zahlen 151 ; 
der algebraischen 157. 

Addition natürlicher Zahlen 9 ; positiver 
Brüche 43; von Differenzensymbolen 
55, 57; rationaler Zahlen 71 (74), reeller 
138, imaginärer 617 ; einer reellen und 
einer imaginären Zahl 523/4; kom- 
plexer Zahlen 526/7. 

Äguimlenz von Mengen 150; einer ge- 
wissen reellen und komplexen Zahlen- 
menge 545/51, 778/9, 819; von end- 
lichen Kettenbrüchen 693 F., 706/9; 
von endlichen Kettenbrüchen und 
Summen bzw. Produkten 712/4, 716/6; 
von unendKchen Kettenbrücken 727/8; 
von unendlichen Kettenbrücken und 
Reihen bzw. Produkten 728/30, 782/8. 

Squivälenesatz der Mengenlehre 548, 946. 

Äquivalenz •Tramforimtion von Ketten- 
brücken 710/1, 727; ^Zeichen ^ *106. 

Algebraisch größer, kleiner 70; — e Glei- 
chung 168, 518; — e Zahlen 156, 780; 
—er Charakter einer Irrationalzahl 
nach Lionville 799. 


Älgorithmen, unendliche 668/9; ihre Kon- 
vergenz und Divergenz 956; s. auch 
unter Euklid. 

Allgemeines Glied einer Reihe 317. 

Anfangsglied eines Kettenbruches 678. 

ÄnzoKl einer Menge 18, 150. 

ÄrithmetischBB Mittel 805, 461, 594/5. 

A5W4ftaiiO«5pe5e^ÄfderAdditionbzw.Multi- 
pUkation für natürliche Zahlen 10, 28 
bzw. 28, 80; für Brüche 46 bzw. 48; 
für Diffeienzensymbole 60 bzw. 64 ; für 
rationale Zahlen 71 bzw. 72, für be- 
liebige reelle 189, für imaginäre 617 
bzw. 519/20, für komplexe 527 bzw. 528. 

JBasis einer Potenz 77; eines Zahlen- 
systems 95; eines Logarithmensystems 
195; des natürlichen Logarithmen- 
systems (Zahl e) 197/9. 

Bertrandsche Kriterien 842, 885. 

Binom 83; ^alformel (Newtonsche) 
*S3 binomischer Satz 79, 88, 586; — lat- 
hoeffizienten 88, 671 ; -^isGie Beihe 591, 
667. 

Bonnet- De Morgansohe Kriterien 886, 
508. 

Brüche, eigentliche, uueigentliche, echte, 
unechte 41; reduzierte 44; Dezimal— 
96, 119; dyadische 119/20; systema- 
tische 8 . Systembrüche. 

Bruchsymbole 88; als reduzierte Form von 
Kettenbrücken 684. 

Chfdamsche Formel 541 F. 

Casus irreductbilis (der kubischen Glei- 
chungen) 541. 

CauchyBchcT Doppelreihensatz Ul, 579; 
Grenzuoertsatz 230, 589; veraUgemei- 
nerter 229, 231 ; auf unendliche Beihen 
angewendet 805/10; —sehe Kriterien 
erster Art 836, 342; — sches Funia- 



Sachregister an Abteilung I — III. 


mmtalhriterimi erster Art 342/3, zweiter 
Alt 386, 766; -sehe MulUplihations- 
regel für absolut kouTergente Reihen 
412, 680; Übertragung auf Fälle be- 
dingter Konvergenz 484, 488 £P., 611/2, 
insbesondere auf alternierende Reihen 
497, 944. 

Cesdrosche Grenztoerte 600 F. 

Dekadische Schreibweise 5, 920; —es 
Zahlensystem 91. 

Determinante (= Diskriminante) einer 
quadratischen Form 611/2. 

Dezimalbrüche 96, 119. 

Dia^owaZew- Anordnung einer Doppel- 
folge 260 ; einer Summe unendlich vieler 
Reihen 316, 410; einer Doppelreihe 
469/66, 679, 608/10; eines Doppelpro- 
duktes 643/6. 

Differenz natürlicher Zahlen 31, im 
übrigen s. SuhtraJcHon; ^ensymbole 
64; -^enformeln für die Näherungs- 
brüche von Kettenbrüchen 697. 

DiophanÜBGhe Gleichungen (lineare) 767. 

Diskriminante einer quadratischen Q-lei- 
chung 642, 884. 

Distribufionsgesetz der Multiplikation für 
natürliche Zahlen 27, Brüche 48, 
Differenzensymbole 66, 64, reelle 

Zahlen 139, komplexe 627/8. 

Distributive Operation 601 F. 

Divergenz von Zahlenfolgen i eigentKche 
164, 929, uneigentliche 220; von 
Doppelfolgen: eigentliche 257/9, unei- 
gentliche 266; gleichmäßige, «mgleich- 
mäßige 275; komplexer Zahlenfolgen 
561, eigentliche 666; reeller Beihen: 
eigentliche, uneigentliche 294; schwä- 
chere, gleichartige 824/6; absolute 
406; komplexer Beihen 674, eigent- 
liche 676, absolute 688, 690; derJRci/^e 
der reziproken JPrimzäHlen 660; un- 
endlicher jProduMe 616; unendUcher 
Kettenbrücke: außerwesentliohe 725, 
wesentliche 727, höchstens außer- 
wesentliche 727, 789; unendlicher Äh 
gorithmen 967. 

Divergenzkriterien s, Kriterien; ---maß 

derEeihen ^ 

347/9; —sc%ran2:e (Nichtoxistenz einer 
allgemeingültigen) 866. 

Dividendm, Divisor 83. 

natürlicher Zahlen 83, positiver 
rationaler 63, beliebiger rationaler 
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72 (74), reeller 140, imaginärer 622, 
komplexer 630. 

Doppelfolgen 248; konvergente 265, 
eigentlich divergente 257, uneigent- 
lich divergente 266; monotone (nie- 
mals zu- oder abnehmende) 267/8; 
komplexe 666. 

Doppelindex 240. 

Doppellimes 254, 460, 667 ; unterer, 
oberer 261; angewendet zur Formu- 
lierung der Konvergenzbedingung für 
unendliche Reihen 297/8. 

Doppelprodukte, unendliche 641. 

Doppelreihen, reelle: konvergente, eigent- 
lich und uneigentlich divergente 460/1 ; 
absolut konvergente 469; unbedingt 
konvergente 472; bedingt konver- 
gente 475; liOmplexe 607; absolut 
konvergente 608; unbedingt und be- 
dingt konvergente 609. 

Dyadisches Zahlensystem 96/6; — e 

Brüche 119/20, 222/3. 

JßigentUch divergent s. Divergenz. 

jS7Mctts/aÄ;itor(Eichtung8koefffzient, Cha- 
rakteristik) einer komplexen Zahl 662. 

Element einer Menge 16, 251; eines 
Kettenhruches 673; einer Kombination 
oder Fermutation 85. 

EuklidiBc}xex Algorithmus 35, 669, 817. 

JEulerscloQ (Mcbscheronise^e) Konstante y 
207, 300, 846; -BeihmtransfornuiUon 
442. 

Exponent, ganzzahliger positiver 77, 
negativer 81; rationaler 177; beliebig 
reeller 188. 

Extension eines Kettenbruchs 720; zur 
Erweiterung eines Konvergenzkri- 
teiiums 828. 

Faktoren 25; -/bZpe, unendliche («> un- 
endliches Produkt) 616. 

Fdkultit ’86. 

Folge^ geordnete 7, 19; im übrigen s. 
Zahlmfolgen, 

Funäamentedsatz der Analysis («•all- 
gemeines Konvergenzprinzip) 167. 

B\Lndamentalzeichen 4; («« Ziffern) 5, 95. 

Funktion, ganze Grades in x (Poly- 
nom) 158; ganze (rationale) beliebig 
viel^ Zahlen 676, 679, 69,9. 

GähisBohex Satz über periodische Eetten- 
brüche 794. 

Ganinuifunlctum 89 F. 
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Gmßiche Kriterien 886. 

Geometrische Pf^ogression^ unendliclieSOl, 
576. 

Gkiclmäßige (ungleiclimäßige) Konver- 
genz und Div&rgenz der Zeilen (Ko- 
lonnen) einer Poppelfolge Ö7ö (Bei- 
spiele 276/8); Beschränktheit und ün- 
hesi^ränUheit 279/80 (Beispiele 281/3). 

Gleichung^ algebraische 168, 643; tran- 
szendente 643} lineare Diophantiscbe 
(unbestimmte) 767. 

Grenze^ obere und untere einer beliebigen 
Zahlenfolge 209. 

Grenzgebiete der Konvergenz und Diver- 
genz 363; —intervaU 220, 290 P,; 

—wert 160; uneigentlicber -j- oo 164; 
im weiteren Sinne 166; Existenzbe- 
dingung (Pundamentalsatz der Ana- 
lysis =s allgemeines Konvergenzprinzip) 
167; endlicher einer Doppelfolge 268; 
einer komplexen Zahlenfolge 561; im 
weitesten Sinne 666 ; —werte von der 

Porm lim wo lim av —lim Z),« « oo 

v-^oo v->oo 

oder=a0, 224; —wertsätze; Cauchy- 
scher und Verallgemeinerungen 229/81 ;• 
für komplexe Zahlen 668/78, 

Häufungszahl (Grenzzahl) 220, 565. 

Kanonische Beihe 299; mit alternieren- 
den Vorzeichen 414. 

EanpidiagonaU einer Doppelfolge 262, 
277, 290 F.; -nfolge 286. 

Ka%t^tf(mnen eines Kettenbruches; erste 
710; zweite 711; negative erste 711 P, 

Kaupilimites (ünbestimmtheitsgrenzen) 
einer Zahlenfolge 218, 220; einer Dop- 
pelfolge 261. 

Hauptwert einer Qmäratwwrzel 689. 

Eöldersche Grenzwerte 600 P, 

Hypergeometrisdhe Seihe 888, 690, 667. 

Identität 90; —ssatz für endliche regel- 
mäßige Kettenbrüche 768; für xmend- 
liche 774 ; für negativ-regelmäßige 815 ; 
— szeichen ~ 690. 

Imaginäre Zahlen 516; —er Bestandteil 
624; -e Einheit 634, 544. 

Indizes (Stellenzeiger) 22. 

Induktion^ vollständige 11 F., 24, 621. 

Infinitär kleiner, gleich, gi-ößer, ähnlich 
287. 

Irrationalität der Zahl e 205, 781; ge- 
wisser Kettenbrücke 886/9; -en, qua- 
dratische s. Quadr, Irrationalitäten, 


Irrationalzahlen 136; Darstellung durch 
nicht-periodische Systembrüche 145 
(IJmkehrung* s. 136); umkehrbar ein- 
deutige Beziehung zu den regel- 
mäßigen unendlichen Kettenbrüchen 
776/8. 

Irreduzihilität von Näherungsbruchen 
701. 

lierietie Logarithmen 241; Zeilen- und 
Kolminenlmites 270/1; ihre Bezie- 
hungen zum DoppeUimes 283 ff., 667/8; 
-er Limes zur Formulierung der 
Konvergenzbedingung für nnendlicbe 
Reiben 296 ; — e Seihen 461; — e Mit- 
telwerte (&- fache Mittelbildung) 597; 
— e Swmmation 599; — e mendltche 
Produkte 697. 

Kettenhrüche, endliche regelmäßige 671, 
752; aus beliebigen Elementen bzw, 
Zahlen 673, 684; elementare 677, 
durchweg elementare 679; mit vor- 
geschriebenen Näherungsbrüchen 707 ; 
unendliche 724; benachbarte 786; 
regelmäßige 773; negativ-regelmäßige 
812, 963; (rein, unrein) periodische 
regelmäßige 780, 790; unendliche ans 
komplexen Zahlen 840 ff.; (rein, un- 
rein) periodische 881, 902; nahezu 
und limitär periodische 903 ff. 

Koeffizienten 88. 

Kolonnen einer Doppelfolge 248, 269. 

Kombincdionen von n Elementen 85. 

Ko^nmutationsgesetz der Addition bzw. 
MultipUkation .für natürliche Zahlen 
11, 28 bzw. 26, 30; für Brüche 46 
bzw. 48; für Differenzensymbole 60 
bzw. 61, 64; für rationale Zahlen 71 
bzw. 72, für beliebige reelle 139, für 
imaginäre 517 bzw. 519 21, für kom- 
plexe 527 bzw^. 628. 

Komplexe Zahlen 524; gewöhnliche 
(gemeine) 644. 

Komponmtm einer komplexen Zahl 662. 

Kongruenz (in der Zahlentheorie) 690 P. 

Konjugiert komplex 628; -e quadrati- 
sche Irrationalitäten 782. 

Kontraktion eines Kettenbruches 717. 

Konvergenz reeller Zahlenfolgen gegen 
Null, stärkere (ebenso starke, schwä- 
chere) 288; reeller Doppdfolgen: 
gleichmäßige (ungleichmäßige) 276; 
reeller Reihen; absolute und nicht- 
absolute 402/3, schwächere und gleich- 
artige 330/1, unbedingte 811, unbe- 
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dingte und bedingte 408, effektive 
413; reeller Doppelreihen: absolute 
469, unbedingte 471, bedingte 475; 
komplexer Beikeyii absolute und un- 
bedingte 576, bedingte 582, 663, 947; 
effektive 598; unendlicher Produkte: 
absolute und unbedingte 626, 635, 
bedingte 660; unendlicher Ketten- 
brüche: unbedingte und bedingte 
737/8; perio discher Kettenbräche : 
unbedingte und bedingte 889/90. 

Konvergenzbedingung^ notwendige und 
hinreichende (= Definition): für ratio- 
nale Zahlenfolgen 126, für reelle 
162, 218, für komplexe 559/60; für 
reelle Doppelfolgen 265, für kom- 
plexe 667; für reelle Reihen 294, 
(andere Formen: 295/6, $07, 309/10), 
für komplexe 674/6; für reelle Dop- 
pelreihen 460; für reduzible Reihen 
606, 961/2; für unendliche Produkte 
616, Doi^pelprodukte 642; für unend- 
liche Kettenbrüche 724/6, bei Weg- 
lassung von Anfangsgliedern 736; 
-Jsnterieni s. Kriterien; -prinzip, all- 
gemeines 167; -echranke $67. 

Koordinaten (=* Komponenten) einer 
komplexen Zahl 552 F. 

Knterien für Divmgenz und Konvergenz 
von Bethen mit positiven Gliedern: 
allgemeine Form erster Art 319, 336; 
desgl. zweiter Art 321, 377, YerschÄr- 
fiing 658; Kriterienpaare, disjunktive 
Kriterien und Kriterienskalen erster 
Art 886/95 disjunktive Kriterien und 
Kriterienskalen zweiter Art 380/2, ge- 
bräuchlichste Form 385; s. auch unter 
Bertrand, Bonnet-De Morgan, 
Cauchy, Gauß, Kummer, Raabe; 
von Doppekeihen mit nicht-negativen 
Gliedern 604, 608; von Beihen mit 
absolut genommenen komplexen Glie- 
domö 6 S/ 8 (s. auch unter Weiexstraß); 
für effektive hzw, bedingte Konvergenz 
reeller Bethen 418/24; für Dwergenz 
und bedingte Konvergefiz Jmiplexer 
Beihen 669/60; fikDivoi^genz und Kon- 
vergenz positivglieäriger Kettmbrüche 
der ersten Hauptform 761/4 und be- 
liebiger Form 764/70 ; für Kcttenbrdche 
me positiven und negativen Zahlen 812, 
823, 829, 838; für komplexe Ketten- 
brüche der ersten Hauptform 816, 853; 
der zweiten Hauptform 860, 869; be- 
liebiger Form 872/4, 876/8. 


KummerBches Ko^ivergenzkriterium 379; 
analoges Kriterium erster Art 344; 
—sehe Beihentransformation 443, 

ZegendreBohe Käherungsforniel für die 
Häufigkeit der Primzahlen 349 ; —scher 
Irrationalitätssait für Kettenbrüche 
839 F., verallgemeinerter 835/9. 

LeibnizBche Reihe 443. 

Limes einer reellen Zahlenfolge 160; 
oberer, unterer (=» Hauptlimites) 213; 
einer Doppelfolge (=* Doppellimes) 254; 
unterer, oberer (= Hauptlimites) 261 ; 
einfacher und iterierter der Zeilen 
(Kolonnen) 269/71; einer komplexen 
Zahlenfolge 560; -foo und —00 164; 
00 (ohne Vorzeichen) 562. 

Linear 163. 

Lio%mUeBc)iex Satz über den algebra- 
ischen bzw. transzendenten Charakter 
irrationaler Zahlen 799, 801. 

Lösung (= Wurzel) einer algebraischen 
Gleichung 193 ; --spaar einer linearen 
Diophantischen Gleichung 757. 

Logarithmen 196; Briggsche 197; natür- 
liche (Nep ersehe) 197, 206; iterierte 
239. 

Ludolfsche Zahl n 443 F,, 447 F. 

Mächtigkeit einer Menge 150, 546. 

Mannigfaltigkeit (zweifach unendliche) 
626. 

Maximum und Minimum, reales und 
ideales 209. 

Menge 15; geordnete 1 ; endliche 19; 
abzählbare 161; zweifach, p-fach ab- 
zählbare 251, 253; überall dichte 162. 

Minuendus, Minus, Minuszeichm 81, 68 . 

Modulus eines LogBrithmensystems 196. 

Monotone (■= niemals ab- bzw. zuneh- 
mende) Zahlenfolgen 180, 217, 226; 
Dogpelfolgevt 258. 

Multiplikandus, MulUplikatcn^ 25. 

Multiplikation natürlicher Zahlen 24; 
positiver Brüche 48; von Differenzen- 
symbolen 56/7; rationaler Zahlen 71 
(74), reeller 188, imaginärer 619/20, 
komplexer 528; unendlicher Reihen 
s. ÖauchyBche MulUplikaHonsregel; 
-^prozefi^ unbegrenzt fortsetzbarer 
619, 966. 

Käherungshriiehe dm*chweg elementarer 
Kettenbrüohe 679/81; beliebiger Ket- 
tenbxüche 689, regelmäßiger 766/7, 
negativ-regelmäßiger 813/4; gewisser 
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Kettenbrüche mit negativen Teilzäh- 
lern und positiven TeÜnennem 805/6, 

I^ehmnaherungslrüche 806. 

Negative rationale Zahlen 65, reelle 160. 

Areiü^(msche Formel (« binomischer Satz) 
83. 

Normierte quadratische Irraticndlität 782. 

Null: Ein^rung und Eechnungsregeln 
67/9; als imaginäre Zahl 516; als 
Teilzähler von Kettenbrüchen 701/3, 
746/6, 861/2; als Teilnenner 769/73; 
•^werden von höherer (gleicher, nie- 
derer) Ordnung 238. 

Numerisch gleich (größer, kleiner) 70; 

unendlicher Eeihen 437 ; 
—e Koeffizienten 699; —er Teiler 700. 

Operation, distributive 601 F.; — en, ra- 
tionale 183; -en, vertauschbare 601; 
^szeichen 8, 68 F, 

Oszillierende (» unbestimmte) Bethen 
294, 676, 610, 981/2; unendliche Pro- 
duUe periodische Kettenbrüche 
893, 900, 968. 

Particdreiken (Teilreihen) 312, 406. 

BarUalrest einer Eeihe 294, 426. 

Partielle Summation («Abel sehe Trans- 
formation) 416 F. 

Perfeite quadratische Irrationalität 684, 
962. 

Periode, bei Systembruchen 108; bei 
Kettenbrüchen 780, 880; eingliederige 
796, 888 F., 887 F., 899 F., 903; in- 
verse 794; symmetrische 795. 

Periodisch s. Sgstembrüche, Ketten- 
hrüche. 

Permutationen 16; von n Elementen 86. 

Polgnom w*®» Grades 153. 

Potenzen rationaler bzw. reeller Zahlen 
mit ganzzahligem Exponenten 77, 
141; positiver Zahlen mit rationalem 
bzw. reellem Exponenten" 178, 186; 
s. auch Äbschätzungsformeln. 

Primzahlen, absolute 34, 349, 648; rela- 
tive 36. 

Produkt 25, s. im übrigen Mulüplika- 
tion; — e, unendliche 616,ff.; zweifach 
unendliche 637/9 ; s. im übrigen Diver- 
genz, Konvergenz. 

Punktgitter, quadratisches 267 P. 

Quadrat 77; -iache Form 511, 616, 
962; — ische Gleichung 642, 781, 882; 
-ische Irrationalzahlen 780, Dratio- 


nalitäien (normierte, konjugierte, per- 
fekte) 782, 784, --Wurzel aus einer 
komplexen Zahl 587/9. 

Quotient 33, unvollständiger 35, s. im 
übrigen Division*, bei Kettenbrüchen r 
vollständiger, nnvolisiändiger 777 F. 

J^aahesches Kriterium, 

Badikand, Badiziermg 121. 

Bationale Zählen: absolute (positive) 
49, negative 68, beliebige 78; -e 
Bechnrngsoperationen 74; —er Äus- 
drueh (begrenzter) 133, 167; ganzer 
rationaler Ausdruck 675. 

Bationäl-honvergente Zahlenfolgen 114. 

Beduictiön von Kettenbrüchen, direkte 
und rekursorische 682, 686/9. 

Beduzihilität divergenter Reihen durch 
Mache Mittelbildung 696/7, durch 
iterievte Summation 699; der Diag<^ 
nalreihe einer Doppelreihe 610. 

Beduzierte Form eines Bruches 44; eines 
Kettenbruches 677, 684. 

Beeile Zählen 136; —er Bestandteil 
(Teil) einer komplexen Zahl 524, 581. 

B^e (unendliche), geometrische (Pro- 
gression) 301; harmonische 299, mit^ 
alternierenden V orzeichen 414;Leib- 
nizsche 443; hypergeometrische 888, 
690, 667; — n mit reellen Gliedern 
293, alternierende 413, mit kom- 
plexen Gliedern 570; s. im übrigen 
Divergenz, Konvergenz; -nverglei- 
chung 317. 

Belativ prim (teilerfremd) 36. 

Best, Divisions- 35; einer xinendlichen 
Reihe 295, 830. 

Bekursionsformel 10, 24, 77 F.; für die 
Näherungszähler und -nennet eines 
Kettenbruches 682, ^689; — n, verall- 
gemeinerte 695/6. 

BeziprohQ Zähl 52; —er Wert einer 
komplexen Zahl 531, eines Ketten- 
biuches 682. 

Sichtungskoeffizient (— Einheitsfaktor) 
einer komplexen Zahl 552 F. 

Biemanmohe Primzählformel 849 ; 
—scher Satz über Herstellnng einer 
Reihe mit vorgesohrieb'ener Summe 
403, 947. 

Schranken der Divergenz und Konver- 
genz 368. 

Suhtrahendus 31. 
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SuUrahtion natürlicher Zahlen 31, po- 
sitirer Nationaler 53; beliebiger Dif- 
ferenzeneymbole 64 ; beliebiger ra- 
tionaler Zahlen 72 (74), reeller 140, 
imaginärer 618, komplexer 627. 

Sumtnanden 10. 

Summe natürlicher Zahlen 10, 14, im 
übrigen s. Addition; einer unendlichen 
Eeihe 294, 674, einer Doppelreihe 
460, 607. 

Summenfolge (= unendliche Eeihe) 293. 

Symbol [a;]» größte in enthaltene 
ganze Zahl 356. 

SyBtembfiiche 96; unbegrenzt fortsctz- 
bare 101-; periodische (rein, unrein) 
103, ihre Beziehung zu den ratio- 
nalen Zahlen 105; nicht>periodische 
120, zur Darstellung von Irrational- 
zahlen 145, von transzendenten Zah- 
len 803. 

Teilbruch, Teilnenner, Teüzähler eines 
Eettenbruches 673. 

Teiler, größter gemeinsamer 36; gemein- 
samer numerischer (bei Näherungs- 
brüohen) 700. 

Teüfolge (einer Doppelfolge): wesent- 
liche, reguläre 267, 273; geradlinige 
267 E., 286; parabolische, parallele 
267 E. 

Teilkettenbruch 678. 

Teilmenge 160, 647. 

TeilproduU 681, herausgehobenes 632. 

Tdkeihe 677, 

Tragweite der Kriterien erster Art 368 ff., 
zweiter Art 890 ff. 

Tramssenäenio Zahlen 160, 801 ; — e Glei- 
chung 548. 

TrCmformation unendlicher Beiheni 437 
(s. auch Abelsohe, Bulersche, Kum- 
mer sehe); endlicher bzw. unendlicher 
in äquivalente 704, 727* 
in äquivalente Summen bzw. Beihen 
und umgekehrt 712, 728/9; in äqui- 
valente Produkte und umgekehrt 715/6, 
782/8. 

Typische Formen der dv 824, 829; der 

Cv 880. 

Umoränung einer Zahlenfolge 129, 186; 
einer unendlichen Reihe 811/6, 854, 
407; einer Doppelreihe 471. 

Unbeseh-änkffwit, gleichmäßige der Zeilen 
(Kolonnen) einer Doppelfolge 280. 


Unbestimmte Formen (von Quotienten) 
224/5; — e unendliche Reihen 294, 
931; — e unendliche Produkte 619. 
ünbestimmtheiisgrenzen (« Hauptlimites) 
213. 

Uneigenilich divergent s Divergenz; — e 
Zahl oo 564/5. 

Unendlich als „uneigentlicher“ Grenz- 
wert -f 00 oder — oo 164; von ver- 
schiedener (niederer, höherer) oder 
gleicher Ordnung 238; ohne Vorzeichen 
562; — keitsskalen: abnehmende 241, 
zunehmende 242. 

Ungleichmäßige Konvergenz usf. s. Gleich- 
mäßige. 

Vielfaches einer Zahl 33. 

Vier Spezies mit rationalen Zahlen 74, 
mit reellen 184, mit komplexen 582. 

„Wahrer** Wert eines xmendlichen Sy- 
stembruches 119; einer unbestiinmten 
(Quotienten-) Form 224. 
Wderstraßsche Bezeichnung für den ab- 
soluten Betrag 70, für den reellen Teil 
einer komplexen Zahl 551; —sehe 
Kriterien 590 E. 

Wert eines unendlichen Produktes 617; 
eines endlichen bzw. unendlichen 
Kettenbruches 677, 725. 

Wurzel (=» Lösung) einer algebraischen 
Gleichung 158; aus einer positiven 
rationalen bzw. reellen Zahl 172/4 (s. 
auch Qiuidratwurzel); -^exponent 121. 

Zähl e als Grenzwert 198 ; als nnendliche 
Reihe 800; als unendlicher Ketten- 
braoh 780, 782; ihre Irrationalität 
205, 731; s. auch Absehätzungsformeil. 
Zählen, Begriff, und allgemeine Eigen- 
schaften 1/8; natürliche 7; absolute 
(positive) rationale 49; reziproke 52; 
negative rationale 68; rationale 
(schlechthin) 78; reelle 186; irratio- 
nale 186 (als Systembrüche 145, als 
Kettenbrüche 778); transzendente 160, 
801; imaginäre 616; komplexe 524; 
zwei- und t^dimensionale 651 E. 
Zählmfolgent rational-konvergente 114; 
nuR-konvergente 115; konvergente 
rationale 125, reelle 165; heraus- 
gehobene 129, zusammengesetzte 188; 
eigentlich bzw. uneigentlich divergente 
164, 220; ein- und zweifiach unendliche 
248 (s. auch Doppelfölgen\ p-faoh un- 
endliche 262; komplexe 559. 
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Zählenpaar als Doppelindez 248; als 
komplexe Zahl 686 F., 945. 
Zahlensystem mit beliebiger Basis 95; 

dekadisches, dyadisches 96. 
Zählzeichen 3, 7. 

Zeilen einer Boppelfolge 248, 269. 


Zee'Zm/imedCKolonnenlimes) einer Doppel- 
folge (unterer, oberer) 270; iterierter 
270. 

Ziffern (arabische) 5, 15 ; —komplex 649. 

Bereich von komplexen. 

Zahlen 546. 


Beriehügimg einiger Druekfeliler. 

S. 182, Kolumnentitel, lies: Nr. 2 (statt: Nr. 1), 

S. 203, Textzeile 2 von unten, lies: S. 171 (statt: S. 172). 

S. 361, Kolumnentitel, lies: Nr. 7 (statt: Nr. 6). 

S. 352, Fußnote 1, lies: §85, Nr. 3, S. 650 (statt: §83, Nr. 3). 

S. 366, Textzeile 7 von unten, das Wort „wiederum“ zu streichen« 
S. 367, Fußnote 1, lies: §85, Nr. 8 , S. 661 (statt: §85, Nr. 1). 

S. 378, TJngl, (4), setze: 0 (statt: >0). 

S, 621, Textzeile 10 von oben, lies: S. 24 (statt: S. 21). 






